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PRÉFACE. 


Le  second  Volume  de  mon  Traité  de  Mécanique  céleste,  que  je  publie 
aujourd'hui,  comprend  deux  sujets  principaux  : 

La  théorie  de  la  figure  des  corps  célestes  (Chapitres  I  à  XXI)  ; 

Et  celle  de  leur  mouvement  de  rotation  (Chapitres  XXII  à  XXX). 

Les  trois  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  la  démonstration  des 
théorèmes  généraux  sur  l'attraction  ;  on  y  trouvera  notamment  les 
belles  recherches  de  Chasles  et  de  Green  concernant  l'attraction  des 
couches  de  niveau. 

L'attraction  des  ellipsoïdes  a  été  traitée  de  deux  façons,  d'abord  par 
l'analyse  de  Lagrange  et  le  théorème  d'Ivory,  puis  par  la  belle  méthode 
de  Gauss. 

J'aborde  ensuite  la  détermination  de  la  figure  des  corps  célestes 
supposés  fluides  et  homogènes,  et  je  donne  une  discussion  complète 
des  ellipsoïdes  de  révolution  de  Maclaurin  et  des  ellipsoïdes  à  trois 
axes  inégaux  de  Jacobi. 

M.  Poincaré,  dans  un  Mémoire  récent,  a  fait  faire  à  la  théorie  un 
progrès  considérable  en  prouvant  que,  en  dehors  des  ellipsoïdes,  il  existe 
une  infinité  de  figures  d'équilibre,  parmi  lesquelles  une  seule  est  stable. 
Je  ne  pouvais,  sans  dépasser  le  cadre  de  mon  Ouvrage,  reproduire  sa 
savante  analyse,  et  je  me  suis  borné  à  en  donner  les  conclusions  un  peu 
plus  loin.  J'ai  pu  démontrer  du  moins  un  théorème  important  du 
même  géomètre,  assignant  à  la  vitesse  de  rotation  une  limite  au  delà 
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de  laquelle  l'équilibre  cesse  d'être  possible,  quelle  que  soit  la  figure 
du  corps. 

Je  n'ai  pas  consacré  moins  de  quatre  Chapitres  à  la  figure  de  l'anneau 
de  Saturne.  Après  les  recherches  classiques  de  Laplace  ,  j'ai  exposé 
deux  Mémoires  récents,  où  l'approximation  a  été  poussée  beaucoup 
plus  loin,  par  M'"''  Kowalewski  et  par  M.  Poincaré.  Enfin,  je  crois 
avoir  rendu  plus  facile  la  lecture  du  travail  de  Maxwell  sur  l'anneau  de 
Saturne,  considéré  comme  formé  d'un  grand  nombre  de  satellites. 

L'hypothèse  de  l'homogénéité  s'éloigne  beaucoup  de  la  réalité. 
Quand  on  veut  déterminer  la  figure  des  corps  célestes  en  tenant 
compte  de  la  condensation  graduelle  vers  le  centre,  on  peut  suivre 
deux  voies  ouvertes,  l'une  par  Clairaut,  l'autre  par  Laplace.  Chacune 
a  ses  avantages  et  ses  inconvénients.  Dans  la  première,  on  suppose 
immédiatement  que  les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution; mais  on  n'a  recours  qu'aux  formules  très  simples  qui  expriment 
l'attraction  de  ces  corps,  et  l'on  arrive  à  quelques  théorèmes  d'une 
grande  généralité,  car  ils  ont  lieu  quelle  que  soit  la  loi  de  variation  des 
densités,  continue  ou  non.  La  méthode  de  Laplace  exige  des  dévelop- 
pements analyticfues  beaucoup  plus  étendus  ;  la  constitution  intérieure 
peut  être  plus  complexe,  les  surfaces  de  niveau  n'étant  pas  supposées 
de  révolution  ;  mais  elle  donne  lieu,  relativement  à  la  convergence  des 
séries  employées,  à  des  difficultés  qui  n'ont  pas  encore  été  entièrement 
surmontées. 

Je  partage  finalement  l'opinion  de  M.  Airy,  qui  préfère  la  théorie 
de  Clairaut;  j'ai  exposé  néanmoins  celle  de  Laplace,  avec  tous  les 
développements  qu'elle  comporte. 

J'ai  jugé  utile  de  présenter  un  aperçu  des  théories  géodésiques  les 
plus  importantes,  et,  pour  la  réduction  des  observatiojis  du  pendule, 
j'ai  cherché  à  donner  une  idée  de  la  méthode  de  la  condensation,  pro- 
posée par  M.  Helmert. 

Dans  l'étude   des  mouvements  de  rotation ,  j'ai  employé  ,  d'après 
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Poisson,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  qui  per- 
met de  traiter  de  la  même  façon  les  deux  problèmes  principaux  de  ta 
Mécanique  céleste  et  d'établir  entre  eux  des  analogies  intéressantes. 
J'ai  suivi  toutefois,  pour  l'intégration  des  équations  du  mouvement  non 
troublé,  la  méthode  de  Hamilton-Jacobi,  parce  qu'elle  conduit  immé- 
diatement aux  formules  difTérentielles  qui  font  connaître  les  variations 
des  constantes  arbitraires  dans  le  mouvement  troublé. 

Je  crois  avoir  discuté  avec  soin  les  expressions  des  petits  déplace- 
ments des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre,  et  les  très  faibles  inégalités 
de  la  vitesse  de  rotation. 

Les  résultats  principaux  auraient  pu  sans  doute  être  obtenus  plus 
rapidement  par  une  autre  voie.  Je  pense  néanmoins  que,  en  raison  de 
sa  simplicité  théorique,  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires présente  ici  des  avantages  réels  ;  l'instrument  qu'elle  met  à  la 
disposition  du  calculateur  est  d'un  maniement  facile  et  uniforme,  et 
se  prête  sans  effort  à  la  solution  de  tous  les  problèmes  qui  peuvent 
être  soulevés. 

La  question  de  la  libration  de  la  Lune  a  été  traitée,  je  l'espère  du 
moins,  avec  toute  rétendue  désirable. 

Me  trouvant  absorbé  par  la  préparation  du  Tome  III  de  mon  Ou- 
vrage, j'ai  prié  M.  Radau  de  rédiger  les  deux  derniers  Chapitres,  XXIX 
et  XXX,  qui  se  rapportent  à  des  travaux  récents,  ou  encore  peu  connus, 
de  divers  géomètres,  ayant  pour  but  de  déterminer  les  petites  influences 
que  peuvent  avoir  sur  la  rotation  de  la  Terre  les  actions  géologiques 
ou  météorologiques  et  les  marées.  Ces  Mémoires  sont  très  nombreux; 
M.  Radau  a  réussi  à  les  embrasser  dans  une  synthèse  claire  et  élégante, 
qui  fournira  sans  doute  aux  jeunes  astronomes  des  sujets  de  recherches 
intéressantes.  Je  le  prie  d'agréer  mes  remerciements  sincères.  M.  Radau 
m'a  d'ailleurs  aidé  de  ses  conseils  dans  la  revision  des  épreuves.  M.  Cal- 
landreau  a  bien  voulu  aussi  me  continuer  son  précieux  concours, 
comme  il  l'avait  fait  pour  le  Tome  I.  On  verra,  du  reste,  en  parcourant 
T.  —  II.  b 
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le  présent  Volume,  que  MM.  Callandreau  et  Radau  ont  contribué, 
pour  une  part  importante,  aux  progrès  réalisés  par  la  théorie  dans  ces 
dernières  années. 

Le  Tome  I  a  reçu  du  public  scientifique  un  excellent  accueil  ;  s'il  en 
est  de  même  pour  le  Tome  II,  ce  sera  un  encouragement  puissant 
dans  la  tâche  longue  et  difficile  que  j'ai  entreprise,  et  que  j'espère 
mener  promptement  à  bonne  fin. 

G  septembre  1890. 
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Dans  le  Chapitre  II  du  tome  I,  nous  avons  déjà  esquissé  quelques  points  de  la 
théorie;  nous  allons  les  reprendre  rapidement  dans  une  étude  d'ensemble. 

i.  Considérons  un  corps  P  dont  nous  voulons  déterminer  l'attraction  sur  le 
point  M  qui  ne  fait  pas  partie  de  sa  masse. 

Soient  X,  y,  z  les  coordonnées  du  point  M,  \x  sa  masse,  a,  b,  c  les  coordon- 
nées d'un  point  quelconque  A  du  corps,  p  la  densité  en  A,  dm  l'élément  de 
masse  correspondant,  u  la  distance  AM;  on  aura,  pour  les  composantes  X,  Y,  Z, 
parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  de  l'attraction  cherchée 

^  -=  "".^  /    ^^  ^'"  =^  ^y-  Il    I  ?  '-^-^  da  db  de, 

Y  =  f  pt.  / ~  dm  ~z  fu.  I    I    \  0 r^  da  db  de, 

J        «*  J  J  J   '       "' 

Z  =;  f /jL  /    ^  dm  ;=  f  ijt.  /    /    /  0  — ~  da  db  de, 

ir-—  {x  —  ay--\-  {y  —by--^{z  —  e)\ 
0    =F(rt',  b,  c). 
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La  fonction  F,  qui  exprime  la  densité  du  corps,  étant  supposée  connue,  on 
voit  que  X,  Y,  Z  sont  donnés  par  trois  intégrales  triples  étendues  à  tout  le 
volume  du  corps. 

Lorsque  la  densité  p  est  constante,  le  corps  étant  supposé  homogène,  on  peut 
effectuer  immédiatement  l'une  de  ces  trois  intégrations,  de  manière  que  les 
composantes  X,  Y,  Z  dépendent  chacune  d'une  intégrale  double. 

On  a,  en  effet. 


X  =:  f  ap  /    —  ,—  da  db  dc^=:^  —  l'u-p  lit     -r-    da  db  de. 

J        «'  J    J    J      àa 


Le  parallélépipède  dont  la  base  est  db  de  entre  dans  le  corps  en  un  certain 

point  A,,  en  ressort  en  A^,  y  rentre  en  A3  pour  en  sortir  de  nouveau  en  A4, 

Si  l'on  représente  par  z^,,  u^,  ...  les  distances  du  point  attiré  aux  points  A,, 
Ao on  aura 


(0 


X  =  f  ap  r  f(- ~  -h- -ï- .  .  .]  db  de. 


Soient  ^a,,  da.,,  ...  les  éléments  de  la  surface  du  corps  interceptés  par  le  pa- 
rallélépipède en  iV, ,  Ao,  ...  ;  (N, ,  x),  (No,  x),  ...  les  angles  que  la  normale  ex- 
térieure au  corps  en  chacun  de  ces  points  forme  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
des  x;  db  de  étant  la  projection  de  l'un  quelconque  des  éléments  d(J^,  r/o-a,  . . . 
sur  le  plan  des  yz;  on  a 

dbdc  ■=  —  d(7i  cos(Ni,  j?)  —  +  d<73  cos(N2,  ^)  —  —  c?o-3COs(N3,  a;)  =  +  .  . .  , 
et  la  formule  (i)  devient 

X -r  —  rjuip  /    /      — !  cos(N,,  j;')  H ^  C0S(N2,  cC)  4-.  . 

..'  J    L  "1  "2 

ou,  plus  simplement, 


cos(N,  x-) 


(B)  ■       X  =  -.>pj'^ 


da; 


u  désigne  maintenant  la  distance  du  point  attiré  à  l'un  quelconque  da  des  élé- 
ments de  la  surface  du  corps,  (N,  x)  l'angle  que  fait  avec  la  partie  positive  de 
l'axe  des  x  la  normale  extérieure  au  corps  menée  par  un  des  points  de  l'élé- 
ment da;  enfin  les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  surface  du  corps. 
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2.  En  supposant  toujours  le  corps  homogène,  on  peut  trouver  pour  X  une 
autre  expression  qui  nous  servira  bientôt. 

Considérons  un  cône  infiniment  petit,  d'angle  din,  ayant  son  sommet  en  M  au 
point  attiré  et  pénétrant  dans  le  corps  en  A,,  pour  en  sortir  en  Aa,  y  rentrer 
en  Ag,  en  ressortir  en  A4,  ....  Soient  u  la  distance  d'un  point  quelconque  A  du 

cône  à  son  sommet,  u,,  u^,  ...  les  distances  MA,,  IVL42, L'action  S  exercée 

sur  le  point  M  par  la  portion  du  corps  située  à  l'intérieur  du  cône  est  facile  à  cal- 
culer, si  l'on  remarque  que  l'élément  de  volume  est  u^  d(M  dr;  on  trouve 

(  2  )  s  =  f  fz  /     *- ^=  f |jLp  f/co   /  du  =2  f  jJ!.p  d(x>  (  «2  —  "1  +  ^4  —  i/s  H-  .  .  .  ) . 

Soient  fl^o-,,  dT.^,  ...  les  éléments  interceptés  par  le  cône  sur  la  surface  du 
corps  aux  points  A, ,  Aa,  . .  :  (N,,  u),  (No,  u),  ...  les  angles  formés  avec  le  pro- 
longement de  la  droite  MA,  par  les  normales  extérieures  à  la  surface  du  corps  en 
A,,  Ao,  —  Comme  dca  est  la  surface  découpée  par  le  petit  cône  sur  la  sphère 
de  rayon  i,  u\d(û  sera  la  surface  découpée  sur  la  sphère  de  rayon  w,,  les  deux 
sphères  ayant  leur  centre  en  M;  on  aura 

I  u\d(ii--— d<jiCOS{'^t,  u), 
(3)  \  uld(,)  =  -}- d(jiC0s{^2^  ")f 


et  la  formule  (2)  donnera 

c    ■         rcos(IV,,/f)   ,         cos(N2»«)   , 

L      "1  "2 

Pour  avoir  la  composante  parallèle  à  l'axe  des  x  de  la  résultante  partielle  qui 
vient  d'être  trouvée,  il  faut  multiplier  S  parle  cosinus  de  l'angle  (u,  x)  que 
fait  la  droite  MA  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x.  On  pourra  donc  écrire 


(C)  X^fixpJ 


cos(N,  u)  cos(«,  a:)    , 


(u,  x)  désigne  l'angle  formé  avec  Ox  par  le  rayon  MA  mené  du  point  attiré  à  un 
point  A  d'un  élément  quelconque  «^o-  de  la  surface  du  corps;  (N,  w)  est  l'angle 
formé  avec  le  prolongement  de  MA  par  la  normale  extérieure  au  corps  en  A; 
enfin  u  représente  la  distance  MA  et  les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  sur- 
face du  corps. 

Gauss  a  fait,  comme  nous  le  verrons  bientôt,  un  emploi  très  heureux  des  for- 
mules (B)  et  (C). 
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3.  Revenons  au  cas  général,  où  la  densité  n'est  pas  nécessairement  la  même 
en  tous  les  points  du  corps. 

On  peut  faire  dépendre  d'une  seule  les  trois  intégrales  triples  qui  représen- 
tent X,  Y,  Z.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

(D)  v=/^  =///£***, 

V  sera  une  certaine  fonction  de  ^,  j,  z,  donnée  par  une  intégrale  triple  étendue 
à  tout  le  volume  du  corps  P.  Les  limites  des  intégrations  sont  indépendantes  de 
X,  y,  z-,  l'élément  différentiel  ne  devient  pas  infini,  puisque,  le  point  attiré  étant 
supposé  jusqu'ici  ne  pas  faire  partie  de  la  masse  du  corps,  m  ne  peut  pas  être 

nul.  On  peut  donc  différentier  sous  le  signe  /  /  /  dans  la  formule  (D),  et  l'on 
trouve  ainsi 

(E)  ^-^^^T.'        ^  =  ^^^'        ^'^-^^Tz^ 

V  est  le  potentiel. 

Soient  r,  0,  ']^  les  coordonnées  polaires  du  point  attiré,  de  manière  que 

l'on  ait 

.r  =  /-cos9,         r  = /■  sin9  sin  .{;,         s  =:: /•  siii^cos'j/. 

y  deviendra  une  fonction  de  r,  0  et  'j^,  et  l'on  peut  se  proposer  de  trouver  lesfor- 
mules  analogues  a  (E),  taisant  connaître  au  moyen  de  -r-»  -^  et  -j^r  les  projec- 
tions R,  R'  et  R"  de  l'attraction  sur  les  trois  droites  rectangulaires  suivantes  :  le 
rayon  vecteur  r,  la  perpendiculaire  à  r  menée  dans  le  plan  de  l'angle  6,  et  la 
perpendiculaire  à  ce  plan  ;  on  regardera  les  composantes  comme  positives  quand 
elles  tendront  à  augmenter  les  coordonnées  r,  0,  <];,  et  comme  négatives  dans  le 
cas  contraire.  Donnons  au  point  attiré  un  déplacement  virtuel  infinimentpetit  h 
ayant  pour  projections  sur  les  axes  §^,  Sy,  ^z;  soient  Sr,  Sô,  5<|'  les  variations 
correspondantes  des  coordonnées  polaires.  Les  projections  de  ^s  sur  les  trois 
droites  rectangulaires  définies  ci-dessus  seront 

Donc  le  moment  virtuel  de  l'attraction  sera 

mais  il  a  aussi  pour  valeur 

X  ô^  +  Y  â.-  -^  Z  ôz  =  fa  (—  bV  +  ~  ôv  +  ^  d:)  ^  fa  ÔV 
'    V  t/^  ay    '         ôz      J 

„    [dW  .         OV  ..       àV  ,, 
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Si  l'on  compare  les  deux  expressions  du  moment  virtuel  et  qu'on  égale  les 
coefficients  de  ^r,  de  §6  et  de  5]^,  il  vient 

Ce  sont  les  formules  cherchées. 

La  première  des  formules  (E)  ou  (E')  montre  que,  si  dn  est  un  segment  infi- 
niment  petit  porté  dans  une  direction  donnée,  f[x  -j-  représentera  la  projection 
de  l'attraction  sur  cette  direction.  Mais,  pour  connaître  -j— >  il  n'est  pas  néces- 
saire de  considérer  V  comme  fonction  de  trois  coordonnées  dont  l'une  serait  la 
longueur  n  comptée  à  partir  d'un  point  fixe  de  la  direction  donnée  ;  il  suffit,  en 
effet,  de  considérer  les  valeurs  V  et  Y -h  d\  du  potentiel  aux  deux  extrémités  du 

petit  segment  considéré,  et  de  prendre  la  limite  du  rapport -r-  quand  dn  tend 
vers  zéro. 

Lorsque  le  corps  est  homogène,  on  peut  effectuer  immédiatement  l'une  des 
trois  intégrations  et  faire  dépendre  V  d'une  intégrale  double. 

Reprenons,  en  effet,  le  cône  infinitésimal  considéré  au  n**  2;  nous  aurons 
pour  le  potentiel  correspondant  à  la  portion  du  corps  renfermée  dans  ce  cône 

(  4  )  /    / :=  p  «o  I  II  au  =:  -  paoi{ui  —  i/i  -+■  itr  —  //  j  -h  .  .  .  ) , 

ou  bien,  en  vertu  des  relations  (3), 

-  p[fhi  cos(N,,  //)  -hchî  cos(N,,  //)+...]. 

On  pourra  donc  écrire 
(F)  V=^p  TcosCN,  «)r/cr, 

A  désignant  un  point  quelconque  de  la  surface  du  corps,  da  l'élément  superfi- 
ciel correspondant,  (N,  u)  est  l'angle  formé  par  la  direction  MA  avec  la  normale 
extérieure  au  corps  au  point  A. 

Dans  ses  études  relatives  à  l'anneau  de  Saturne,  M™^  Sophie  Kowalewski  a  tiré 
un  excellent  parti  de  la  formule  (F),  qui  est  due  à  Gauss. 

4.  En  supposant  toujours  que  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du 
corps,  V,  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  finies  et  continues  de  a-,  y,  s.  C'est  une 
conséquence  immédiate  des  formules  (A)  et  (D). 
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Lorsque  le  point  attiré  s'éloigne  à  l'infini,  V  tend  vers  zéro.  En  effet,  pour 
une  position  donnée  de  ce  point,  désignons  par  u^  et  u.,  sa  plus  petite  et  sa  plus 
grande  distance  au  corps  P.  On  aura  constamment,  dans  la  formule  (D), 


r 
—  < 

I                I 
C    -      <    - 

«2 

Il             II 

d'où 

—   /  dm  ■<  V^  <<  —   /  dm . 

Si  donc  on  désigne  par  M  la  masse  du  corps,  on  aura 

M<v<M. 

Lorsque  le  point  attiré  s'éloigne  à  l'iniini,  w,  et?/o  croissent  au  delà  de  toute 
limite;  V  tend  donc  vers  zéro.  Cherchons  la  limite  de 


Vv/^-^  +  jK^  +  ^l  —  V/-. 
On  a 

Inii  —  =  lim  —  =  I, 
donc 

(5)  limV/r:rM. 
5.  Dans  les  conditions  spécifiées,  on  a 

A  ^r    à^y    â'y    d'y 

^    '  oar-        ()y-        az^ 

OU  l'équation  de  Laplace. 

On  en  a  déduit  bien  simplement,  dans  le  n°ll  du  tome  I,les  deux  théorèmes  de 
Newton  relatifs  à  l'attraction  des  sphères  homogènes,  ou  composées  de  couches 
concentriques  homogènes. 

Il  est  très  utile  de  transformer  l'équation  (G)  quand  on  substitue  d'autres  va- 
riables aux  coordonnées  oc,  y,  z,  notamment  des  coordonnées  orthogonales. 

Soient  les  équations 

(6)  p,— /(^,j,  5),         p^=(^{x,y,z),         p^=^{x,y,z), 

dans  lesquelles  p,,  p2,  ps  désignent  trois  paramètres  variables  indépendants;  on 
a  ainsi  les  équations  de  trois  familles  de  surfaces.  Nous  les  supposerons  ortho- 
gonales. 

L'une  quelconque  des  surfaces  d'une  famille  coupera  donc  à  angle  droit  l'une 
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quelconque  des  surfaces  des  deux  autres  familles.  On  tire  des  équations  ci- 
dessus 

(7)  •*'  =  F(pi,p2,  ps),        j  =  $(pi,  P2, 03),        ;  =  »F(pi,  P2,  ps). 

?(>  ?2»  ?3  sont  les  coordonnées  orthogonales  qu'il  s'agit  de  substituer  aux  coor- 
données X,  y,  z. 

Soit  ds  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins;  on  a 

Si  l'on  remplace  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (7),  on  a,  à 
cause  de  l'orthogonalité,  une  expression  de  la  forme 

(8)  é/$*z=H*^pJ-hH^rfp^-+-H|rfp^, 

où  H,,  H^  et  H3  désignent  certaines  fonctions  de  p,,  p,  etp3.  Supposons  que, 
dans  chaque  cas  particulier,  on  ait  calculé  ces  fonctions.  Alors  on  aura  pour  le 
AoV  cette  transformation  très  simple 

^     ^  '     -H,H,H3L<?Pi\    H.     dpJ~''^pA    H2     do,)^  do\^,     ^^^)\ 

C'est  là  un  théorème  important  dû  à  Lamé  (Leçons  sur  les  coordonnées  curvili- 
gnes), et  dont  on  trouvera  une  démonstration  simple  dans  le  Calcul  différentiel 
de  M.  Bertrand,  p.  i83.  Jacobi  a  donné  aussi  du  même  théorème  une  démonstra- 
tion élégante  fondée  sur  le  calcul  des  variations  (voi>  Jordan,  Cours  d'Analyse^ 
t.  III,  p.  545).  Nous  appliquerons  le  théorème  précédent  à  deux  cas  particu- 
liers. 

Remplaçons  d'abord  x,  y,  z  par  les  coordonnées  polaires,  au  moyen  des  for- 
mules 

^=r/cos5,        j  —  rsinôsin^',        -  = /■  sinô  cos'|'. 
On  a  ici 

?\=l',  9-1  =  ^y  ?3  =  '-{'» 

et  les  surfaces  orthogonales  (6)  sont  des  sphères  concentriques  à  l'origine,  des 
cônes  de  révolution  ayant  le  point  0  pour  sommet  et  0^  pour  axe,  enfin  des 
plans  passant  par  Ox.  On  a,  comme  on  sait, . 

ds^  =  dv"-  +  r^  d^^  -h  /-^  sin«  ô  d']^''  ; 

donc,  ici.  H,,  Ha  etHj  ont  les  valeurs  suivantes  : 

H,  =1,        Hj  — /•,        Ha^r/sinè. 
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La  formule  (H)  donnera  donc 


A,V 


r^  sin5 


d    f    ,    .     r,dY\  à   f   .     ,()V\  ô    [     l       d\\ 


On  en  conclut  qu'avec  les  coordonnées  polaires  l'équation  de  Laplace  sera 


(1) 


d  f  .dW 


dr  \      dr 


sinô  dôr'"    de 


I      à'- Y 


sin^S  d^^ 


=  o. 


Considérons,  en  second  lieu,  au  lieu  des  surfaces  générales  (6),  les  surfaces 
particulières  suivantes 


(9) 


X 


^"'4-7''  +  - 


.V'  -h  >"=  4-  z^ 


y 


.v^-\-  v^-hz' 


dans  lesquelles  x',  y',  z'  ont  été  mis  à  la  place  de  p, ,  po,  pg. 

Ce  sont   trois  familles  de   sphères  orthogonales   passant   par   l'origine  et 
ayant  leurs  centres  sur  chacun  des  axes  de  coordonnées. 

Si  l'on  fait 

^■2  4_  y2  4-  -2  =  ,',         a-''  -h  y'-  +  -''  =  r'\ 

on  trouve  aisément,  en  partant  des  formules  (9), 

(10)  rr'  =  \, 


d'où 


jc'  _  y 


d-'        2z' 

dz  — -^ ^  {x' dx'  +  y' dy' -\-  z' dz'). 


Si  l'on  forme  ds'^,  il  y  a  des  simplifications,  et  il  reste  seulement 

,,  dx'-'-^dY"'-^dz"' 

ds-  z=.  ^v^ • 


On  a  donc,  dans  le  cas  actuel, 


lli  _  H2  =H3  =:  yi-» 


et  la  formule  (H)  donne 


,A  d    (  \     dN\         ô    f  i    àV\         0    /  i    dV 
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ce  qui  peut  aussi  s'écrire,  comme  on  s'en  assure  aisément. 


(II')  A,_y  = 

"Remarque.  —  Les  formules  (9)  représentent  la  transformalion  par  rayons  vec- 
teurs réciproques .  Elles  montrent  que,  si  M  et  M'  désignent  les  points  avant  pour 
coordonnées  x,y,  z-,  x\  y',  z-',  ces  points  et  l'origine  0  sont  en  ligne  droite,  et 
la  relation  (10)  indique  que  l'on  a 

OM  xOM  —  I. 

A  une  figure  donnée,  formée  par  un  ensemble  de  points  M,  M,,  Mo,  ...,  on 
peut  faire  ainsi  correspondre  une  figure  M',  M'j,  M.,,  .. .,  qui  est  dite  la  trans- 
formée de  la  première  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

6.  Définition  de  V  et  de  X,  Y,  Z,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  fait  partie 
de  la  masse  du  corps.  —  On  ne  peut  pas  employer,  immédiatement  et  sans 
explication,  les  formules  (A)  et  (D)  pour  définir  X,  Y,  Z  et  Y,  parce  que  les 
éléments  différentiels  qui  y  figurent  deviennent  infinis  pour  m  —  o.  Du  point  M 
comme  centre,  avec  un  petit  rayon  £,  décrivons  une  sphère,  et  représentons  par 
V,  X',  Y',  Z'  le  potentiel  et  les  composantes  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  M 
parle  corps  P-dont  on  aurait  enlevé  la  petite  sphère.  Nous  pourrons  exprimer 
V',  X',  Y',  Z'  par  les  formules  (A)  et  (D),  puisque,  dans  notre  hypothèse,  les 
éléments  différentiels  ne  deviennent  pas  infinis.  Nous  prendrons  en  même 
temps  des  coordonnées  polaires  u,  ô,  •]/,  ayant  leur  origine  en  M;  pour  des  va- 
leurs données  de  ô  et  '^,  u  variera  de  £  à  «,,  m,  étant  la  valeur  qui  répond  à  la 
surface  du  corps.  On  aura 

dm  T=  u^fiu  sin9  d^  d'\. 
et  les  formules  (A)  et  (D)  donneront 


(12) 


\  y  -=         d'h  /     sin^^^  /      ^udu, 

\  X'  "  f/ji  /      d'h  j    sin  Scos^de  f     pdu ; 


p  est  une  fonction  connue  de  u,  0  et  .];;  u,  dépend  seulement  de  0  et  de  'j». 

Cela  posé,  supposons  que  t  tende  vers  zéro;  Y'  et  X'  tendront  vers  des  limites 
finies  Y  et  X,  car  les  éléments  différentiels  ayant  perdu  le  diviseur  u  ne  devien- 
dront plus  infinis  pour//  =  o.  Ces  limites  seront,  par  définition,  le  potentiel  et 
T.  ~  TT.  2 
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les  composantes  de  l'attraction  du  corps  sur  le  point  M  qui  fait  partie  de  sa 
masse.  Ainsi  l'on  aura 


(i3) 


d^  I     s\n9  d9  j      pu  du, 
'      d^        sinBcosB  d9         pdu. 


Nous  avons  omis,  pour  abréger,  les  expressions  de  Y  et  de  Z. 

Les  formules  (i3)  montrent  que  dans  tous  les  cas,  que  le  point  attiré  fasse 
partie  ou  non  de  la  masse  du  corps,  V,  X,  Y  et  Z  sont  des  fonctions  finies  et 
continues  de  œ,  y,  z.  Il  suffit,  en  effet,  pour  s'en  convaincre,  de  rapprocher 
ces  formules  de  celles  que  l'on  obtiendrait  pour  une  position  M'  du  point  attiré, 
infiniment  voisine  de  M. 

7.  Pour  terminer  ce  Chapitre,  nous  démontrerons  un  théorème  de  Géométrie 
dû  à  Gauss,  qui  nous  servira  bientôt. 
Considérons  l'intégrale 

dans  laquelle  d(j  désigne  l'élément  de  la  surface  d'un  corps  quelconque  P,  u  la 
distance  d'un  point  A  de  ch  à  un  point  fixe  M,  (N,  u)  l'angle  que  fait  la  normale 
extérieure  au  corps  en  A  avec  la  direction  MA.  Le  théorème  en  question  s'énonce 
ainsi  : 

L'intégrale  J  est  nulle,  égale  à  1\t:,  ou  égale  à  i-k,  suivant  que  le  point  M  est  ex- 
térieur au  corps,  intérieur  au  corps,  ou  situé  sur  sa  surface. 

Considérons,  en  effet,  comme  au  n°  2,  un  cône  infinitésimal,  d'angle  dai, 
ayant  son  sommet  en  M,  et  qui  rencontre  la  surface  du  corps  aux  points  A,, 
Aa,  . . .,  auxquels  correspondent  les  valeurs  w,,  «a»  •  •  •  de  m,  d(s^,  da^,  ...  de  da, 
et  les  normales  extérieures  A,N,,  A^No,  ...  Prenons  d'abord  la  portion  J,  de  J, 
qui  correspond  aux  éléments  dn^,  da^,  .    . .  Nous  aurons 

cos(Ni,  u)  cos(N2,  u) 

J  I  —  ; "O"!  H 5 «(72  H-  .  .  .  , 

u]  u\ 

D'après  les  formules  (3),  si  le  point  M  est  extérieur  à  la  surface,  les  divers 
termes  de  J,  sont  égaux  alternativement  à  —  g^cd  et  à  -h  </w;  le  cône  entrera 
d'ailleurs  dans  le  corps  et  en  sortira  un  même  nombre  de  fois.  Les  termes  qui 
composent],  seront  donc  en  nombre  pair  et  se  détruiront  mutuellement.  On  aura 
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ainsi 

Jj  m:  O,  J  =:  O. 

Si  le  point  M  est  intérieur  au  corps,  le  cône  sortira  une  fois  de  plus  quMl 
n'entrera.  J,  se  réduira  donc  à  son  premier  terme  H-  f/co,  et  l'on  aura 

J  zzz  I  dw. 

Or  cette  intégrale  représente  la  surface  de  la  sphère  de  rayon  i,  laquelle  est 
égale  à  4"^;  donc  J  =  4'îî- 

Si  le  point  M  est  situé  sur  la  surface,  ce  point  peut  être  considéré  comme 
extérieur  relativement  à  la  partie  du  corps  qui  est  située  du  côté  de  la  normale 
extérieure  au  point  M  par  rapport  au  plan  tangent;  il  peut  être  considéré  comme 

intérieur  relativement  à  l'autre  partie  du  corps.  Par  suite,  l'intégrale /</(o  re- 
présentera la  moitié  de  la  surface  de  la  sphère  située  du  même  côté  du  plan 
tangent  que  la  normale  intérieure.  On  aura  donc  J  =  211. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  exprimés  par  les  formules  (B),  (C)  et  (F)  ont 
encore  lieu,  comme  on  s'en  assurera  aisément,  lorsque  le  point  attiré  fait  partie 
de  la  masse  du  corps  attirant. 
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CHAPITRE  II. 

TRANSFORMATION  DES  DÉRIVÉES  PREMIÈRES  DU  POTENTIEL.  — EXPRESSIONS 
DES  DÉRIVÉES  SECONDES.  —  ÉQUATION  DE  POISSON.  -  POTENTIEL  DES 
SURFACES.  -  POTENTIEL  LOGARITHMIQUE. 


8.  Nous  commencerons  par  démontrer  que  les  formules 

f    \  V  (•       ^^  V^  C       ^^  1  P       ^^ 

(l)  \.  r=.  \  U.  -r-  -,  \-=.\U.-^—-,  A=z[tJ.-^— 

subsistent  lorsque  le  point  attiré  M  fait  partie  de  la  masse  du  corps. 

On  ne  peut  pas  le  faire  en  différentiant  sous  le  signe  /  l'expression  générale 

de  V  donnée  par  la  formule  (D)  du  n"  3,  puisque  l'élément  différentiel  est 
infini  pour  u  =  o.  Nous  allons  partir  de  l'expression  transformée  de  V,  for- 
mule (i3)  du  n"6;  nous  l'écrirons  ainsi 

V  =::    /     j   pu  du  d(x), 

en  représentant  par  dxxi  l'angle  d'un  cône  infinitésimal  ayant  son  sommet  en  M. 
Ce  cône  perce  la  surface  en  des  points  A,,  A^,  A3,  ...,  auxquels  correspondent 
les  valeurs  m,,  u.^,  u^  ...,  de  u.  On  aura 


(2) 


\  ^=1  I  d'j)  (    I      pu  du  -t-   /       pu  du  -+    •  •  ■   ) 

J  \Jo  "-II,  / 


Nous  commencerons  par  en  déduire  une  expression  remarquable  de  -3- 
Soient  a,  b,  c  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du  corps  et 

o  {a,  b,  c)  ^^  o 
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l'équation  de  sa  surface.  La  densité  p  a  une  expression  générale  de  la  forme 

p  =  F{a,  b,  c). 
Soient  a,  fl,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  droite  MA,  A2  ..  .  .  On  a 

et  l'on  en  conclut 

i%\  ^?  —  ^P 

Soient  a,,  6,,  c,  ;  <2o, /'o,  C2;  ....  les  coordonnées  des  points  Aj.Ao,  ...;  on 

devra  avoir 

o((7,,  b\,  c,)  ■=■-  o{x  -\-  UiX,  y  -+-  «i[3,  z  -+-  «,  y)  =  o. 

La  valeur  de  a,  qui  résulte  de  cette  équation  est  une  fonction  de  a;,j,  s,  a,  p,  y; 
on  aura  évidemment,  en  différentiant  par  rapport  à  x, 

do        I      ôo        r,  O'J  Oo  \  du. 


ôa^        \    dai  dbi       '  de,  /  ôjc 

d'où,  en  remarquant  que  -p»  ^y  ~  sont  proportionnels  aux  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  la  surface  au  point  A,, 

(4)  •  cos(N,,  X') -1- cos(Ni,  «) -y-^  =  o, 

en  représentant  par  (N,,  x)  et  (N,,w)  les  angles  que  la  normale  extérieure  au 
point  A,  fait  avec  l'axe  des  a:  et  avec  la  direction  MA,.  On  aura  de  même 

(  cos(N2,  j:-)4-cos(Nj,  «)  ^  =  0. 


Cela  posé,  différentions  l'expression  (2)  de  V  relativement  à  x,  en  remarquant 
que  a?  entre  par  p  d'une  part,  par  Uf,  u^,  ...  d'autre  part. 

On  peut  différentier  sous  le  signe  /  ,  car  l'élément  différentiel  n'est  jamais 

infini;  mais  il  faut  aussi  avoir  égard  à  ce  que  les  limites  des  intégrales  contien- 
nent a?.  On  trouvera,  en  tenant  compte  de  la  relation  (3)  et  représentant  par 
p,,  p2, ...  les  valeurs  de  la  densité  aux  points  A,,  A. 

(^)  ;  r,  (  r"'dp     ,  du,  duA 
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Or  les  relations  (3)  du  n"  2,  étant  combinées  avec  les  formules  (4)  et  (5)  du 
présent  Chapitre,  donnent 

!<^"l        7                              Pi     ^"l  /XT  \    _7  Pt  /IVT  \      7 

Pi  M,  -r —  rfo)  =:  —  -* :r-  cosfiSli,  ii)d<j,  =  4-  -^  cos(JN,,  x)dai, 

^  p^Ui  -r-=-  d(xi=z  -\-  - — r-  cosCNj,  u)d(7i  =  —  -^  cosfNa,  cc)daz, 


et  dès  lors  la  formule  (6)  devient 

— —  z=i  I  doi  (    I       .,—  u  du  -+-  /      -r-  it  du  +  .  . . 
à^      J        \J^      àa  J,,^    da 

-h  f     -^  cos(Ni,  a:)t/(Ti +— cos(N.2,  a?)<icr; 

On  peut  écrire  ce  résultat  d'une  façon  plus  concise,  en  même  temps  qu'on 
introduit  l'élément  de  volume  dv  =  u^dudbi.  Il  vient  ainsi 

(8)  ^^ri^d^'+f^cos{^,a;)d<x.      ' 

doc      j  u  oa  J  u 

La  première  intégrale  s'étend  à  tout  le  volume  du  corps,  la  deuxième  à  toute 
sa   surface.   L'élément  de  la  première  intégrale,   --^  dv  =  u-^  dxiidu,  reste 

toujours  fini,  si  -^  est  fini  lui-même.  L'élément  de  la  seconde  intégrale  reste 

fini,  lui  aussi,  car  m,  représentant  la  distance  de  l'un  quelconque  des  points  de 
la  surface  à  un  point  intérieur,  ne  s'annule  jamais. 

dY 
L'expression  (8)  de -r-  convient  encore  lorsque  le  point  attiré  est  extérieur 

au  corps;  on  voit  en  effet  aisément  que,  dans  ce  cas,  les  formules  (6)  et  (7) 
doivent  être  remplacées  par  les  suivantes 


doc 


"1 


^"1     J  Pi     ^"1  /XT  XI  Pi  /TkT  XI 

PjMj  -j—dcù  —  —  ■!—  — —  cos(N2,  u)da2  -—  f-  -*-^  cos(N2,  oc)d<7i, 


et  l'on  en  conclut  encore  la  formule  (8). 
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Nous  pouvons  donc  écrire 


dx 


— ^  dv -^  i  ^  Q,osn^yX)d(j  , 
Il  da  J   u 

dY        ri  dp    ,  fp        ,^,     ,    , 

(a)  lôyjudb  J  u        ^     -^  ' 

-T-—  /--^G?c+    I  °  cosŒ,z)d(T, 
dz       J    u  de  J   II 

ii^  —  {x  —  aY  +  {y—bY-^{z  —  c)«, 

et  ces  relations  ont  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré,  extérieur  ou 
intérieur,  pourvu  que  la  densité  p  soit  une  fonction  continue  de  a,  b,  c  et  que 
ses  trois  dérivées  premières  ne  deviennent  infinies  en  aucun  des  points  du 
corps. 

Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  que  les  formules  (i)  subsistent  lorsque  le 
point  attiré  est  intérieur  au  corps.  Pour  y  arriver,  décrivons  de  ce  point  comme 
centre  une  petite  sphère  de  rayon  t,  dont  nous  représenterons  le  volume  partp" 
et  la  surface  par  s"  ;  le  volume  et  la  surface  du  corps  seront  désignés  par  w  et  s. 
Nous  représenterons  par  w'  le  volume  w  —  w",  et  par  V,  X',  Y',  Z'  le  potentiel  et 
les  composantes  de  l'attraction  de  w'  sur  le  point  M. 

Puisque  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  du  volume  w' ,  on  a 

^  ax  . 

et,  puisque  les  formules  (a)  conviennent  à  tous  les  cas,  on  peut  écrire 

=  /   -  -^  di'  +  I  ^  cos(N,  x)  d<7-\-  I   °  cos(N,  x)d<j, 
J  .u  da  J    u  J  ,u 


dV 
dx 


OÙ  l'on  a  indiqué  par  les  lettres  w',  s,  s",  placées  au  bas  des  signes  / ,  que  les 


intégrations  s'étendent,  la  première  au  volume  w',  les  deux  autres  aux  surfaces 

dx 


dY' 
s  et  s"  qui  limitent  ce  volume.  L'élimination  de  -r-  entre  les  deux  dernières  équa- 


tions donne 

(9)  ^=  f  -^di'-h  f^cos{^,x)dr;-t-  f^cos{^,x)dcr-  f  -^dv. 

Quand  on  fait  tendre  £  vers  zéro,  l'expression 

/  -  cos(N,  jr)<io-=:   I  pcos{^,x)  udxù. 
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qui  est  de  l'ordre  de  £  à  cause  du  facteur  m  =  £,  tend  vers  zéro.  Il  en  est  de 
même  de  la  quantité 

/    — ~^-  dv  =z  I    I  II  -^  du  d(o  , 

j^  „  «  oa  J  ,1       oa 

qui  est  de  l'ordre  de  £^.  Donc  le  second  membre  de  la  formule  (9)  tend  vers  la 

somme  de  ses  deux  premiers  termes,  c'est-à-dire  vers  -r— >  d'après  (a).  On  a  vu 

d'ailleurs  au  n**  6  que  X'  tend  vers  une  limite  qui  n'est  autre  chose  que  X. 
On  a  donc  bien  encore 

'    or 

9.   Reprenons  l'expression 

v=  f—,       Il  =  s^T^^^^n Y  +  (7  -by  -+-"3  -  cf. 

On  en  conclut,  en  supposant  que  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse 
et  différentiant  sous  le  signe  /  , 


ox       J        II*  ôr^       .'    L     \      "      / 

en  remplaçant  dm  par  pu^doidu, par  cosO,  il  vient 

V=  /    /  pudcxidii,  -r—  =:  I    I  p  coaO d(,)dii, 

ff 


dm 


-r— J  =  I    I  p d(ji  du  . 


Les  éléments  différentiels  des  deux  premières  intégrales  restent  finis  dans  le 
cas  où  le  point  attiré  fait  partie  de  la  masse  ;  il  n'en  est  pas  de  même  de  celui 
de  la  troisième,  qui  devient  infini  pour  11  =  o.  En  intégrant  d'abord  relativement 

à  M,  l'intégrale  /- «/m  devient  infinie  comme  logz/,  pourz/  =  o;  d'ailleurs, 
Scos'^G  —  I  prend  des  valeurs  positives  et  négatives;  il  en  résulte  donc  que  l'in- 
tégrale  qui  représente  -r-j  comprendra  des  termes  infinis  affectés  de  signes  con- 
traires ;  elle  sera  essentiellement  indéterminée.  Ce  qui  ne  veut  pas  dire  qu'il 
en  soit  réellement  de  même  de  la  valeur  de  ^— ^  dans  le  cas  du  point  intérieur; 
cela  prouve  qu'on  ne  peut  pas  arriver  à  obtenir  cette  valeur  par  voie  de  différen- 
tiation  sous  le  signe  /  . 
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Il  convient  d'avoir  recours  aux  formules  (a).  Nous  supposerons  essentielle- 
ment que  le  point  attiré  ne  soit  pas  situé  à  la  surface  même  du  corps;  alors 
les  éléments  différentiels  qui  figurent  dans  les  formules  (a)  sont  finis.  Les 
intégrales  triples  ont  leurs  éléments  différentiels  infinis,  mais  en  apparence 
seulement,  pour  w  =  o;  ces  intégrales  triples  représentent  d'ailleurs  des  po- 
tentiels dans  lesquels  la  densité,  au  lieu  d'être  égale  à  p,  serait  remplacée  par 

-^)  -T^  ou  -T^-  On  a  vu  que  les  dérivées  premières  de  ces  potentiels  sont  des 
fonctions  finies  et  qu'on  peut  les  obtenir  en  différentiant  sous  le  signe  / .  On 
trouvera  donc,  en  différentiant  les  formules  (a),  respectivement  par  rapport 

^:^  =  j  -775- ^^  ^^-+- j  ^^  pcos(N,x)^a, 

/;n  ]  <^''^        fb-Y  ôo   ,         rb-v  ^^,      ^^ 

(^)  \W'^J~^tb'^"-^J   — r-?cos(N,r)^., 


et  ces  formules  conviennent  aux  points  intérieurs  ou  extérieurs,  mais  non  à 
ceux  situés  sur  la  surface  même  du  corps. 

10.  Équation  de  Poisson.  —  En  faisant  la  somme  des  équations  (A),  on 
trouvera 

en  posant,  pour  un  moment, 

r  /'f'^  —  ^         /i»T  b  —  y         ,,,       ,         c  —  z 

L=  /      cos(iN,  ^)H ^  cos(^,  y)  h cos(^,  z) 


p rf"  —  ■'"  ^9        b  —  Y  dp        c  —  z  dp\ 

J    \     Il       da  a      dh  u      ôcj 


On  peut  transformer  ces  expressions  de  L  et  de  P;  on  a  d'abord,  en  adoptant 
une  notation  déjà  employée  (n**  2), 

a  —  X  '^r      .        b  —  Y  -,  c  —  :; 

— ■ cos(i\,^)  -T cos(N,7)  -1 cos(N,s)  =  cos(N,a); 


il  en  résulte 

(11)  L—  /  -^  cos(N,  «)c^(7. 


T.  —  II. 
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On  a  ensuite,  en  désignant  par  a,  p,  y  les  cosinus  directeurs  du  rayon  MA, 

a  —  JC  =:^  UOf.,  b  —  jr=:M(3,  C  —  Z  =  uy  , 

da  àb „  de  

d^f-^"'        d7c~-^'        ôTi-^''' 

p  =  V{a,b,c), 

dp Op  da        dp  db       dp  de 

du       da  du       db  du       de  du 

a  —  ic  dp        b  —  y  dp        c  —  z  dp 

u      da  u      db  u      de 

ce  qui  permet  d'écrire 

J    du  u^ 

11  importe  de  bien  fixer  la  signification  de  la  dérivée  -^  :  prenons  sur  le  rayon 

MA  un  point  A'  voisin  de  A,  et  désignons  par  p  et  p'  les  valeurs  de  la  densité 
en  A  et  A';  nous  aurons,  lorsque  la  distance  AA'  tendra  vers  zéro, 

du  -  "'"    AA'  ' 

on  a  ensuite 

dv  =  u^  doidu , 

et  la  formule  (12)  pourra  s'écrire 

p=  fdoy  f^^du. 

Si  le  point  M  fait  partie  du  corps  et  qu'on  désigne  par  A,,  A2,  ...  les  points 
où  le  rayon  MA  rencontre  la  surface  du  corps,  et  par  p^»  p\^p-2^  •••  les  valeurs 
de  la  densité  en  M,  A,,  Ao,  . . .  ,  on  aura 

et,  par  suite, 

I*  =  —  pO    J     <^W  +     /     (pl  —  p2  +  p3  —    •   .  •  )  ^^W  , 

(i3)  P  —  —  47rp„+   /  (pi  — p2+p3—  .  .  .)d(^, 

ou  encore,  en  ayant  recours  aux  formules  (3)  du  n"2, 

1*  =  —  ^Tipo  —  f      ~  cos{^i,u)d7i  -+-  ^  cos{lS2fU)d(ji~h. .  . 
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OU,  plus  simplement, 

P  =:  —  47rpo  —  f  ~i  cos(N,  u)d<7—  —  /iTTpo  —  L. 

En  ayant  égard  à  la  relation  (lo),  il  vient 
(c)  AjV^  — 47rpo. 

C'est  l'équation  de  Poisson,  dans  laquelle  po  désigne,  comme  nous  l'avons  dit, 
la  densité  au  point  attiré,  lequel  est  supposé  faire  partie  de  la  masse  du  corps, 
sans  toutefois  qu'il  puisse  se  trouver  sur  la  surface  elle-même. 

Lorsque  le  point  M  est  extérieur  au  corps,  on  a 


/   ^   ^«  =  P2-  Pl  +  P4-  P3  4-  •   •  .  , 


cette  formule  ne  diffère  de  la  formule  (i3)  qu'en  ce  que  p^  ^st  remplacé  par 
zéro,  pj,  P2'  •  ■  •  P^r  ~~po  —  pa»  •  •  ••  ■^i  ^  on  tient  compte  de  ce  que  le  rayon  MA, 
pénètre  maintenant  dans  le  corps  en  A,,  au  lieu  d'en  sortir,  ce  qui  change  le 
sens  de  la  normale  extérieure,  les  formules  (3)  du  n°  2  donneront 

P  ~  —  r^j  cos(N,  t/) ûTcr  =r _  L 
et,  par  suite, 

(d)  A2V— o. 

On  retrouve  ainsi  l'équation  de  Laplace. 

On  voit  que  AjV  a  deux  valeurs  essentiellement  différentes  suivant  que  le 
point  attiré  fait  ou  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  du  corps.  S'il  était  placé  à  la 
surface  même,  A2V  n'aurait  pas  de  valeur  déterminée;  on  trouverait  zéro  ou 
—  4^po  suivant  qu'on  atteindrait  la  surface  en  partant  de  l'extérieur  ou  de  l'in- 
térieur. Du  reste,  on  a  eu  soin  de  dire  que  les  formules  (b)  ne  sont  plus  dé- 
montrées dans  ce  cas  particulier. 

Remarque.  —  Nous  avons  dit  que  les  formules  (a)  donnant  t^  '  ;r"  ^1  xr  sup- 
posent que  p  est  une  fonction  continue  de  a,  b,  c,  et  que  les  dérivées  premières 
~)  —^  -^  ne  deviennent  infinies  en  aucun  point  du  corps.  Nous  avons  considéré 

Oa    do     de  r  r 

ensuite  les  expressions 


J    u  da       '      J    II  db       '      J    II  de 
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comme  des  potentiels  correspondant  aux  densités-^?  ^,  ^,  et  nous  avons 
^  ^  aa    do    de 

d^Y    d^-Y    (T'Y 
ainsi  calculé  -r-7^5  -^>  -j^t'  ^^  ^^^  nous  a  donné  les  formules  {b).  Il  faut  donc, 

pour  que  ces  formules  soient  valables,  que  -^i  ~r^  -r-  soient  des  fonctions  con- 
'         ^  ^      oa    00    oc 

tinues,  et  que  leurs  dérivées  premières,  c'est-à-dire  les  dérivées  secondes  de  p, 

ne  deviennent  infinies  en  aucun  point  du  corps. 

Il  est  facile  de  s'affranchir  de  cette  restriction  :  supposons,   en  effet,  qu'une 

ou  plusieurs  de  ces  singularités  se  trouvent  réalisées  en  cerlains  points  du 

corps;  mais  que  cela  n'ait  pas  lieu  à  l'intérieur  d'une  petite  sphère  renfermant 

le  point  attiré.  Soit  V  le  potentiel  de  cette  sphère,  V"  celui  du  reste  du  corps; 

on  aura 

puisque  les  singularités  mentionnées  n'existent  pas  à  l'intérieur  de  la  sphère. 
On  a,  d'ailleurs, 

parce  que  le  point  attiré  ne  fait  pas  partie  de  la  masse  à  laquelle  répond  le  po- 
tentiel Y".  On  en  conclut 

A2Vzz.A,.(V'+V")=:-47rpo. 

L'équation  de  Poisson  ne  peut  donc  être  en  défaut  que  pour  les  points  autour 
desquels  on  ne  peut  pas  tracer  la  sphère  dont  on  a  parlé  plus  haut;  mais  ces 
points  ne  peuvent  être  que  des  points  isolés,  ou  former  des  lignes  ou  des  sur- 
faces, mais  pas  de  volumes  continus. 

11.  La  comparaison  des  équations  (c)  et  {d)  montre  que  l'une  au  moins  des 
quantités  -r— r>  -^-7,  ?  -r^  doit  devenir  discontinue  quand  le  point  attiré  tra- 
verse la  surface.  11  est  facile  de  le  constater  dans  un  cas  simple,  celui  d'une 
sphère  homogène  de  rayon  R  et  de  densité  p. 

On  aura,  en  effet,  d'après  un  théorème  de  Newton  (t.  I,  n"  11),  pour  le  po- 
tentiel Vg  de  la  sphère  sur  un  point  extérieur, 

^_4TrpR^ 


3/- 


Si  le  point  attiré  est  intérieur  à  la  sphère,  on  pourra  calculer  le  potentiel  V/ 
en  tenant  compte  d'abord  de  l'attraction  d'une  sphère  de  rayon  r  sur  un  point 
de  sa  surface  (c'est  une  position  particulière  du  point  extérieur),  puis  de  l'at- 
traction d'une  couche  sphérique  de  rayons  r  et  R  sur  un  point  de  sa  surface  in- 
térieure.   On  décomposera  cette  couche  en  couches  d'épaisseurs   infiniment 
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petites,  dont  les  rayons  varieront  d'une  manière  continue,  de  ràR.  Le  poten- 
tiel de  chacune  de  ces  couches  infinitésimales  sera  le  même  que  si  le  point 
attiré  était  situé  au  centre;  on  trouvera  ainsi 


V,- 


3/-^        r    ^Tipf-dr  _.,       27rpr^ 

7~-^l     -^— =  ^^P^-       3 


3, 

On  aura  donc,  en  remplaçant  r^  par  x^  -+-  y-  +  z^, 
^  _  47rpR^ 


On  en  conclut 


3v^--t-/- 

-^ 

-- 

T7-                    r.9         27:0 

V,-  =  27rpR2 ^ 

(^2  +  j2+   -2). 

ôx                3/'*      ' 

d\i  _  [\v:px 
dx                3 

dy  ~           Zr^     ' 

dYi  ^Tzpy 
dy  ^          3 

dVe  _      47rpR^z  dYj  _      ^-npz  ^ 

dz   ~  3/-»     '  <)5  ~  3     ' 


.    ^^V,  _       47:pRY        3j 


(?_72  3  ,.3     \^  ^2 

^2Ve_      /iTrpRY        3; 


dx- 

47:p 
~         3 

d'Yi 
dy^ 

47rp 
3 

d'-Yi 
dz'- 

_       47rp 
3 

d5«  3/-3     \^         /• 

Si,  dans  les  deux  séries  de  formules,  on  suppose  a-  =  R,  de  manière  que  le 
point  attiré  se  trouve  à  la  surface  de  la  sphère,  on  trouve  bien  que  V^  et  ses  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  prennent  les  mêmes  valeurs  que  V,- et  les 
dérivées  correspondantes.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  dérivées  secondes; 
on  trouve,  en  effet, 

^n^e__47rp/         3x^\  d'Yi_       47rp 


dx'-  3    V  r^  J  dx-^   ~        3 

On  constaterait  aisément  lamême  discontinuité  pour     "  ,  >  ^-^^r-  et  - — — • 

*^         oy  ()z    az  dx        âx  dy 

12.  Attraction  d'une  masse  distribuée  sur  une  surface.  —  On  peut  con- 
cevoir qu'une  masse  finie  M  soit  distribuée  sur  une  surface  S;  soit  â^m  la  por- 
tion de  masse  qui  recouvre  l'élément  di.  Si  l'on  pose 

dm  =  0  d(7, 
on  dira  que  p  est  la  densité  qui  correspond  à  l'élément  de  Le  potentiel  V  aura 
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toujours  pour  définition 

y. r  dm 

~J      "  ' 

et  les  composantes  de  l'attraction  seront  encore  données  par  les  formules 

X=iu,-T— 5  Y  =  lu^i— '  ^='M-T-' 

'    d^  oy  oz 

Lorsque  le  point  attiré  n'est  pas  situé  sur  la  surface,  le  potentiel  vérifie 
l'équation  AgV  =  o. 

En  partant  des  théorèmes  concernant  le  potentiel  d'une  couche  sphérique 
homogène  d'épaisseur  finie  (t.  I,  n°  11),  et  faisant  tendre  l'épaisseur  de  la 
couche  vers  zéro,  on  aura,  pour  le  potentiel  V^  d'une  surface  sphérique  homo- 
gène sur  les  points  extérieurs, 

V--M 

'  - ,. 

et,  pour  le  potentiel  V,  sur  les  points  intérieurs, 

M  désigne  la  masse  répartie  uniformément  sur  la  sphère  de  rayon  R.  On  en 

conclut 

aVe__  M  dNj  _ 

dr   ~       z-^'  âr  "~°' 

V  varie  d'une  manière  continue  quand  le  point  attiré  traverse  la  surface;  mais 
la  composante  normale  de  l'attraction  est  discontinue  et  varie  hrusquement  de 

M        . 

Cherchons  le  potentiel  d'un  cercle  homogène  sur  un  point  de  son  axe. 

Prenons  l'axe  du  cercle  pour  axe  des  z,  les  axes  des  x  et  des  y  étant  dans  le 
plan  du  cercle.  Soient  z  l'ordonnée  du  point  attiré,  da  =  r'  dr^d^'  l'élément  de 
surface  du  cercle,  R  son  rayon,  p  la  densité  :  on  aura 

r     pda       _       r    rr'dr'dd'  J  r"    r'dr' 

J   \/z^  -+-  r'^  "  ^j  J    v/--+^~^^^^o     v/^-W^' 


dz  ''^'^^y^'z^-^w    \iz^ 

Si  l'on  fait  tendre  z  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  -j=  doit  être  remplacé 
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par  +  I,  et  l'on  a 

liin 


.     dV       /dV\ 
Oz        \  Oz  /^_u 


Si,  au  contraire,  on  fait  tendre  z  vers  zéro  par  des  valeurs  négatives,  le  point 
attiré  étant  placé  en  dessous  du  cercle,  -^  doit  être  remplacé  par  —  i  ; 

On  aura  donc 

(dy_\    _  (d\ 


Ainsi  V  varie  d'une  manière  continue  quand  le  point  attiré  traverse  le  plan 

du  cercle;  -p»  au  contraire,  devient  discontinu  et  varie  brusquement  de  /j'î^p- 

La  même  chose  a  lieu  pour  une  surface  quelconque;  en  désignant  un  élément 
de  la  normale  en  un  point  de  la  surface  où  la  densité  est  égale  à  p,  on  a 

(5^L-(3^)_,=  -^''?- 

Je  renvoie,  pour  la  démonstration,  à  l'Ouvrage  de  Clausius  :  Delà  fonction 
potentielle  et  du  potentiel. 

Le  potentiel  des  surfaces  joue  un  rôle  considérable  en  Électrostatique. 

13.  Potentiel  logarithmique.  —  Considérons  l'attraction  exercée  par  un  cy- 
lindre droit  sur  un  point  M  de  sa  section  moyenne  qui  sera  prise  pour  plan  des 
xy,  l'axe  des  z  étant  parallèle  aux  génératrices.  Nous  supposerons  que  la  den- 
sité soit  constante  tout  le  long  d'une  parallèle  à  0^;  l'attraction  sera  évidem- 
ment dirigée  dans  le  plan  des  xy.  Nous  allons  chercher  ce  que  deviennent  ses 
composantes  X  et  Y,  quand  on  fait  tendre  vers  l'infini  la  hauteur  du  cylindre, 
mais  de  manière  qu'il  reste  toujours  symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,  a,  b  celles  d'un  point  A  de  la 
section  droite,  di  l'élément  de  surface  correspondant,  /*  la  distance  A^l.  Com- 
mençons par  chercher  l'attraction  exercée  sur  le  point  M  par  le  prisme  indéfini 
dont  la  base  est  dtj,  et  dont  les  arêtes  sont  parallèles  à  Os.  L'élément  de  masse 

est  ^d(sdzy  son  attraction  sur  le  point  M  a  pour  intensité  -Ç^— ^^j  sa  projection 

sur  le  plan  des  xy  sera 

f  jLjLp  d<7  dz  r 
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On  aura  donc,  pour  l'attraction  exercée  par  le  prisme, 

H  =  f fjip  /•  da    I         ^^ j  =  — —  da. 

Le  point  M  est  soumis  maintenant  à  la  force  H  dirigée  suivant  la  droite  MA, 
et  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 


a  —  X  b  —  V 

\x  y        H  '—' 


On  aura  donc 


r^^^a  —  xY+ib—xY;         p—Y{a,b). 
Les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  section  droite.  Considérons  l'intégrale 

c'est  une  fonction  de  x  et  j.  Si  l'on  suppose  le  point  M  extérieur  au  cylindre, 
on  peut  différentier  sous  le  signe  / ,  et  l'on  trouve 

au  _  r  p  a  —  x  ^  —  fp  ^—y  ^ 

dx  ~J    r       /•         '^'  âf  ~J    r       r 

Il  en  résulte 

M.  C.  Neumann  appelle  U  \e  potentiel  logarithmique.  On  a,  comme  on  le  vérifie 

aisément,  l'équation 

dm      dm  _ 
âx^        df^ 

On  démontre  que,  si  le  point  attiré  est  situé  à  l'intérieur  du  cylindre,  on  doit 
remplacer  l'équation  précédente  par  la  suivante  : 

Donc,  pour  les  cylindres  indéfinis,  la  fonction  U  peut  remplacer  le  potentiel 
ordinaire  V  dont  on  ne  peut  pas  faire  usage  parce  qu'il  est  infini,  comme  l'inté- 
grale 
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CHAPITRE  m. 

SURFACES  ET  COUCHES  DE  NIVEAU.  -  THÉORÈMES  DE  CHASLES 

ET  DE  GREEN. 


14.  Surfaces  de  niveau.  —  Les  surfaces  de  niveau  qui  Correspondent  à  l'at- 
traction d'un  corps  ou  d'un  système  de  corps  sont  des  surfaces  teHes  qu'en 
chacun  de  leurs  points  le  potentiel  conserve  la  même  valeur.  On  obtiendra  donc 
l'ensemble  des  surfaces  de  niveau  par  l'équation 

(0  .  y  =  c, 

en  donnant  à  la  constante  c  toutes  les  valeurs  positives  inférieures  à  une  cer- 
taine limite,  puisque  le  potentiel  reste  toujours  fini. 

Une  suif  ace  de  niveau  est  normale  en  chacun  de  ses  points  à  la  résultante  de  l^  at- 
traction. 

On  a,  en  effet,  tout  le  long  de  la  surface,  en  vertu  de  l'équation  (i), 

-r-  ClJC  H-  -^--  dv  +  -T-  dzr=:o\ 
ox  a  y    ■          az 

d  ou,  en  remplaçant  ^,  -r-  et  ^  par  des  quantités  proportionnelles,  les  compo- 
santes X,  Y,  Z  de  l'attraction, 

^dx  ^\  dy  ~\-"L  dz  —  o, 

ce  qui  prouve  que  la  résultante  est  perpendiculaire  à  toutes  les  tangentes  de  la 
surface  de  niveau. 

Les  surfaces  de  niveau  relatives  à  l'attraction  d'un  corps  sont  des  surfaces 
fermées  :  les  unes  lui  sont  intérieures,  d'autres  le  traversent;  d'autres,  enfin,  lui 
sont  extérieures  et  grandissent  indéfiniment  en  s'approchant  de  la  forme  splié- 
T.  -  IL  '  U 
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rique,  ainsi  que  cela  résulte  de  la  formule 

limV/=:M, 

démontrée  au  n°  4;  dans  ce  dernier  cas,  la  constante  c  de  l'équation  (i)  tend 
vers  zéro. 

Considérons  deux  surfaces  de  niveau  infiniment  voisines  S  et  S'.  Soit  M  un 
point  quelconque  de  S;  la  normale  à  S  en  ce  point  rencontre  S'  en  un  point  M' 
infiniment  voisin  de  M.  Soient  MM'=  an,  V  -h  ^V  la  valeur  du  potentiel  en  M'  : 
l'attraction  exercée  par  le  corps  sur  une  molécule  de  masse  [x  placée  en  M  aura 

pour  intensité  ^\^-^'  En  effet,  nous  savons  déjà  que  ffJi-;?—  représente  la  projec- 
tion de  l'attraction  sur  la  droite  MM';  or,  ici,  l'attraction  est  dirigée  suivant 
cette  droite;  le  théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  en  même  temps,  ôN  étant  constant,  que,  le  long  de  la  surface  S, 
l'attraction  est  inversement  proportionnelle  à  MM'. 

15.  Théorème  de  Gauss.  —  Si  l'on  considère  l'attraction  d'un  corps  et  une  sur- 
face fermée  quelconque  S  contenant  dans  son  in  lérieur  tout  ou  partie  du  corps,  que  l'on 
multiplie  chaque  élément  di  de  S  par  la  composante  suivant  la  normale  extérieure 
à  la  surface  de  l'attraction  qui  serait  exercée  sur  une  molécule  de  masse-unité  recou- 
vrant d<y,  la  somme  de  ces  produits,  représentée  par  une  intégrale  double,  est  le  pro- 
duit de  —  f\7:ï par  la  portion  de  masse  attirante  située  dans  l'intérieur  de  S. 

Soient,  en  effet,  A  un  point  de  d'y,  u  sa  distance  à  un  point  M  de  l'élément  de 
masse  dm  du  corps  attirant,  et  (N,  m)  l'angle  que  fait  la  normale  extérieure 
en  A  avec  la  direction  MA.  L'action  de  la  molécule  dm  sur  l'unité  de  masse 
placée  en  A,  estimée  suivant  la  normale  extérieure  et  multipliée  par  da,  sera 

—  f — -  cos(N,  u)da; 


la  somme  de  ces  quantités  pour  tous  les  éléments  d<s  sera 

Or,  d'après  le  théorème  du  n°  7,  l'expression  /  ^^^1  ^>  "Va  est  égale  à  zéro, 

ou  à  4"^»  suivant  que  la  molécule  dm  est  extérieure  ou  intérieure  à  la  surface. 
On  aura  donc  ensuite  à  faire  la  somme  de  —  ^-KÎdm  pour  tous  les  éléments  dm 
du  corps  attirant,  situés  à  l'intérieur  de  S.  Le  théorème  de  Gauss  en  résulte 
immédiatement;  on  peut  le  traduire  par  la  formule 
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Lorsque  les  masses  attirantes  sont  toutes  extérieures  à  la  surface  S,  on  a 


/ 


-T—  di  ^  o. 
on 


16.  Théorème  de  Chasles.  —  La  différence  des  forces  qui  s^ exercent  sur  deux 
éléments  correspondants  de  deux  surfaces  de  niveau  est  égale  à  la  masse  agissante 
contenue  dans  le  canal  orthogonal  compris  entre  ces  éléments,  multipliée  par  le 
facteur  constant  l\rA. 

Soient  S,  et  Sa  deux  surfaces  de  niveau;  prenons  sur  la  première  un  élé- 
ment d(J^,  et,  par  chaque  point  du  contour  de  cet  élément,  menons  une  ligne 
orthogonale  aux  surfaces  de  niveau  comprises  entre  S,  et  So.  Le  canal  curviligne 
ainsi  formé  découpera  sur  la  surface  S,  un  élément  correspondant  da.^.  Appli- 
quons le  théorème  précédent  au  volume  enveloppé  par  ce  canal  et  les  deux  élé- 
ments qui  le  terminent.  Il  faudra  étendre  l'intégrale  à  toute  la  surface  du  ca- 
nal; or,  en  chaque  point  de  sa  surface  latérale,  la  force  est  tangente  à  la  ligne 
orthogonale  et  sa  composante  normale  est  nulle.  L'intégrale  se  réduira  donc 
aux  termes  fournis  par  les  deux  hases  da^  et  dri.,.  Si  l'on  remarque  que  la  nor- 
male extérieure  de  S^  est  la  normale  intérieure  du  petit  canal  considéré  plus 
haut,  la  formule  (2)  donnera  donc 

(3)  {'-^)'l^,-('^\d..^ 


on  )x  \on/i 

m  désigne  la  portion  de  masse  du  corps  contenue  dans  le  canal.  Si  l'on  multi- 
plie par  f  l'équation  précédente,  on  a  le  théorème  annoncé. 

Lorsqu'il  n'y  a  aucune  masse  agissante  entre  les  deux  surfaces  de  niveau, 
on  a 


(^)/^«=(£)/^^' 


par  conséquent,  les  forces  qui  s'exercent  sur  les  éléments  correspondants  des 
surfaces  de  niveau  sont  égales. 

17.  Couches  de  niveau.  —  Si  l'on  suppose  qu'on  distribue  de  la  matière  sur 
une  surface  de  niveau,  de  façon  qu'en  chaque  point  la  densité  soit  égale  à  l'in- 
tensité de  l'attraction  qui  serait  exercée  en  ce  point  sur  une  molécule  de  masse- 
unité,  divisée  par4~f,  on  forme  une  couche  infiniment  mince  de  masse  finie, 
que  l'on  nomme  couche  de  niveau.  On  peut  se  proposer  d'étudier  l'attraction 
d'une  telle  couche  sur  les  points  de  l'espace  :  c'est  ce  qu'a  fait  Chasles;  nous 
donnerons  quelques-uns  des  résultats  auxquels  il  est  arrivé. 
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Remarquons  d'abord  que  : 

La  masse  d'une  couche  est  égale  à  la  masse  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui 
est  intérieure; 

Toutes  les  couches  qui  enveloppent  entièrement  le  corps  ont  la  même  masse; 

Les  portions  correspondantes  de  deux  couches  extérieures  au  corps  attirant  ont 
toujours  une  même  masse,  et,  lorsque  deux  couches  comprennent  entre  elles  une  por- 
tion de  la  masse  attirante,  la  différence  des  masses  de  deux  portions  correspon- 
dantes sur  ces  deux  couches  est  égale  à  la  partie  de  masse  attirante  comprise  dans 
r intérieur  du  canal  orthogonal  aux  couches  de  niveau  qui  réunit  les  deux  portions 
considérées. 

Les  deux  premières  de  ces  propositions  auxiliaires  sont  une  conséquence  de 
la  troisième,  qui  n'est  elle-même  qu'une  représentation  du  théorème  exprimé 
par  l'équation  (3).  La  première  répond  à  l'équation  (2). 

18.  Théorème.  —  Une  couche  quelconque  n'exerce  aucune  action  sur  les  points 
de  son  intérieur,  pourvu  que  cette  couche  soit  entièrement  extérieure  au  corps 
attirant . 

Dans  le  cas  contraire,  elle  exerce  sur  les  points  intérieurs  une  action  égale  et  de 
signe  contraire  à  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  extérieure. 

Soient,  en  effet  {fig-  i),  S  l'une  des  couches;  U  son  potentiel  pour  un  point 

Fig.  I. 


intérieur  M;  da  l'élément  de  S  au  point  A;  dm  l'élément  de  masse  qui  doit 
recouvrir  di;  u  la  distance  AM.  On  aura 


(4)  U=/ 


*  dm 


Considérons  une  seconde  couche  de  niveau  S'  infiniment  voisine  de  S  et  l'en- 
veloppant. Soit  U  +  â?U  son  potentiel  pour  le  point  M;  il  faut,  pour  l'obtenir, 
remplacer  chaque  élément  dm  de  la  couche  S  par  l'élément  correspondant  de  la 
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couche  S'.  D'après  le  n*'  16,  il  faut  accroître  dm  de  d\x^  la  portion  de  masse  atti- 
rante comprise  entre  les  éléments  da,  da'  et  le  canal  orthogonal  qui  les  relie. 
D'autre  part,  la  normale  en  A  à  S  rencontre  S'  en  A';  on  a 

AA'=  dn,         A'B  =  du  ■=!  AA'coso  =:  coso  du. 

Il  faut  donc  différentier  la  formule  (4)  en  augmentant  dm  de  d^x  et  du  de 
cos^<//i,  ce  qui  donnera 

dU^J'^^-f^dmdn. 

-Mais  on  a,  par  définition, 

dm  =-  —  7 ;—  "o-  ; 

4  71  an 

il  en  résulte,  en  remarquant  que 

~  dn  =--  d\ 
on 

est  constant  en  tous  les  points  de  S, 

r  du.       dV   /'coso   , 
dh  =      -^  -\-  ,—   /  — ^  d(7. 
J      u  \t.  J       II- 

Or,  d'après  le  n"  7,  on  a,  le  point  M  étant  intérieur  à  S, 

H  vient  ainsi 

(5)  d[]  =  dy  +  1^^; 

j  —  est  le  potentiel  de  la  portion  de  masse  attirante  comprise  entre  les  deux 

couches  infiniment  voisines. 

Désignons  maintenant  par  S,  et  Sa  deux  couches  de  niveau,  toutes  deux  exté- 
rieures au  point  M,  et  situées  à  une  distance y?me  quelconque;  par  W  le  poten- 
tiel relatif  à  la  portion  du  corps  attirant  comprise  entre  ces  deux  couches;  enfin, 
par  V,  et  V.  les  valeurs  constantes  de  V  le  long  de  S,  et  de  S.,;  la  formule  (5) 
donnera  par  l'intégration 

(6)  Ui-L,=:V,-V,-W. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  couches  soient  extérieures  au  corps;  nous 
aurons  W  =  o  et,  par  suite, 
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On  aurait  de  même 

U^-V.   .zU3-V3=...:^U.-V.; 

mais  U«  =  o,  parce  que  la  masse  attirante  finie  est  répartie  sur  une  surface 
dont  tous  les  éléments  sont  à  des  distances  infinies  de  M;  d'ailleurs,  on  a  évi- 
demment V«  =  o,  et  il  en  résulte,  pour  une  couche  quelconque  S,, 

Donc,  lorsque  le  point  attiré  M  occupe  toutes  les  positions  possibles  à  l'inté- 
rieur de  S,,  V,  demeurant  constant,  il  en  est  de  même  de  U,.  Le  potentiel  de  la 
couche  S,  est  donc  constant,  et  la  couche  S,  n'exerce  aucune  action  sur  les 
points  de  son  intérieur  :  c'est  la  première  partie  du  théorème  énoncé. 

Chasles  fait  remarquer  qu'on  a  ainsi  le  moyen  de  former  une  infinité  de 
couches  infiniment  minces  qui  soient  sans  action  sur  les  points  de  leur  intérieur. 
On  ne  connaissait  autrefois,  pour  être  dans  ce  cas,  que  la  couche  sphérique  et  la 
couche  elliptique,  dont  nous  parlerons  bientôt. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  surface  Sa  soit  encore  extérieure  au  corps 
attirant,  dont  une  partie  se  trouvera  comprise  entre  S,  et  S^;  on  aura,  par  ce  qui 
précède,  U^,  =  Va,  et  la  formule  (G)  donnera 

(7)  U,=V.-W. 

En  differentiant  par  rapport  aux  coordonnées  x,  j,  s  du  point  attiré  et  remar- 
quant que  V<  ne  dépend  pas  de  ces  coordonnées,  on  trouvera 


dU,  _ 

dW 

d\},            âW 

au, 

dW 

dx  ~ 

dx 

dy   ~        dy 

ôz 

~        dz 

ce  qui  démontre  la  seconde  partie  du  théorème. 

19.  Théorème.  —  Une  couche  quelconque  exerce  sur  les  points  extérieurs  une 
attraction  égale  à  celle  de  la  portion  du  corps  attirant  qui  lui  est  intérieure. 

Reprenons,  en  eff'et,  nos  deux  couches  infiniment  voisines  S  et  S',  en  dehors 
desquelles  se  trouve  le  point  attiré  M.  Soient  U  et  U  -i-  d\j  leurs  potentiels;  on 
arrivera  comme  précédemment  à  l'équation 

„,         rd[x        ciy    /"cosqs   , 

J      u  471  J        «2 

mais  ici  le  théorème  du  n"  7  donne 


m 


cos  ?    ,    _ 


da 
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d'où 

J   « 
En  intégrant,  il  vient 

(8)  U2-Ui  =  W', 

W  désignant  le  potentiel  relatif  à  la  portion  du  corps  attirant  comprise  entre 
les  deux  couches  quelconques  S,  et  Sa  situées  en  deçà  de  M,  auxquelles  répon- 
dent les  potentiels  U,  et  Uo. 

Si  l'on  fait  passer  la  surface  S^  par  le  point  M,  on  trouvera,  d'après  la  rela- 
tion (7), 

(9)  u,  =  v-,-w, 

W  désignant  le  potentiel  relatif  à  la  partie  du  corps  qui  est  extérieure  à  la  sur- 
face Sa;  on  tirera  ensuite  des  formules  (8)  et  (9) 

U,  =  V.-W-W 

ou  bien  encore 

(10)  U,  =  V,-W",    . 

en  désignant  par  W"=  W  ^-  W  le  potentiel  relatif  à  la  partie  du  corps  attirant 
qui  est  extérieure  à  S,.  Vo  est  d'ailleurs  le  potentiel  qui  répond  à  l'attraction  du 
corps  tout  entier,  de  sorte  que  Va  —  W"  correspond  à  la  portion  du  corps  ren- 
fermée à  l'intérieur  de  S,.  Ce  dernier  potentiel  étant  toujours  égal  à  celui  de  la 
couche  S,,  le  théorème  est  ainsi  démontré. 
On  ne  manquera  pas  de  remarquer  que  : 

Si  une  couche  de  niveau  enveloppe  entièrement  le  corps,  son  attraction  sur  tous  les 
points  extérieurs  est  toujours  égale  à  celle  du  corps,  en  grandeur  et  en  direction. 

20.  Théorèmes  de  George  Green.  —  Les  belles  propriétés  des  surfaces  de 
niveau  que  nous  venons  de  démontrer  d'après  Chasles  avaient  été  décou- 
vertes antérieurement  par  une  voie  toute  différente  par  Green;  mais  Chasles 
ignorait  le  Mémoire  du  géomètre  anglais. 

Les  théorèmes  en  question  reposent  sur  une  formule  importante  de  Calcul 
intégral  :  soient  T  un  espace  fini,  limité  par  une  ou  plusieurs  surfaces,  et  F  une 
fonction  de  x,y,  z-,  qui  reste  finie  et  continue  pour  tous  les  points  de  l'espace  T. 
On  va  considérer  l'intégrale 

'  "///^  ''*■  "^^  "^^  "'fP^''  "^"f^  '^^' 
étendue  à  tous  les  points  de  l'espace  T. 
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Un  prisme  parallèle  à  0.v,  ayant  pour  base  dydz,  coupe  la  surface  par  une  de 
ses  arêtes  en  un  nombre  pair  de  points  A,,  A^,  ...,  ayant  pour  abscisses  x^, 
x^,  ....  Si  Ton  désigne  par  F,,  Fg,  ...  les  valeurs  que  prend  ¥(x,y,  z)  quand  on 
y  remplace  x  par  x,,  x^,  . . . ,  on  aura 


f 


^^.r  =  (F,-F,)4-(F3-F,) 


Soient  dtjf,  da.,,  ...  les  éléments  détachés  par  le  prisme  en  A,,  Aa,  ...  sur  la 
surface  S  qui  limite  l'espace  T,  (N, ,  x),  (No,  x),  ...  les  angles  que  font  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x  les  normales  intérieures  à  S  en  ces  divers  points. 

On  a 

dr  dz  =4-  d<7i  cos(Ni,  ^)  = —  da^c,o?,{^i,  ^)  r=4-. , .; 

il  en  résulte 

1- rr(— F,  +  F2-F,4-F4— ...)fl(rfi?--=—  ^[FtCos(N,,.ï-)rf(7,4-F2Cos(N2,^0^^2+...l 
ou,  plus  simplement, 


1=1-  CFcos{^,a-)da, 


l'intégrale  s'étendant  à  toute  la  surface  S.  Soit^^/ila  longueur  d'un  élément  de 
la  normale  intérieure  au  point  A  auquel  correspond  l'élément  d<7,  comprise 
entre  ce  point  et  le  point  infiniment  voisin  (.r  -h  dx,  y  +  dy,  z  -h  r/z);  on  aura 

/  TVT      \       àx 
cos(N,  .r)  =  -T— , 
on 

et  la  proposition  préliminaire  que  nous  venons  de  démontrer  se  traduira  par  la 
formule 

dans  laquelle  on  a  remplacé,  pour  abréger,  dx dy dz  par  l'élément  de  vo- 
lume dv;  l'intégrale  du  second  membre  est  une  intégrale  double  qui  doit  être 
étendue  à  toute  la  surface  S.  On  remarquera  que  nous  avons  déjà  rencontré  un 
cas  particulier  de  la  formule  précédente  quand  nous  avons  établi  l'équation  (B) 
du  n«  1. 

21.  Soient  U  et  V  deux  fonctions  de  x,  y,  z,  qui  restent  finies  et  continues, 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  pour  tous  les  points  d'un  espace  limité  T, 
terminé  par  la  surface  S.  Considérons  l'intégrale  triple 


/d[]  dV       dV  d\       (TU  âV 
dx        ôy  dy         dz    ôz 
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étendue  à  tous  les  points  de  l'espace  T.  On  a  évidemment 

d'où,  en  appliquant  la  formule  ([  i)  et  faisant,  suivant  l'usage, 

d'-V      (Py      (P\  __  .  V 

J  J       \djc  on        or  on        Oz    on  J 

En  remplaçant!  par  sa  valeur  et  posant 

ôx  dn        dy  dn        ôz   an        an 
il  vient 

d'où,  en  permutant  U  et  V, 

/«x  Ar  .  iT  ^        r/àV  dV       dV  dV       â\]  âV\   ,  r^.àl]  , 

((3)  J  ^  i^uci.^j  ^_  _  +  ^_  ^  4-  ^  7)lj^*=-j  '  ^^^^ 

on  tire  de  (a)  et  (p),  par  soustraction, 

(y)  f{\l,  U  -  U  A,  V)  dv  ^  J(U  ^  -  V  ^)  d^. 

Les  formules  (a),  (p),  (y),  qui  ont  une  importance  considérable  à  cause  de 
leur  grande  généralité,  constituent  le  premier  théorème  de  Green. 

La  définition  de  3—  et  de  3—  résulte  clairement  de  la  formule  (12). 
on  on  ^      ^ 

22.  Si  l'une  des  fonctions  U  et  V  devenait  infinie  en  l'un  des  points  de  l'es- 
pace T,  la  démonstration  précédente  tomberait  en  défaut,  parce  que  les  inté- 
grations par  parties  sur  lesquelles  repose  la  formule  (11)  cesseraient  d'être 
légitimes. 

Nous  allons  voir  comment  il  faut  modifier  le  théorème  lorsque,  la  fonction  V 
restant  finie  et  continue  pour  tous  les  points  de  T,  ainsi  que  ses  dérivées  pre- 
T.  -  IL  5 
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mières,  la  fonction  U  devient  infinie  en  un  seul  point  P  de  l'espace  T,  dans  le 
voisinage  duquel  on  suppose  qu'elle  se  réduise  à  -?  r  désignant  la  distance  au 
point  P.  Nous  voulons  dire  par  là  qu'on  aura 


7.  +  U., 


U<  désignant  une  fonction  qui  reste  finie  au  point  P,  et  demeure  soumise  aux 
mêmes  restrictions  que  V. 

Décrivons,  de  P  comme  centre,  une  petite  sphère  de  rayon  £,  dont  nous  dési- 
gnerons la  surface  par  S,  et  le  volume  par  T,.  L'équation  (y)  pourra  être  appli- 
quée à  l'espace  T  — T,,  dans  lequel  les  fonctions  U  et  V  vérifient  les  conditions 
imposées;  l'intégrale  triple  du  premier  membre  s'étendra  à  tout  cet  espace  et 
l'intégrale  double  du  second  membre  aux  deux  surfaces  S  et  Sj,  qui  le  limitent. 
On  trouvera  ainsi 


d'où,  en  remplaçant,  dans  /  et  /  ,  U  par  -  -f-  U,,  et  remarquant  que  l'on  a  iden- 
tiquement  Ao-  =  o, 

I   ((Ui,V-VA,U)*-^(v|^-u|^)<.. 


(.3) 


Si  l'on  remplace,  dans  le  second  membre,  l'élément  de  volume  dv  par  son  ex- 
pression r^  sinG  drd^d']^  en  coordonnées  polaires  ayant  leur  origine  au  point  P, 
et  d<7  par  £^  sinO  d^d\i,  on  voit  que 

/"(U.A^V-VAai,)^*' 

"  T, 

est  de  l'ordre  de  £^;  les  quantités 

sont  de  l'ordre  de  £-; 

du 


J    r  on 
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est  de  l'ordre  de  z.  On  a  d'ailleurs,  en  remarquant  que  la  normale  extérieure  a 
la  surface  S,,  considérée  comme  limitant  l'espace  T  —  ï,,  est  dirigée  en  sens 
inverse  du  rayon  vecteur  r, 

r  r  1  r 


-TT—  -=—-  -r—  :=-\ — -j  -— - da  ^^  sin Q dB dà. 

On  or  r-  an  ' 


Il  viendra  donc 


dl 


'    Y-:^dcy=f     f     Vsineded'^, 

dont  la  limite,  pour  i  =  o,  est 

/      s\neded'\>  =  ^Tt\', 

en  représentant  par  Y'  la  valeur  que  prend  la  fonction  V  au  point  P. 
Si  donc,  dans  l'équation  (i3),  on  fait  tendre  £  vers  zéro,  il  viendra 

(/)  y(VA,U-UA,V)rfr=r/i7rV'+  ^(u^-V^)c/(7; 

les  intégrales  s-étendent  maintenant,  la  première  au  volume  T,  la  seconde  à  la 
surface  S,  qui  le  limite. 

La  formule  (y')  constitue  le  second  théorème  de  Green;  elle  ne  diffère  de  la 
formule  (y)  que  par  l'introduction,  dans  le  second  membre,  du  produit  par 
4-71  de  la  valeur  V,  que  prend  la  fonction  V  au  point  P,  où  l'autre  fonction  U 

devient  infinie  comme  -• 

r 

23.  Application  du  premier  théorème  de  Green.  —  Supposons  la  fonc- 
tion U  constante  dans  tout  l'espace  T  ;  on  aura  donc 

A,U  =  o,  — -  —  o; 

o/i 

l'équation  (y)  deviendra  simplement 

(i4)  f£i,\d^^-C^~da. 

Cette  formule,  dans  laquelle  les  intégrations  s'étendent  à  tout  le  volume  T  et 
à  la  surface  S  qui  le  limite,  suppose  seulement  que  V  et  ses  dérivées  premières 
sont  finies  et  continues  pour  tous  les  points  de  l'espace  T.  Ces  conditions  seront 
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remplies  si  la  fonction  V  représente  le  potentiel  de  niasses  attirantes  qui  pour- 
ront être  situées,  les  unes  à  l'intérieur,  les  autres  à  l'extérieur  de  l'espace  T. 
Soit  M  la  somme  des  masses  intérieures;  dans  l'espace  T,  on  aura 

AaV^O  OU  A^y  =^~  LiTip, 

p  désignant  la  densité  de  la  matière  qui  occupe  l'élément  dv.  On  aura  d'ailleurs 

1  pdv  —  M, 


et  l'équation  (i4)  donnera 


/ 


an 


On  retrouve  le  théorème  du  n"  15;  le  changement  de  signe  provient  de  ce 
que  an  désigne,  dans  un  cas,  l'élément  de  la  normale  extérieure;  dans  l'autre, 
l'élément  de  la  normale  intérieure. 

24.  Les  formules  de  Green  donnent  très  facilement,  comme  on  va  voir,  les 
théorèmes  des  n*"*  18  et  19. 

Soit,  en  effet,  V,  une  fonction  finie  et  continue  des  coordonnées  ^,  v,  -  d'un 
point  de  l'espace,  donnée  pour  tous  les  points  intérieurs  à  une  surface  fermée  S 
et  satisfaisant,  dans  tout  cet  espace,  à  l'équation 

Soit,  de  même,  V^  une  fonction  finie  et  continue  de  j?,  y,  z-,  donnée  pour  tous 
les  points  extérieurs  à  S  et  satisfaisant,  dans  tout  cet  espace,  à  l'équation 

Supposons  que  les  fonctions  V,  et  \\,  prennent  la  même  valeur  en  chaque  point 
de  S.  Admettons  enfin  que,  pour  les  points  situés  à  une  distance  infinie.  Va  soit 

un  infiniment  petit  du  même  ordre  que  l'inverse  -  de  la  distance  à  l'origine  et 

que  -5— S  -~i  -~  soient  de  même  ordre  que  —,-  Nous  allons  démontrer  que  l'on 

peut  attribuer  à  chaque  élément  ch  de  S  une  masse  pd<7,  telle  que  le  potentiel 
de  la  couche  ainsi  obtenue  soit  égal  à  Vo  pour  les  points  extérieurs  et  à  V,  pour 
les  points  intérieurs,  la  densité  p  étant 

V,  et  Vo  désignant  ce  que  deviennent  les  fonctions  V,  et  V\,  sur  la  surface  S, 
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-^  et  ~-  avant  la  signification  qui  résulte  de  la  formule  (12);  dans  ~^  dn 
an  an     "  ^  '  ^      ^  an 

désigne  l'élément  de  la  normale  intérieure;  c'est,  au  contraire,  l'élément  de  la 

normale  extérieure  dans  -^^ 

an 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  appliquerons  d'abord  la  formule  (y')  en  y 
prenant 

r  étant  la  distance  à  un  point  M  intérieur  à  S.  Nous  étendrons  les  intégrales 
triples  à  tout  l'espace  intérieur  à  S.  Nous  avons,  par  hypothèse,  AoV,  =  o; 

d'ailleurs  Ao-  est  nul  aussi.  Les  intégrales  triples  de  la  formule  (y)  dispa- 
raissent donc,  et  il  reste 


./     /•    On  J  On 


(•6)  /    -^d'j^        V.— c/a-^TiV;, 

./     /•   On  J  On 

en  désignant  par  V,  la  valeur  que  prend  V,  au  point  M. 

Appliquons,  en  second  lieu,  la  formule  (y)  à  la  portion  de  l'espace  compris 
entre  la  surface  S  et  la  surface  S,  d'une  sphère  de  très  grand  rayon  R  ayant  pour 

centre  le  point  M.  Nous  prenons  V  =  Vo  et  U  =  -;  les  intégrales  triples  dispa- 
raissent encore,  et  la  formule  (y)  donne 


la  première  intégrale  s'étendant  à  S  et  la  seconde  à  S,;  or  cette  dernière  inté- 
grale tend  vers  zéro  avec^>  car,  le  long  de  S,,  d'après  l'hypothèse,  V,  et  -r-^ 

sont  respectivement  de  l'ordre  de  fr  et  de  ^^',  j^  est  d'ailleurs  de  l'ordre  de  ~ 
et  d<j  contient  R''  en  facteur,  de  sorte  que,  finalement,  la  seconde  intégrale  reste 
de  l'ordre  de  jt-  La  formule  (17)  donne  donc 

(18)  f-  ^dT=  I  \,-^da. 

J     '■    an  J  On 

Si  l'on  ajoute  les  équations  (iG)  et  (iB),  qu'on  tienne  compte  de  la  relation 
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V,  =  Vo  et  qu'on  remarque  que  dn  est  pris  avec  des  signes  contraires  dans  les 


deux  valeurs  de  -^—^  il  vient 
an 


J   H"^.+^j^^  =  -^^^"' 
c'est-à-dire,  d'après  la  formule  (i5), 

Donc  le  potentiel  de  la  couche  de  densité  p  sur  le  point  quelconque  M  de  son 
intérieur  est  égal  à  la  valeur  V,  que  prend  en  ce  point  la  fonction  V,. 

On  prouvera  de  la  même  manière,  en  supposant  le  point  M  extérieur  à  S,  que 
le  potentiel  de  la  même  couche  pour  les  points  extérieurs  est  représenté  par  Vô. 

En  effet,  on  tire  des  formules  (y)  et  (y') 

J     ''    an  J  an 

J     r   On  J  on 

d'où,  en  ajoutant, 

25.  Considérons  actuellement  un  corps  attirant  quelconque  et  une  de  ses 
surfaces  de  niveau  S  à  laquelle  répond  la  valeur  constante  C  du  potentiel  V. 
Soient  V  le  potentiel  de  la  portion  du  corps  qui  est  extérieure  à  S,  Y"  celui  de  la 
partie  intérieure.  On  aura 

V'+V"=V,  V'+V"=C. 

Appliquons  le  théorème  précédent  en  prenant 

Les  conditions  imposées  aux  fonctions  Y,  et  V2  se  trouveront  bien  remplies; 
ainsi  l'on  aura  A2V2=  o  à  l'extérieur  de  S,  AaV,  =  o  à  l'intérieur  de  S.  On  voit 
enfin  immédiatement  que  Vo  et  ses  dérivées  premières  sont  bien  des  ordres 
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voulus  de  petitesse  quand  le  point  attiré  s'éloigne  à  l'infini.  La  formule  (i5) 


donnera 


\t:\  an 


^'9)  ^-^n\àn         on 

Avec  cette  densité,  on  obtiendra  une  couche  dont  le  potentiel  sur  les  points 
extérieurs  sera  V",  et  sur  les  points  intérieurs  G  —  \  .  Cette  couche  attirera,  par 
conséquent,  les  points  extérieurs  comme  la  jjortion  du  corps  qui  lui  est  inté- 
rieure, et  son  action  sur  les  points  intérieurs  sera  égale  et  contraire  à  celle  de 
la  portion  du  corps  qui  lui  est  extérieure. 

Remarquons  que,  dans  la  formule  (19),  l'élément  dn  de  la  normale  a,  dans 
les  deux  termes,  une  direction  opposée.  Si  l'on  adopte  pour  les  deux  dérivées 
la  direction  de  la  normale  intérieure,  on  aura 

—  _L(^^X!      ^^"\—   '    ^^. 
"       ^Tï\dn         dn  J       ^r.  dn' 

la  densité  est,  comme  on  le  voit,  proportionnelle  à  l'intensité  de  l'attraction  en 
chaque  point  de  S.  La  constitution  de  la  couche  est  bien  la  même  que  celle  qui 
a  été  indiquée  au  n**  17. 
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CHAPITRE  IV. 

ATTRACTION  D'UN  ELLIPSOÏDE  HOMOGÈNE  SUR  UN  POINT  MATÉRIEL. 

ANALYSE  DE  LAGRANGE.  -  THÉORÈME  DTVORY. 

ATTRACTION  D'UN  CYLINDRE  ELLIPTIQUE  INDÉFINL  -  MÉTHODE  DE  GAUSS. 


26.  Attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  intérieur.  — 
Analyse  de  Lagrange.  —  Soient  ia,  'ih,  ic  les  longueurs  des  axes  de  l'el- 
lipsoïde, p  sa  densité  supposée  constante  dans  tout  l'intérieur.  Prenons  pour 
axes  de  coordonnées  les  axes  mêmes  de  l'ellipsoïde,  et  désignons  par  a,  fi,  y  les 
coordonnées  du  point  attiré  A,  par  p.  sa  masse,  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  M  du  volume  de  l'ellipsoïde,  par  dm  et  dv  les  éléments  de  masse 
et  de  volume  en  ce  point,  enfin  par  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction 
totale,  parallèles  aux  axes,  et  par  r  la  distance  AM.  Nous  aurons 


^  =  f/^y  '^^^ ,  -  ^"^  =  ^l^pj  "^7.3  ^  dv. 


Introduisons  les  coordonnées  polaires  r,  6,  ']/  du  point  M,  rapportées  à  l'origine 
A,  et  à  des  axes  menés  par  ce  point  parallèlement  à  0^,  Oy,  0:?.   Nous  aurons 

^  m  a  + /-ces  6,         r  rr:  j3 -h /■sin9cos(]>,         ::  =  y  4- /"siii^J  sinJ/, 
dv  =  r^dr  sin  QdBdh , 


X=:f|Jip  f  f  fsindcosedrd9d'\>. 


Pour  des  valeurs  données  de  G  et  '^,  r  varie  de  o  à  r\  en  désignant  par  r'  la 
distance  du  point  A  au  point  M',  où  le  rayon  vecteur  AM  perce  la  surface  de 
l'ellipsoïde;  on  a 

dr  =  /' 


/' 
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0  varie  d'ailleurs  de  o  à  -,  et  •]/  de  o  à  2-  ;  on  peut  donc  écrire 

(i)  r^  —  /     sin9cos9^9  /       r'd'^. 

En  exprimant  que  les  coordonnées  du  point  M  vérifient  l'équation  de  la  sur- 
face de  l'ellipsoïde,  il  vient 

(a+/-^cos^)-        (î3 -i- /-'sinQcos'-l^)^       (y  + /-'sin^  sirn]/)- _ 
a-  b-  c- 

ou  bien 

(2)  '^/-'--h  :2;)11/'h- Jb  3=  o, 


en  posant 


cos-â'        siir-5cos-'i^        sin-Ô  sin-'sL 

I -1-  T         ,         T    . 


-.--> — ^- 


z>2 


(3)  {  .m=z: — —-^- — 7^ ^  +  i i, 

\  œ'  b'-  c^ 

I  oc^         32         v^ 

\  «-        b^        c^ 

j^l  est  essentiellement  positif;  X  est  négatif  parce  que  le  point  A  est  intérieur 
à  l'ellipsoïde.  Les  deux  racines  de  l'équation  (2)  du  second  degré  en  r'  sont 
réelles  et  de  signes  contraires  ;  nous  devons  prendre  la  racine  positive     * 


Portons-la  dans  l'expression  (i)  de  X,  et  il  viendra 

A^_r    f     ^sm6cosecl9d'h+  f     rV-^'^'-- CJ^  s\n9cos9 de db. 

Dans  la  dernière  intégrale,  considérons  les  éléments  différentiels  qui  corres- 
pondent aux  valeurs 

6  =  0^,        4^  =  ^,;  Or=--Oi,        '\^  =  r.^^i 

de  0  et  'J/.  Les  valeurs  correspondantes  de  4^  et  jî;,  seront  les  mêmes;  mais  celles 
de  3TL  seront  égales  et  de  signes  contraires,  ainsi  que  cela  résulte  des  expres- 

.o\     \/0\L^—r^L  ,  .  i/OlL^—  l' JÔ    .     .  Ail  11 

sions  (o); — -^^ — sera  le  même,  ^^ ^r^ — smO  cost)  prendra  dans  les  deux 

cas  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Donc  la  seconde  intégrale  qui  figure 
T.  -  TI.  '  0 
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dans  l'expression  de  X  est  nulle,  et  il  reste 
ou  bien,  en  remplaçant  ;^ll  par  sa  valeur, 


S    r'^   /-'  cos0sin*0cosd/  ,.  ,, 
ç,  /       /      F ^d9d^ 


.7t        ^27t 


y    /"     C   coswsin^ôsinU;   ,^  ,, 
+  ^2/       /      V -dBd'i^. 

Les  deux  dernières  intégrales  sont  nulles,  coiiinie  on  le  voit  en  considérant  les 
valeurs  des  éléments  difTérentiels  qui  correspondent  à 

Il  reste  donc  seulement 

(4)      x=:- i>p ^,  r r~^,~-'^>f^f^^  •..•., ^^^^- 


a^ 


Cette  expression  de  X  est  proportionnelle  à  a  et  indépendante  de  ^  et  y,  de 
sorte  que  la  composante  X  reste  la  même  quand  le  point  attiré  se  déplace  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  0^.  La  même  expression  est  une  fonction  homogène 
et  de  degré  zéro  de  a,  b, c,  si  donc  on  considère  un  second  ellipsoïde  homo- 
thétique  au  premier  et  l'enveloppant,  et  qu'on  le  suppose  rempli  d'une  matière 
homogène  de  densité  p,  les  composantes  de  son  attraction  sur  le  point  A  seront 
les  mêmes  que  celles  du  premier  ellipsoïde.  De  là  ce  théorème  : 

Une  couche  homogène  comprise  entre  les  surfaces  de  deux  ellipsoïdes  homothë- 
liques  n  exerce  aucune  action  sur  les  points  situés  à  V intérieur  de  cette  couche. 

Il  est  facile  de  démontrer  géométriquement  ce  théorème. 

Soit  {fig.  2)  un  cône  d'angle  infiniment  petit  w,  ayant  son  sommet  en 
M,  qui  détache  dans  la  couche  deux  segments  infinitésimaux  représentés  par 
ABCD,  A'B'C'D';  soit  encore  abcd  la  portion  qui,  dans  le  cône  supérieur,  est 
comprise  entre  les  sphères  de  rayons  r  et  r  +  dr,  ayant  leur  centre  en  M.  L'at- 
traction de  cette  portion  sur  le  point  M  est 

.      or^dr        .         , 
I /j.p  — - —  =:  I  pLpw  dr  ; 
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l'attraction  du  segment  ABCD  sera  donc 
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f  juipw  /  dr  =  f  juipw  X  AB . 


De  même,  l'attraction  du  segment  A'B'C'D'  sera  ff^pw  x  A'B'.  Or,  les  ellip- 
soïdes étant  homothétiquos,  on  a  A'B'  =  AB.  Donc  les  deux  segments  exercent 
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sur  le  point  M  des  attractions  de  même  intensité;  les  directions  de  ces  deux 
attractions  sont  d'ailleurs  égales  et  opposées;  donc  elles  se  détruisent.  Il  en 
est  de  même  pour  tous  les  cônes  élémentaires  ayant  leurs  sommets  en  M  ;  par 
suite,  la  résultante  des  attractions  de  la  couche  sur  le  point  intérieur  M  est 
bien  égale  à  zéro. 
Si  l'on  pose 

cos*ô       sin*^ 


A  = 


B 


cos*ô       sin'ô' 


l'expression  (4)  pourra  s'écrire 

s  s 

X=r:_8fao^   f    cos*9sin9rf0  f    -, ^,^„  .   ,. 

^'  «Vo  Jo     Acos-'iy-hBsin*'i/ 

Or,  A  et  B  étant  positifs,  on  a,  comme  on  sait. 


/ 


M 


^    Acos^4' +  Bsin-d>       2\/AB 


On  trouvera  ainsi  la  première  des  formules  ci-dessous  (les  autres  s'en  dédui- 
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sent  par  des  permutations  de  lettres)  : 


X  =  —  47rf]ixp6ca   /  — 


cos^9  sin9 


(a; 


Y—-  \Ti(ixoca^   f    - 


cos^ô  sin9 


=  ^9, 


t/6, 


Z  — -  —  /i^lpp^^'/   /        


^ô. 


Il  convient  de  donner  l'expression  du  potentiel  V.  On  aura  évidemment 

Vz3  .1,  a^  +  (lî,  [32  +  a  y2  +  Vo , 

où  JI.J,  Di>,  e  sont  égaux  respectivement  aux  moitiés  des  coefficients  de  f[jLa,  ffjifl, 
ffjiy,  dans  les  expressions  (A)  de  X,  Y,  Z,  et  Vo  désigne  une  constante  qui  n'est 
autre  chose  que  le  potentiel  de  l'ellipsoïde  relativement  à  son  centre;  on  peut 
donc  écrire 

y.  =  ?fff  ■■'^■"^^f-1'>d^  =  l  !>ffr'.Md6d^ 

• s\n0d9d'\, 

d'où,  en  intégrant  relativement  à  '-J^  entre  les  limites  o  et  271, 

,r  ^  1      r^  s\u6d9 

\  qz=:  'i.T.oa^  oc   I      . 

L'expression  cherchée  pour  le  potentiel  sera  donc 


V:rn2 


7rp         bc  a-  I 


sine  d9 


bc 


(B) 


.7o     V'(«'sin- 


sin^e  +  b-^cos^Q)  {a^sm^d-h  c-cos-O) 
cos^- 9  s\n  9  dO 


9  +  b^cos^9){a'-iiin^9  +  c^cos^9) 
cos^ôsin  9  d9 


-abf  f   — ^=^-^ 


0 +  0^0082  9)  (^-^sin^ô-ha^cos^e) 
cos*6sin9rt?0 


20  +  a^cos29)  (c-sin20  4-  è^cos^ô) 


] 
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Jacobi  transforme  élégamment  les  expressions  précédentes  de  X,  Y,  Z  et  V, 
en  posant 


aux  limites  o  et  -  de  0  répondent  les  limites  o  et  x  de  s,  et  l'on  trouve  sans 
peine 


ds 


(A') 


è)('-^^ 


Y  =  -2-i>p  j;; 


z  =:  —  27rf ao  -^ 


I  + 


~7RJR)F?) 


«ils 


1  -+- 


(B')     V  =  7rp 


t-'  0 
«2  p-^ 


=)v^ 


7^ 


a^  -h  5        6-  +  5       c^ 


•  +  ^>'' 


«f^ 


V(-à)(-i^)(-^) 


Enfin  nous  allons  donner  une  autre  transformation  des  formules  (A),  laquelle 
nous  sera  très  utile  dans  la  suite.  Faisons 

(5)  ^-^  =  «^1 +  >•'),         c'-  =  a'{\-^l'-^),         M  =  |7rp«6c; 

M  désignera  donc  la  masse  de  l'ellipsoïde.  On  pose  ensuite  : 
dans  l'expression  (A)  de  X,         cos9=Ç, 
»  »    de  Y ,        cos  B=i  - 


»     de  Z,        cos 9 


^s/i  +  i-K- 
c       r 


dans  les  trois  cas,  les  limites  de  t  sont  o  et  i ,  et  il  vient 

^.1 


(A") 


X  = -^—<y-    I      T ï' 


z  =  - 


3f|uiM 


K^dl 


\   {i  +  r-z-)Hi-^i":'r 


h'^  —  a- 
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Sous  cette  forme,  on  voit  que  X,  Y,  Z  sont  des  intégrales  elliptiques  dépen- 
dant de  X-  et  de  V^. 

27.  Cas  du  point  extérieur.  — Théorème  d'Ivory.  —  On  ne  peut  pas 
suivre  la  même  marche  que  précédemment;  en  effet,  soient  r'  et  r"  les  deux  ra- 
cines de  l'équation  (2);  on  devra  intégrer  relativement  à  r  de  r"  jusqu'à  r,  et 

l'on  aura 

2  y/;)ll2  _  .rx 


/ 


dr  =  r'—r" 


\  =  9. 


'fJ 


sjû^^  —  j^m,  . 


sinôcosô  dB  d<\i. 


On  voit  que  le  radical  ne  disparaît  plus;  l'élément  différentiel  est  moins  simple. 
Les  limites  sont  plus  compliquées  aussi;  on  les  déterminerait  par  la  condition 
que  l'intégration  doit  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  de  0  et  'Y  satisfaisant  à  l'iné- 
galité 

Mais  le  théorème  d'Ivory  permet  de  ramener  très  simplement  le  cas  du  point 
extérieur  à  celui  du  point  intérieur.  Soient  (fig.  1)  A'  le  point  attiré,  a',  j^',  y' 
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ses  coordonnées,  /*  sa  distance  à  un  point  quelconque  M  du  volume  de  l'ellip- 
soïde donné;  on  a 

X  =r  f /jLp  f    I    f    - — ^ —  da^  dy  dz. 


X  —  a 


d  - 


r 
dx 


(6) 


X  =  - 


^l^P  I  jfiyd'-  I    -^d'-^' 


Soient  donc  M,  et  M^  les  points  où  la  surface  E  de  l'ellipsoïde  est  percée  par 
la  parallèle  à  l'axe  desi  x  menée  par  M,  r,  =.  M,  A',  r.,  =  Mo  A',  on  aura 


(7) 


'^^n^^r^  ""'''' 
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l'intégration  s'étend  à  toute  la  surface  E.  La  formule  (7)  convient  évidemment 
aussi  au  cas  du  point  intérieur. 

Cela  posé,  soient  a:,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  N  de  E;  fai- 
sons-lui correspondre  un  point  K((v',  y\  z'),  par  les  formules 

,       a'  ,       b'  ,       c' 

où  l'on  a 

(8)  a'=s/a^-^v,         b'=\fh^^+^j,         c'  —  sf^^v. 

On  trouve  immédiatement 

.r'î  y''-  z'^ 


a='-t- V         b'--\-v         f^H- y 

de  sorte  que,  quand  le  point  N  décrit  la  surface  E,  le  point  N'  décrit  la  surface 
E'  d'un  ellipsoïde  homofocal  au  premier.  Ce  mode  de  transformation  jouit  d'une 
propriété  importante.  Soient  N  et  N,  deux  points  quelconques  de  E,  N'  et  N',  les 
points  correspondants  de  E';  on  a 

nn;=:n,n'. 

En  effet,  soient^,,  j,,  z^,  oo\,y\,  z\  les  coordonnées  des  points  N,  etN,  ;  on 

aura 

,  _a'  ,  _b'  ,        c' 

b'      V       /  c 


N,N'  =  (^,-  -xl  H-(  V-,  -  ^- j 


d'où,  en  ayant  égard  aux  relations  (8), 


•^î,.^^».'^î\       /  ^"  ,  y 


'  \a^         b^        c^  J  \a^        b-        c 

ce  qui  se  réduit  bien  à  zéro,  puisque,  les  points  N  et  N,  étant  sur  l'ellipsoïde  E, 
on  a 

a-         b^        c^ 


Si  nous  assujettissons  l'ellipsoïde  E   à  passer  par  le  point  A',  nous  aurons  la 
relation 

a'2  S'«  y'* 

^^'  a^-f-v        b'-\-v        c^H-v 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  v,  qui  a  deux  racines  négatives  com- 
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prises,  la  première  entre  —  a^  et  —  h-,  la  seconde  entre  —  h"^  et  —  c^  ;  elle  a  sa 
troisième  racine  positive,  comme  on  le  voit  en  substituant  dans  son  premier 
membre  o  et  -h  ce,  et  tenant  compte  de  l'inégalité 

^'■2  g'2  y'2 

a-         b'-         c-* 

qui  exprime  que  le  point  A'  est  extérieur  à  l'ellipsoïde  E;  v  désignera  désormais 
cette  racine  positive. 

Soient  maintenant,  sur  le  premier  ellipsoïde,  A  le  point  qui  correspond  à  A', 
a,  [3,  y  ses  coordonnées;  on  aura 

(.o)  «=a^«'  ^^=6^^'  y=c'^' 

Supposons,  en  outre,  l'ellipsoïde  E'  rempli  d'une  matière  bomogènc  de  den- 
sité p,  et  cberchons  les  composantes  X',  Y',  Z'  de  son  attraction  sur  le  point  in- 
térieur A  auquel  nous  attribuons  la  masse  (j..  La  formule  (7)  sera  applicable  et 
donnera 

(n)  X'r=:|>pyy(-i  -^^dy'dz\ 

en  représentant  par  r,  et  r^  les  distances  du  point  A  aux  deux  points  M,  et  M'^,, 
où  la  surface  E'  est  percée  par  une  parallèle  M',  M!,  à  l'axe  des  x,  y'  et  z'  désignant 
les  coordonnées  qui  déterminent  cette  parallèle. 

Or  on  peut  faire  en  sorte  que  le  point  M',  de  E'  corresponde  au  point  M,  de  E  ; 
M'2  correspondra  de  même  à  Mo.  D'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  aura 

M,  A'  -—  M'i  A,       M2  A'  —  M'a  A ,  ou  bien  i\  ■=  r\ ,       r,  =  r'.^  ; 

on  a  aussi 

b'  c' 

dy'  ■=z  -—  dy,  dz'  ^=z  —  dz, 

•^  b     -  c 

et  la  formule  (11)  donne 

d'où,  en  comparant  cette  valeur  de  X'  à  l'expression  (7)  de  X, 

(12)  X  =  -^,X',         Y=4-,Y',         'L^~,'I1. 

^     '■  b' c'  c'a'  a  b 

Le  calcul  des  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E  sur  le 
point  extérieur  A'(a',  ^' ,  y')  est  ainsi  ramené  au  calcul  des  composantes  X',  Y', 
Z'  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E'  sur  le  point  intérieur  A  dont  les  coordon- 
nées sont  données  par  les  formules  (to). 
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Or  ce  dernier  problème  est  résolu  par  les  formules  (A)  et  (A').  C'est  dans 
cette  réduction  de  l'un  des  cas  k  l'autre  que  consiste  le  beau  théorème  d'Ivory; 
ajoutons  que  ce  théorème  a  lieu  pour  toutes  les  lois  dans  lesquelles  l'attraction 
ne  dépend  que  de  la  distance. 

On  devra  donc  remplacer,  dans  les  formules  (A),  a,  h,  c,  a,  p,  y,  X,  Y,  Z,  res- 
pectivement par 


.^-,a',  p::.-,^',  y^-,y'. 


X',     Y',     Z', 

ce  qui  donnera 


\'  =  ~^T. 


„      ,,  ,       a  ,    r  cos-9sin5^Ô 

Y^ph'c'  —  ot'  I  -  — r== 

s/a^--i-v     J      s/{a--f-  V)  sin^9  +  {b'^-h  v)  cos-0  \/{a-  -hv 


)  sin-  9  -+-  [c^  +  V  )  cos^  0 


Il  n'y  aura  plus  qu'à  porter  cette  valeur  de  X'  dans  la  première  des  for- 
mules (12);  on  trouvera  ainsi 


V  /    r        /  ex'         r^  cos^9s\n9d9 

A  :=:: — !iV:i{J.paOC    — =1:::^:=     / 


sJa'-\-v  J^    \J{a^  -h  v)  sin^9  +  {b^  -h  v)  cos^9  \/{a-  -[-  v)  s\n^9  -h{c^-  -i-  v)cos^9 

Nous  avons  d'it  déjà  que  v  désigne  la  racine  positive  de  l'équation  (9).  De 
la  valeur  précédente  de  X,  nous  conclurons  celles  de  Y  et  Z,  par  des  permuta- 
tions de  lettres;  en  supprimant  les  accents  des  lettres  a',  fl',  y',  nous  aurons 
les  formules  suivantes. 

Composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde  E(a,  b,  c)  sur 
le  point  extérieur  ayant  pour  coordonnées  a,  ^,  y  : 

/  I 

A  ^=.  —  (\-K\\i.pabc-  /  —  — .. 

\JaP-  +  V  Jo     V  («^  +  v)  sin^  9  +  (  6^  -^  v)  cos^  9  \/{a^  +  v)  sin^ 6  +  (c^  +  y)  cos^  9 

■K 

1=  —  ^Tii  up abc -—1^=:^    I     -1:=^ —  , 


Z  =  —  4  TT  J'fjip  abc       ' 


«>'  0 


cos^ôsinôc^ô 


\Jc'^-\-v  J ^    V^(c2-f- v)sin^'9  -l-(a*-i- v)cos2  0v/(c2  +  v)sin'^Ô  4-  ( Z*^ _,_  y)  cos- 9 

«2                                           g2                                           y2 
1 1 ' m      I. 

a^  H-  V        Z>'^  +  V        c^  4-  V 

Nous  remarquerons  que,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  se  trouve  à  la  surface 

T.   -    II.  n 


5o 
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même  de  l'ellipsoïde,  on  av  =  o,  et  les  formules  (A)  et  (A,)  coïncident,  comme 
cela  devait  être. 

Remplaçons,  dans  la  première  formule  (A,),  la  variable  d'intégration  0  par 
une  autre  s,  définie  par  la  relation 


COS0 


ic 


aux  limites  o  et  -  de  Ô  correspondront  les  limites  v  et  H-  ce  de  ^,  et  les  for- 
mules (A,)  deviendront 

ds 


X  =  -2  7rf^ip  ^2 


(-^V(-i)(-^)(-^) 


(a;) 


Y  = 


2Trff/p  ^ 


ds 


(-l-O\/(-à)(-^0 


s 


Z    =  —  2  71  ï\i.p 


ds 


h  M' -m 


les  deux  dernières  se  déduisant  de  la  première  par  des  permutations  de  lettres. 
Les  formules  (A',)  ne  diffèrent  des  formules  (A')  qu'en  ce  que  la  limite  infé- 
rieure des  intégrales,  au  lieu  d'être  zéro,  est  la  racine  positive  v  de  l'équation 


(i3) 


r    _ 


I. 


Si  l'on  fait  ce  changement  dans  la  formule  (B'),  on  est  amené  à  l'expression 
suivante  pour  le  potentiel  d'un  ellipsoïde  relativement  à  un  point  extérieur  : 


^^'^  ^-^^X^O-^ 


r 

c^--\-s 


ds 


\/('-*-^)(-  +  ^)('  +  ^) 


mais  il  faut  le  démontrer.  Différentions  cette  expression  par  rapport  à  a  qui 
figure  directement  dans  l'élément  différentiel,  et  indirectement  dans  la  limite 


inférieure  v  de  l'intégrale.  Nous  trouverons 


dV  a 

d(x  "^ 


ds 


Tipl   I 


(32  y2 


«2  -I-  V        b^-i-  V 


dv 
doc 


""'  \/('-^)(-  +  p)( 


I  + 
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OU  bien,  en  vertu  des  formules  (i3)  et  (A,), 


5i 


dY 
dot. 


X 

1>^ 


de  même, 


Y 


dy 


Il  en  résulte  que  la  fonction  V,  ayant  les  mêmes  dérivées  partielles  que  le  po- 
tentiel, n'en  peut  différer  que  par  une  constante.  Il  suffit  donc  de  prouver  l'éga- 
lité des  deux  quantités  pour  une  position  donnée  du  point  attiré  ;  or  cette  égalité 
a  évidemment  lieu  quand  le  point  attiré  est  à  la  surface  même  de  l'ellipsoïde, 
car  on  a  alors  v  =  o,  et  l'expression  (B,)  coïncide  alors  avec  la  valeur  (B,)  du 
potentiel.  On  trouve  encore,  en  exécutant  l'intégration  et  ayant  égard  aux  rela- 
tions (8), 


X       Y       Z  ,    ^       abc 


a'b'c'' 


expression  qui  se  réduit  à  —  ^Td]xp  pour  le  point  intérieur. 

D'autre  part,  si,  dans  les  expressions  (A,)  de  X,  Y,  Z,  on  opère  successive- 
ment les  substitutions 

cosô^ 


COS0 


cos&  = 


a 

ç, 

\Jb^  +  v 

ç 

a 

v/ï 

on  trouve  aisément  les  formules  suivantes  : 


A2 

A'2 


a- 


a^ 

c^  —  rt^ 


a" 


I 


X  =  — 


(a;) 


SflxM 


3f/jiM 


K'dK 


(i  +  i^t:-y{i-hi"K'y 


K^dK 


3f^M       /^v/«^+v 


[3^ 


r 


a^  +  V        6^  +  V        c-  H-  V 


28.  Le  théorème  d'Ivory  est  contenu  dans  les  formules  (12).  On  peut  l'énon- 
cer ainsi  : 

Les  composantes,  parallèles  aux  axes,  des  attractions  que  deux  ellipsoïdes  homo- 
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gènes  homofocaux  y  de  même  densité,  exercent  sur  deux  points  correspondants  placés 
sur  leurs  surfaces  respectives,  sont  entre  elles  comme  les  produits  des  deux  axes  per- 
pendiculaires à  chaque  composante. 

Soient,  comme  ci-dessus,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellip- 
soïde Esur  le  point  extérieur  A',  et  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  l'attraction  de 
l'ellipsoïde  E'  sur  le  point  intérieur  A  qui  correspond  à  A'.  Désignons,  en  outre, 
par  X",  Y",  Z"  les  composantes  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  E'  sur  le  point  A' 
de  sa  surface.  D'après  les  formules  (A),  le  rapport  de  X'  à  X"  est  égal  au  rap- 
port des  coordonnées  parallèles  à  0-r  des  points  A  et  k',  c'est-à-dire  à  —  •  On  a 

donc 

^_  a 

X"~a'* 

Le  théorème  d'Ivory  donne  d'ailleurs 

^_  bc 

\'~b'c'' 

2^  —  z  —  1  —    «^c    _  M 

X"  ~  Y"  "  Z"  ^  a'b'c'  ~  W' 


On  conclut  de  là 


en  désignant  par  M  et  M' les  masses  des  ellipsoïdes  E  etE'.  On  peut  donc  énon- 
cer le  théorème  suivant  : 

L'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  sur  un  point  extérieur  a  la  même  direction 
que  celle  qu  exercerait  un  ellipsoïde  homofocal  passant  par  ce  point,  et  les  intensités 
des  attractions  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  corps. 

Considérons  en  dernier  lieu  les  attractions  exercées  par  deux  ellipsoïdes  ho- 
mofocaux E  et  E'  de  masses  M  et  M'  sur  un  même  point  extérieur  A,  et  soient 
X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  ces  attractions.  Par  le  point  A  faisons 
passer  un  ellipsoïde  E"  homofocal  à  E  et  E';  soient  M"  sa  masse,  et  X",  Y",  Z"  lés 
composantes  de  son  attraction  sur  le  point  A.  On  aura,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, 

_x  _  M        2^_m;; 

X"  ~  M^'  X'  ~  M'* 

On  en  conclut 

^  _  Y        Z  _  M 

\i—  Y'~  7J  ~  M'  ' 

De  là  ce  beau  théorème  démontré,  pour  la  première  fois,  dans  toute  sa  géné- 
ralité, par  Laplace  : 

Deux  ellipsoïdes  homogènes  homofocaux  exercent,  sur  un  point  quelconque  exlé- 
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rieur  aux  deux,  des  attractions  de  même  direction,  et  dont  les  intensités  sont  pro- 
portionnelles aux  masses  de  ces  corps. 

Ce  théorème,  trouvé  d'abord  par  Maclaurin,  dans  le  cas  où  les  ellipsoïdes  sont 
de  révolution  et  où  le  point  attiré  se  trouve  sur  l'axe  de  révolution,  avait  été 
étendu  par  Legendre  à  toutes  les  positions  du  point  attiré,  mais  en  supposant 
toujours  l'ellipsoïde  de  révolution. 

29.  Attraction  exercée  sur  un  point  matériel  extérieur  par  un  cylindre 
homogène  indéfini  dont  la  section  droite  est  une  ellipse.  —  Nous  considé- 
rerons le  cylindre  comme  étant  la  limite  vers  laquelle  tend  un  ellipsoïde  dont 
l'axe  2c  croît  indéfiniment,  et  nous  supposerons  le  point  attiré  situé  dans  le  plan 
des  deux  autres  axes;  ses  coordonnées  seront  a,  (3,  o.  Si  l'on  remplace,  dans 

la  première  des  formules  (A|),  M  par  ^-pa^  y^i  h- À^  V^i -1- A-,  on  pourra  l'é- 
crire ainsi 


4 T.  f^j^px  v/i  -f-  X^ 
il  n'y  a  plus  qu'à  faire  tendre  vers  l'infini  c  et,  par  suite,  X',  ce  qui  donne 


\=-^rAiJ.poc\/i-\-r-    j 


V/«^^V  ç^. 


L'intégration  s'effectue  immédiatement,  et  il  vient 


X  =  -- 47rf^t?-^-- — a 

a*  -t-  V 

I  -i- 


/  >-*«« 

ou  bien,  en  réduisant  et  formant  Y  par  des  permutations  de  lettres. 


-,  ^Tifixpabcx 

j\.  —  ■ 


a2+y  +  v/(«^+v)(6*+y) 

(A';')  (y— ^Ti{\ipab^ 

1       ~       6^  +  y  +  v/(«'+v)(6'4-v)  ' 
[  Z  =o. 

On  a  d'ailleurs,  pour  déterminer  v,  l'équation 
(.4)  -^  +  ^=,. 
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Lorsque  le  point  attiré  est  à  l'intérieur,  ou  sur  la  surface  même  du  cylindre, 
il  suffit  de  faire  v  =  o,  ce  qui  donne 

l    X  --:= —  fiTzf^pOf. 


a  -\-  b 


^^"^  W  =  -47:f^pP      "" 


a  -H  6 
Z  =o. 


Il  est  entendu,  d'ailleurs,  que  l'équation  de  la  section  droite  du  cylindre  est 

-.T  +  fr  =!• 
a-         b^ 

En  faisant  b  =^a  dans  les  formules  précédentes,  on  aura  l'attraction  d'un  cy- 
lindre circulaire  droit,  homogène,  indéfini.  On  trouve  ainsi,  pour  le  point 
intérieur, 

(A'^)  X=:— 2  7rf|JLpa,  Y=:—  2  7:ffJt.p(3,  Z:=o. 

Lorsque  le  point  est  extérieur,  l'équation  (i/|)  donne 

a2  4-v  =  a--h(32. 


On  a  ensuite 


et' 


\  Z  =:  o; 
a  désigne  lé  rayon  du  cylindre. 

30.  Méthode  de  Gauss  pour  l'attraction  d'un  ellipsoïde.  —  Cette  mé- 
thode élégante  repose  sur  trois  propositions  préliminaires  démontrées  dans  le 
Chapitre  I  et  dont  nous  allons  rappeler  les  énoncés. 

Soient  M  un  point  fixe,  A  un  point  quelconque  d'une  surface  fermée  S;  da 
l'élément  de  surface  en  ce  point;  u  la  distance  MA;  (N,  u)  l'angle  que  fait  avec 
la  direction  MA  la  normale  extérieure  AN  à  S  au  point  A  ;  on  a 

(a)  I  -^ -dar=o       ou      47r, 

suivant  que  le  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  surface. 
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Concevons  la  surface  S  remplie  d'une  matière  homogène  de  densité  p,  exer- 
çant son  attraction  sur  une  masse  [x  placée  en  M,  conformément  à  la  loi  de  New- 
ton, et  soient  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles  aux  axes  de  l'attraction  résul- 
tante. Désignons  en  outre  par  (N,  x)  et  (u,  x)  les  angles  que  font  avec  la  partie 
positive  de  l'axe  des  a?  les  directions  AN  et  MA;  nous  aurons  ces  deux  expres- 
sions de  X 

...  X  rcos(N,^) 

,   ,  •  X  rcos(N,  «)  cos(«,  x)  , 

('>  f^p=  J û ''^- 

Les  formules  (b)  et  (c),  et  les  analogues  pour  Y  et  Z,  ramènent  à  des  inté- 
grales doubles  les  intégrales  triples  dont  dépend  la  connaissance  de  l'attraction. 
Désignons  maintenant  par  A,  B,  G  les  longueurs  des  demi-axes  de  l'ellipsoïde 
donné,  par  p  sa  densité,  par  a,  h,  c  les  coordonnées  du  point  attiré  M,  par  x,  y 
z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  les  axes  de  coordonnées 
coïncidant  avec  les  axes  mêmes  de  l'ellipsoïde.  Nous  aurons 


x^        y'-        z'- 

Â2  "^-iï2  "^  C"2  ~'' 

cos(N^a7)  =  ^^^^, 

cos(N,  y)=  j^, 

C0S(N,5)trr^^j^, 

,         ,        X  —  a 

/        X         y  —  b 

CCS  (m,  7)=     ■ j 

/         \        z~  c 

«  =  V^( 

x-af^{y-bY-^{z- 

-cy. 

On  en  conclut 

en  posant 


^ 


4^ 
cos(]N,  u)  =  -^, 
utx 

x(x  —  a)         y{Y  —  b)        z(z  —  c) 


A-  B2  C2 

31.  Gela  posé,  faisons 
«  x:=\cosp,        y=zlisinpcosq,        z  =  Csinps\nq; 

ces  expressions  satisfont  à  l'équation  de  l'ellipsoïde,  quelles  que  soient  les 
quantités/?  et  q;  on  obtiendra  tous  les  points  de  la  surface  en  faisant  varier  yo 
de  o  à  71  et  9^  de  o  à  271. 


k 
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La  formule  bien  connue 


dj^  âr       dx  dyy^      f  dv  âz       dv  dz\-       /  dz  dx        âz  âxY 
dp  dq        dq  dp)        \dp  ôq        dq  dp)        \âp  âq        ôq  dp  J 


donne  ici,  par  un  calcul  facile, 


d(j  —  y/A^B^  sin*/?sinV/  +  A^C^  sin*/?cos*7  +  B-C^  sïn^p  cos'^pdpdq, 

ce  (fjue  l'on  peut  écrire,  en  se  reportant  à  la  définition  de  R, 

d(j  =r  ABCR  sinp  dp  dq. 
Si  nous  posons  encore 

(i5)  X^--f|jLpABC^, 

les  formules  («),  (b),  (c)  deviendront 

(«')  _/ j  -^^^J-dpd^-^o    ou     j^, 

(c')  '        J  j^s\np'^j-dpdq  =  l. 

Nous  allons  considérer  maintenant  une  série  d'ellipsoïdes  liomofocaux,  dont 
les  demi-axes  a,  ^,  y  vérifient  les  relations 

a2-p2  — A2— BS         a^  — y2  — A^— C-; 

(3  et  Y  seront  ainsi  des  fonctions  connues  de  a.  On  aura,  en  différentiant  et  re- 
présentant les  différentielles  par  la  caractéristique  S, 

On  voit  que  nous  avons  fait  entrer  l'ellipsoïde  donné  dans  une  famille  d'el- 
lipsoïdes homofocaux.  Remplaçons,  dans  (b'),  A,  B,  C  para,  ^,  y  et  différen- 
tions;  nous  trouverons 

(i6)  ■ià<x  +  aèl=Ç  f  ^'"^P^^^^P  §u  dp  dq.  .  ^ 

Or  on  a,  d'après  la  définition  de  u, 

uèuT=z{œ  —  a)ox  ~\-  {y  —  b)  ày  -\-  {z  —  c)  àz. 
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On  a  d'ailleurs 

a;z=(xcosp,         y  =:  (3  sin/?  cos^,         z  =zy  sinpslnrj; 
d'où 

ô^  =  —  ôa  =  -^  a  èci, 
a  a.' 

ôc  =  -  (5y  =:  — :  a  ôa, 

la'  [3-  y       A 

Pour  simplifier,  nous  avons  conservé  la  lettre  ]/,  bien  que  dans  la  formule  qui 
définissait  'j»  nous  ayons  changé  A,  B,  C  en  a,  [3,  y.  Avec  la  valeur  précédente 
de  ou,  la  formule  (i6)  devient 

d'où,  en  remplaçant  ^  par  sa  valeur  (c'), 

2-      ^     r  Cy    ■       oicosp  —  a                 .     r  rœ]/s\npcosp  .     , 
dàc-hdocj    l'^isinp dpaq=zàxl    I   — ' -apaq. 

Il  y  a  une  simplification,  et  il  reste  seulement 

01  èi  =  a  dix  I    j  — — ^  dp  dq 

ou,  en  vertu  de  la  relation  («'), 

(17)  (5ç=:0 

si  le  point  attiré  est  extérieur  à  l'ellipsoïde,  et 

si  le  point  attiré  est  intérieur  à  l'ellipsoïde. 

On  voit,  d'après  la  formule  (17),  que  \  reste  le  même  pour  tous  les  ellip- 
soïdes homofocaux  par  rapport  auxquels  le  point  M  reste  extérieur.  En  ayant 
égard  à  la  relation  (i5),  on  peut  donc  dire  que  : 

Deux  ellipsoïdes  homogènes  homofocaux  exercent  sur  un  même  point  exté- 
rieur des  attractions  de  même  direction  et  dont  les  intensités  sont  proportion- 
nelles aux  masses  des  ellipsoïdes. 

C'est  le  théorème  de  Laplace,  déjà  démontré  au  n°  28. 

T.  -  II.  8 


58  CHAPITRE    IV. 

La  détermination  de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  extérieur  se  ré- 
duit donc  à  celle  de  l'attraction  exercée  par  un  autre  ellipsoïde  homofocal  pas- 
sant par  le  point  attiré.  Pour  trouver  cette  dernière,  nous  allons  considérer 
maintenant  le  cas  du  point  intérieur,  auquel  correspond  la  formule  (i8);  rem- 
plaçons-y p  et  Y  par  leurs  valeurs 


et,  au  lieu  de  ^j  mettons  -J^-,  nous  trouverons 


dot. 


a 


Va'—  A2+  B^'  \Ja}—A.^+  G^ 


Faisons  un  changement  de  variable,  en  remplaçant  a  par 

(19)  ^~7' 

il  viendra 

,,,  ^Tza  t^  dt 


A'*       /"       A*— B^  ,     /        A*— C^  , 

Puisqu'on  a  l'expression  générale  de  ^>  il  suffira  de  connaître  la  valeur  de  ^ 

pour  une  valeur  déterminée  de  t,  pour  que  ^  soit  connu  complètement.  Or, 
d'après  la  formule  (//),  ^  est  nul  pour  a  =  go,  c'est-à-dire  pour  t  =  o;on  aura  donc 

47:«    /^  t^  dt 

c>  —  — 


A'     /  /        A^— B2  ,     /        A2— C^  , 

On  trouvera  ainsi  l'attraction  de  l'ellipsoïde  (a,  ^,  y)  sur  un  point  intérieur; 
si  l'on  veut  l'attraction  de  l'ellipsoïde  {k,  B,C),  il  faudra  faire  dans  (19) 

a=r  A,        i  =  I, 
ce  qui  donnera 

(20)  i^ 


S?      I  /        A2— B^î         /        A^— C^ 

On  aura  ensuite,  en  tenant  compte  de  la  relation  (i5), 
,    <.     BC       r^  i^dt 


[\/^^ 


I        A«— B'   ,     /        A"— C  , 
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En  y  faisant  l  =  t,  on   retrouve  bien   la  première   des  formules  (x\")  du 
n«26. 

32.  La  méthode  de  Gauss  se  prête  aussi  très  facilement  à  la  recherche  du  po- 
tentiel V.  On  a,  en  effet,  d'après  la  formule  (F)  du  n*'  3, 

V  —  -  p  I  cos  (  N,  «  )  a?(T  ; 

d'où,  en  remplaçant  cos(N,  u)  par  sa  valeur  ci-dessus  et  posant 
(21)  Vi^pABCW, 

Or  on  a,  en  tenant  compte  de  la  relation  (//), 
et  il  en  résulte 

2W  =  —  a^—  bfi  —  cK—  f   f  — ~  dpdq; 

d'où 

2èW  =  — aèl-bdn—cè^ -h  f  f^-^àudpdq 

et,  en  remplaçant  Bu  par  sa  valeur, 

2àW  =  -aèl-bdn-cdt:'i-o^àoc  f  fi^^dpdq. 

Si  l'on  a  égard  aux  formules  («'),  (17)  et  (18),  cela  donne 

ÔW  =  o 
pour  le  cas  du  point  extérieur,  et 

a[3yV         oc'        (3^        y-J 

pour  le  point  intérieur.  La  première  de  ces  relations  montre  que  W  est  le  même 
pour  tous  les  ellipsoïdes  homofocaux  par  rapport  auxquels  le  point  M  est  exté- 
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rieur.  La  seconde  donne,  en  introduisant  t  au  lieu-de  a, 


r/W  2  71 


/        A2— B^  ,     / 


['  ~  X^'  ~  A^— (A^— B2)^2  ~  A^—  (A^—  C^)  t-\ 


En  intégrant  entre  o  et  i,  on  trouvera  la  valeur  de  W  qui  répond  à  l'ellipsoïde 
donné;  la  relation  (21)  fera  connaître  ensuite  V. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  donner  la  liste  chronologique  des  Mémoires  relatifs  à 
l'attraction  en  général,  et  à  l'attraction  des  ellipsoïdes  en  particulier;  mais  leur 
nombre  est  si  considérable  que  la  chose  est  difficile,  et  nous  nous  bornerons  à 
renvoyer  le  lecteur  aux  deux  Volumes  de  l'excellent  Ouvrage  de  Todhunter 
l^History  of  the  théories  of  attraction  and  the figure  of  the  Earth  (Londres,  1873)]. 
Nou§  mentionnerons  cependant  la  méthode  géométrique  ingénieuse  de  Chasles 
(^Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  IX)  et  le  procédé  élégant  de  Lejeune-Dirichlet 
qui,  par  l'emploi  d'un  facteur  discontinu,  permet  d'embrasser  dans  une  même 
analyse  le  cas  du  point  extérieur  et  celui  du  point  intérieur  (Journal  de  Liouville, 
t.  IV). 


CHAPITRE    V.    —    ATTRACTION    DES    ELLIPSOÏDES    DE    RÉVOLUTION.  6l 


CHAPITRE  V. 

ATTRACTION   DES   ELLIPSOÏDES    DE   RÉVOLUTION.  —    DÉVELOPPEMENTS 
EN  SÉRIES.   -  ATTRACTION  DE  QUELQUES  SOLIDES  SIMPLES. 


Nous  réunissons  dans  ce  Chapitre  un  certain  nombre  de  cas  simples  où  l'on 
peut  calculer  l'attraction  à  l'aide  des  fonctions  élémentaires. 

33.  Attraction  d'un  ellipsoïde  homogène  de  révolution.  —  Dans  ce  cas, 
on  peut  effectuer  les  intégrations  à  l'aide  des  fonctions  circulaires. 

Supposons  que  l'ellipsoïde  soit  de  révolution  autour  de  Ox;  nous  aurons 
donc  b  =ic. 

Les  formules  (A,)  du  n°  27  donneront,  pour  les  composantes  de  l'attraction 
exercée  sur  un  point  extérieur  M(a,  p,  y), 

,.  -— — /l    f         "^''       r' cos^gsin0je 

(2)  -  =  -  =   -47rf/zp— - —    /     --  ' 

P        y  ^+^Jo    v/(^^+v)sin2ÔH-(a^-+-v)cos2  0 

V  est  la  racine  positive  de  l'équation 


(«)  _?^^Ê'+v' 


à^'-hv         b^  -h  y 


—  I  ^o. 


On  obtiendra  l'attraction  sur  un  point  intérieur  en  remplaçant  dans  (i)  et  (2) 
V  par  zéro.  Les  formules  (2)  montrent,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  la 
résultante  de  l'attraction  est  située  dans  le  plan  qui  passe  par  l'axe  G .r  et  le 
point  attiré. 
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Pour  effectuer  les  intégrations,  on  pose,  dans  (i), 


et,  dans  (2), 

On  trouve  sans  peine 


cos9=  -^'^==.  lanffcs 


COS0=r   ^,  sin©. 


cos^e^inOde  _    v/'""""     -^""""^ 


<JI,^  —  a- 


-  y//.'-»'- 

/  =-.  =  — T-    /  ( I  —  COS 2(û)dcp 


OÙ  l'on  a  fait,  pour  abréger. 


((3) 


■ ^(arclang/-— -^  ,, 


/=V^ 


On  trouvera  ainsi,  pour  le  cas  du  point  extérieur, 

^-—.—  fi'Kflxp — ~ ^ -i(/— arctang/), 

{a^  +  vy 

(y)  { 

/  et  V  sont  donnés  par  les  formules  (a)  et  (fl). 

Si  nous  supposons  v  =  o  et  si  nous  désignons  par  X  la  valeur  correspondante 
de  /,  nous  obtiendrons,  pour  le  cas  du  point  intérieur, 


X  ,    .      1  +  7.2 


(  -  =  — 4^fFp-^^(>>  — ai'clang>0, 

f  ^  -  -  =_.:rf/.p-^^  ^arctangX-  ,^-^j. 
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Les  formules  précédentes  ne  sont  réelles  que  si  l'on  a  ^  >-  a;  l'ellipsoïde  doit 
donc  être  aplati  suivant  l'axe  de  révolution. 

Faisons  une  application  des  formules  (y)  en  calculant  l'attraction  F  exercée 
par  un  ellipsoïde  homogène  de  révolution  aplati  sur  un  point  matériel  de 
masse  [i.  placé  au  sommet  du  petit  axe.  Il  suffira  de  faire  a  =  «,  ^  =  y  =  o,  et 
l'on  trouvera 

F  =  47:f  jJtpa  — p— (X  —  arctangX), 

ou  bien,  en  introduisant,  au  lieu  de  a,  le  volume  v  de  l'ellipsoïde  par  la  formule 


F=  47rffxpy/^(i  +  X 


3  1  —  arctangX 


Soit  F'  l'attraction  qu'exercerait  sur  le  même  point  placé  à  sa  surface  une 
sphère  homogène  de  même  volume  et  de  même  densité;  on  aura,  en  faisant 

et,  par  suite, 

Le  maximum  du  second  membre  a  lieu  pour  la  valeur  de  X  déterminée  par 
l'équation 

arctansA  —  /  ~ ^^rr  =  o. 

9  -i-  oA^ 

On  trouve 

X  =  0,966..., 

donc  -  voisin  de  sjo.,  et 

F 

rg^y  =1,022  environ. 
r 

L'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde  surpasse  ainsi  d'environ  jt  celle  de  la 
sphère. 

34.  Attraction  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé.  —  Nous  nous  borne- 
rons à  considérer  le  cas  où  le  point  attiré  est  intérieur  à  l'ellipsoïde. 
On  a  ici  «  >-  b,  et  il  convient  de  faire 

/i^=:  - — r— >         (Voix         h^<.i  et         l  =  h\J—i. 

a-  * 
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Les  formules  (y')  donneront 


=  —  47if/^p  -yr~    7^  arctang(/i  \J^^)  -  h\, 

Y       Z  „      I  — A2  f     /i  I  .      . .1 

p- =  -  —  ^^f^P -/-i- I  TTITTr^  -  ^  arclang(A  v/- .  )J  • 

Or  on  a 

r'    dl 
_  arclangX^j^    ^-^, 

et,  en  faisant  X  --  A  y/—  r , 

^  arctang(A  V-  i  )  - /^    -^^^^  -  -  log- -^^ 

En  portant  cette  expression  dans  les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  elles  deviennent 
X  ,    „       I  —  A-  / 1  ,       I  +  A       ,  \ 

/^x  i  Y       z  .-h"'  (     h  I  ,      i  +  A 


/.=  V^ 


6- 


35.  Cas  où  l'aplatissement  est  petit.  —  Formules  approchées  pour  le 
point  intérieur.  —  Lorsque  l'aplatissement  est  petit,  il  est  utile,  dans  la  pra- 
tique, de  substituer  aux  formules  rigoureuses  des  formules  approchées  qui  se 
prêtent  mieux  au  calcul.  Nous  ne  considérerons  que  le  cas  de  l'ellipsoïde  de 
révolution  aplati,  et  nous  supposerons  petite  la  fraction  \  définie  par  l'équa- 
tion (P')- 

On  aura,  par  des  développements  connus, 

«       1      -i      ^'      >^' 
arctang  A  =:  A  —  ^  +  —  —... , 


I  4-  \- 


j^(X  — arclangX)  =^  —  - 

(3)  { 

I  /  ,  X     \        2        /i>^' 

5^3(^arclangX--^^^-^j  =  3--^ 

et  les  formules  (y')  deviendront 

X  k    ,      (        iV- 


(0 


Y       Z  4    ,      /        ?^' 
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Il  convient  de  calculer  aussi  l'expression  approchée  de  l'attraction  G  exercée 
par  l'ellipsoïde  sur  l'unité  de  masse  placée  en  un  point  M  de  sa  surface,  ayant 
une  latitude  égale  à  ^. 

On  aura 

en  remplaçant  X,  Y  et  Z  par  leurs  valeurs  (i)  et  négligeant  V, 

(4)  G  =  |.fpy/a.(,+  f)+(P'+,')(,_?^). 

Or,  puisque  le  point  attiré  est  situé  à  la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  a 


i  +  X' 


a-, 


et,  puisque  j»  est  l'angle  formé  avec  le  plan  des  j's  par  la  normale  à  la  surface 
au  point  M,  on  a  aussi 

sin^  = 


v/-(^ 


On  tire  des  deux  dernières  formules 


d'où,  avec  la  même  précision, 

(5)  (x-=  a"  sin-(|;(i  —  V'  cos^^];  -t-.  . .),         (S^h-  y2=  «^  cos-^^];(i  +  aX^—  X^  cos^^j;  +. . .)  ; 
en  portant  ces  expressions  dans  la  valeur  (4)  de  G,  et  simplifiant,  on  trouve 

ia\  r        ^     e       (     .    3  +  sin-tj;^,  \ 

(6)  (^=^Tzipa[i^ ^^— ^X-  +  ...j. 

Soit  r  la  distance  du  point  M  au  centre  de  l'ellipsoïde;  on  aura,  en  vertu  des 
relations  (5), 

/•2=  oC'-{-  (3-4-y"^=a-(i  +  X'^  cos^d; +  . . .),       -  =i X-cos-^»  + 

La  formule  (6)  pourra  s'écrire 

(Ç)  G=|7rfp/-\^i  +  3 ^ £X2  +  ...y. 
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Si  l'on  a 

sind;  =  — =) 

d'où 

ti;  =  35«i5'52", 

il  vient 

ce  qui  est  précisément  l'attraction  qu'exercerait  une  sphère  homogène  de  rayon  r 
et  de  densité  p  sur  l'unité  de  masse  placée  en  un  point  de  sa  surface.  De  là  ce 
théorème  : 

Un  ellipsoïde  homogène,  de  révolution,  et  très  peu  aplati,  exerce  sur  un  point  situé 
à  sa  surface,  sur  le  parallèle  ou  le  sinus  de  la  latitude  est  —=.  >  une  attraction  sensible- 
ment égale  à  celle  que  produirait  une  sphère  de  même  matière,  ayant  son  centre  au 
centre  de  l'ellipsoïde  et  passant  par  le  point  attiré. 

Si  l'on  donne  à  '\)  la  valeur  précédente,  on  trouve 


la  sphère  de  rayon  r  a  donc  pour  volume 

c'est-à-dire  le  volume  même  de  l'ellipsoïde.   On  peut  donc  dire  que,  sur  les 
points  du  parallèle  où  le  sinus  de  la  latitude  est-^j  l'intensité  de  l'attraction 

y3 

de  l'ellipsoïde  est  à  fort  peu  près  la  même  que  si  toute  sa  masse  était  réunie  à 
son  centre. 

36.  Formules  approchées  pour  le  point  extérieur.  —  II  faut  se  reporter 
aux  formules  (y)  et  aux  développements  (3)  ;  ces  derniers  donnent  d'abord,  en 

remplaçant  X  par  /=    ,  X, 

i(/-arctang/)=  3^-1-^X^4-..., 
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Il  en  résulte 


(7) 


< 

j  Y      7         /i  r  _3      A  _i  -| 


Il   faut  maintenant  tirer  la  valeur  de<2-H-v  de  l'équation  (a),   qui  peut 
s'écrire 

Si  X  était  nul,  on  aurait 

a- H- V  =  a^  4- (3- -1- y- . 

On  peut  poser,  en  développant  suivant  les  puissances  de  X^, 

«2  -I-  V  =  a2  +  j3'  +  y2  _  ^  ^2  + .  . . , 

A,...  désignant  des  coefficients  indéterminés.  Si  l'on  substitue  dans  (2r)  et 
qu'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  X^,  il  vient 

(X^-+-  j32H-y2 

On  a  donc 
On  en  conclut 

(a^  -r-  v)~^  ^  ( a2  +  [32  +  y2 )"' Ti  + 1 , 

et,  en  substituant  dans  les  formules  (7),  il  vient 

L'expression  du  potentiel  est,  au  même  degré  d'approximation, 

^        \/a2_,_|32^y2  L         lo       (a2_^f3^  +  y-)2  J 

on  s'en  assure  aisément,  soit  par  le  calcul  direct,  soit  en  formant  les  dérivées 
-V-'  -Ta'  -j7  »  et  les  comparant  aux  expressions  (i)  de  X,  Y,  Z. 


d'ailleurs  -j-  =  tvï'  et  l'attraction  élémentaire  devient 
ds       AM 
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On  peut  remplacer  3  Tzpab^  par  la  masse  M  de  l'ellipsoïde,  et  si  l'on  désigne 
par  R  la  distance  du  point  attiré  au  centre  de  l'ellipsoïde  et  par  ']i  l'angle  que 
fait  le  rayon  R  avec  le  plan  de  l'équateur,  la  formule  (x)  donne  aisément 

(X')  v  =  M[^i-4--^X^^,(i-3sin^d;)+...]. 

Nous  allons  donner,  pour  terminer,  quelques  exemples  dans  lesquels  on 
peut  calculer  facilement  l'attraction  d'un  corps  :  cela  peut  être  utile  en  Géodésie. 

37.  Attraction  d'une  pyramide  homogène  sur  son  sommet.  —  Soient  M 
le  sommet,  h  la  hauteur,  ds  un  élément  de  surface  de  la  base  au  point  A,  p  la 
pyramide  infinitésimale  ayant  ds  pour  base  et  M  pour  sommet,  doi  la  mesure 
de  l'angle  solide  de  cette  pyramide  au  point  M.  Les  considérations  employées 
au  n*^  2  montrent  que  l'attraction  exercée  par  p  sur  son  sommet  est  égale 

à  fiKpd()i  X  AM,  ce  qui  peut  s'écrire  aussi  -^tw~'  ^^  désignant  par  ds'  l'aire  de 

la  section  faite  dans  p  par  un  plan  perpendiculaire  à  AM  au  point  A.  On  a 

tion  élémentaire  ( 

f /jip  hds 3  f  ]JL  dm 

âm'         âm' 

en  représentant  par  dm  la  masse  de  p.  Donc  l'attraction  résultante  exercée  sur 
son  sommet  par  une  pyramide  homogène  sera  égale  à  celle  qui  résulterait  de 
l'action  exercée  sur  le  même  point  par  une  couche  recouvrant  la  base,  de  ma- 
nière que  chaque  élément  de  cette  base  reçoive  une  masse  triple  de  celle  de  la 
pyramide  élémentaire  correspondante. 

La  composante  perpendiculaire  à  la  base  est  ffjLpA^w;  pour  la  pyramide 
entière,  elle  devient  f [xpAco,  w  étant  la  mesure  de  l'angle  solide  M. 

L'attraction  d'une  pyramide  homogène  sur  un  point  autre  que  son  sommet, 
ou  celle  d'un  polyèdre  homogène,  se  ramène  au  calcul  des  attractions  exercées 
par  diverses  pyramides  ayant  leur  sommet  commun  au  point  attiré;  les  bases 
des  pyramides  sont  les  faces  du  polyèdre,  et  les  pyramides  extérieures  au  po- 
lyèdre doivent  être  supposées  remplies  d'une  matière  homogène  de  même 
densité  que  le  polyèdre,  mais  exerçant  une  répulsion  au  lieu  d'une  attraction. 

38.  Attraction  exercée  sur  un  point  matériel  par  un  prisme  homogène 
très  mince.  —  Soient  c  la  longueur,  a  la  section,  p  la  densité,  m  la  masse  du 
prisme  AB,  pi.  celle  du  point  attiré  M  ;  on  aura  m  =  p<jc. 

Prenons  un  élément  de  masse  au  point  D  du  prisme,  et  posons  AD  =  z,  MD  =  u  ; 

l'attraction  de  l'élément  ^dz  sur  le  point  M  sera  -^^  -^>  et  sa  projection  sur 
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une  droite  Ma;,  située  dans  le  plan  AMB,  -^coscp— J'   en  désignant  par^ 

l'angle  DMo?.  Mais  le  triangle  qui  a  pour  base  dz,  pour  sommet  M,  pour  hauteur 
la  distance  h  du  point  M  à  AB,  nous  donne 

(X)  hdz=:  —  u^  do  ; 

il  s'ensuit  que  la  composante  de  l'attraction  du  prisme  suivant  Mœ  sera 

X= ^—  /  cosorto  ou  bien  X  =  -^-r- (sino„  —  smo/,), 

en   J  '      '  ch  ' 

cp„,  cp6  étant  les  angles  que  font  avec  Mx  les  droites  MA  =  a,  MB  =  h. 

Si  Mx  coïncide  avec  l'une  de  ces  droites,  l'un  des  deux  angles  s'annule, 
l'autre  est  égal  à  =t(AMB);  par  conséquent,  les  composantes  de  l'attraction 
suivant  Mx\  et  MB  ont  l'une  et  l'autre  pour  expression 

-^-7-  sin(AMB)—  -S— • 

en  ab 

La  résultante  F  de  l'attraction  du  prisme  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  de 
l'angle  AMB,  et  l'on  trouve 

^       2fam    .    AMB        iiu.pa   .    AMB 

F  r=  — -, —  sin =  — Y—  sin 

en  1  h  '2. 

» 

Cette  attraction  est  égale  à  celle  qu'exercerait  un  arc  circulaire,  décrit  du  point  M 
avec  le  rayon  h  et  l'ouverture  AMB,  en  lui  donnant  la  section  i  et  la  densité  p  ;  cela 
résulte  de  la  relation  (X).  AB  est  une  projection  centrale  de  cet  arc  sur  une  tan- 
gente du  cercle;  la  résultante  F  appartient  à  toutes  les  projections  analogues,  c'est- 
à-dire  à  tout  segment  AB  d'une  tangente  compris  entre  les  côtés  de  l'angle  AMB. 
Si  Ma?  était  parallèle  à  AB,  on  aurait  A  =  asincp^  =  6sin^4,  par  conséquent 

résultat  qui  découle  aussi  directement  de  la  formule  (i)  du  n"  1. 

On  voit  que,  pour  obtenir  la  composante  longitudinale  de  l'attraction  du 
prisme  élémentaire  AB,  on  n'a  qu'à  multiplier  par  fix  la  différence  des  potentiels 
des  deux  bases  A,  B,  en  attribuant  à  l'unité  de  surface  la  masse  p, 

(8)  XAB  =  f^(VA-VB). 

Pour  avoir  le  potentiel  du  prisme  AB  sur  le  point  M,  remarquons  que,  en  dési- 
gnant par  6  l'angle  (m,  dz),  le  triangle  déjà  considéré  donne  encore 

smQdz:=:z  —  u  d9, 
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(9) 
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rdz  r  dd 


tang  -  9a 


Vab  =  p<7  log 


tang-  9f, 


6a,  Gj  étant  les  angles  que  font  les  droites  a,  b  avec  AB. 

39.  Attraction  d'un  parallélépipède  droit  rectangle,  homogène,  de  hau- 
teur infiniment  petite,  sur  un  point  extérieur.  —  Soit  e  la  hauteur  du  pa- 
rallélépipède ifig'  4)  qui  a  pour  base  le  rectangle  ABCD.  Par  le  point  attiré  M, 

Fig.  4- 


D 

c 

"^y"^ 

/ 

'A 

^^-^ 

B 

^ 

menons  les  axes  M^,  Mj,  parallèles  aux  côtés  du  rectangle,  et  décomposons  le 
parallélépipède  en  prismes  parallèles  au  côté  AB. 

La  formule  (8)  nous  apprend  que  la  composante  longitudinale  de  l'attraction 
d'un  prisme  élémentaire  est  donnée  par  la  différence  des  potentiels  des  deux 
bases.  Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  la  composante  X  de  l'attraction  du  parallélé- 
pipède suivant  M^,  on  n'aura  qu'à  prendre  la  différence  des  potentiels  des 
deux  faces  AD,  BC,  en  attribuant  à  l'unité  de  surface  la  masse  p, 

Xabcd  —  f^l(VAD    -  Vbc). 

Or  ces  potentiels  sont  ceux  des  prismes  AD,  BC,  en  faisant  les  sections  c  égales 
à  £;  ils  sont  donnés  par  la  formule  (9).  Par  conséquent,  si  l'on  représente  par 
9a,  ôé»  ^c»  ^d  les  angles  que  font  avec  Mj  les  droites  MA,  MB,  MC,  MD, 


X  =  f  fjipe  log 


tang -9a  tang- 


tang-06  tang-Ôrf 


On  aura  la  composante  Y  en  rapportant  les  angles  8  à  M^p. 

La  composante  Z  et  le  potentiel  V  sont  donnés  par  les  formules 


V=::p£ 


fj: 


dx  dy 


Z=tl^pszJ      J       — 3Z, 


où  oo^,  y^,  x^,  y^,  z  sont  les  coordonnées  des  sommets  par  rapport  à  M.  En 
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faisant  m^  =  x^  -\-  y-  -+-  z^  et  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 


d'où 


r-''- r^'-dxdy     "v    r-dx'x     --r    r'-dy~\      r  -  r''-œ'-+y^  ,    , 

J  J     "   =  W    vj-^  rJ    ul-^J  j   -j^^-^y' 

V  +  ^  =  72  VcD  —  7i  Vab  +  ^2  Vbc  —  ^1  Vai,. 

On  trouve  enfin,  en  désignant  par  a,  b,  c,  d  les  distances  MA,  MB,  MC,  MD, 

„       „        /  •37|  Vi  ^2  y.)  X,  y,  X,  r,\ 

Z  =  I  ups    arc  tang  — ■■ h  arc  tang  — ^^  —  arc  tang    :       —  arc  tang     /      • 

'  "^    \  °    az  °     cz  °    bz  °    dz    J 

La  parenthèse  représente  la  surface  du  quadrilatère  sphérique  découpé  par  la 
pyramide  MABCD.  On  aurait  plus  directement (n*' 2) û?Z  =  ffjLpsû^o),  d'où  Z  =  f  [xpsw, 
en  désignant  par  w  l'angle  solide  M,  pour  un  contour  ABCD  quelconque. 

40.  Attraction  d'un  disque  circulaire  homogène  infiniment  mince  sur 
un  point  de  son  axe.  —  Soient  r  le  rayon  du  disque,  ds  son  épaisseur,  p  sa 
densité.  L'élément  de  masse  du  disque  sera  pr'  dr  d^i'ds.  Si  l'on  désigne  par  5  la 
distance  du  point  attiré  au  disque,  la  projection  sur  l'axe  de  l'attraction  élé- 
mentaire sera 

{[içtr'dr'  dB'  ds         s 

r'^'  +  s^-        ^r'-^  +  s^' 

Si  donc  on  représente  l'attraction  résultante  par  rs^ds,  on  aura 

^^^    ,.i ^,.> ^ai  /->'■      ,' dr' 


r'     r""    r'dr'dQ'               .            r'      r> 
o=î^ps    I        /        — j=:iTAp.ps    /     


(10)  9  =:::  ITli^ip   (    t 


{r'^  +  s^)-^  '      (/•'2  +  52)l 


s 


\Js^-^r^ 


Lorsque,  s  restant  fini  et  déterminé,  on  fait  croître  r  indéfiniment,  cette 
expression  tend  vers  27:f[jLp.  Si  donc  on  remplace  ds  par  £,  on  peut  dire  que 
l'attraction  exercée  sur  un  point  par  une  couche  plane,  homogène,  indéfinie  et 
infiniment  mince,  d'épaisseur  £,  est  égale  à  F  —  ir^ï\kpz. 

Cette  attraction  est  indépendante  de  la  position  du  point  attiré.  Soit  F'  l'attrac- 
tion exercée  sur  un  point  de  sa  surface  par  une  sphère  homogène  de  densité  p 
et  de  diamètre  s;  on  a  F' =  ^7:f[xp£.  On  a  donc  ce  résultat  simple,  F  =^  3F'. 

41.  Attraction  d'un  cylindre  homogène  sur  un  point  de  son  axe.  —  Supposons  le 
point  attiré  extérieur  et  à  une  distance  Si  de  la  base  supérieure;  soient  r  le  rayon 
du  cylindre,  h  sa  hauteur;  l'attraction  résultante  F  aura  pour  valeur 

pSi  +  h 

F  =  /  9  ds, 
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OU  bien,  en  remplaçant  ç  par  sa  valeur  (lo), 

(il)  F  =  2  7:f|Jip  [h  +  s/'r^  +  s\  —  y//-^  4-  (*,  +  hf]. 

Lorsque  le  point  attiré  se  trouve  sur  la  surface  du  cylindre,  on  a  5,  ==  o,  et 

(12)  F  =  27:fptp (a  -}-  /•  —  \/h^-^r^). 

Soient/  le  rayon  d'une  sphère  ayant  même  volume  que  le  cylindre,  F'  l'at- 
traction qu'exercerait  cette  sphère  remplie  de  matière  de  densité  p  sur  un  point 
de  masse  [jl  placé  à  sa  surface.  On  aura 


F  _  3  A  4-  /■  —  v//i*  +  r^  _  v/36^' 


F'        2  r'  h  +  r-\-sJh^+  r'- 

ou  bien  

F                v/36^  /i 

p7  = '^ —  »         avec         «=-. 

*         14-  a  H- yi  -h  a*  '' 

On  trouve  aisément 

( 

F 

ïT,  sera  donc  un  maximum  ou  un  minimum  quand  a  vérifiera  l'équation 

2 o(^ 

(i3)  2  —  oc  4- 


\/i4-a' 

d'où,  en  chassant  le  radical  et  réduisant, 

a* —  7  a  4-  I  =  o. 
4 

Cette  équation  a  ses  deux  racines  réelles;  l'une  plus  petite  que  i  ne  vérifie 
pas  l'équation  (i3),  car  elle  rend  son  premier  membre  positif;  c'est  une  solution 
étrangère  introduite  par  l'élévation  au  carré.  L'autre  racine  a,  =  i,64o4  répond 

F  F 

à  un  maximum  de  y,;  car  la  dérivée  de  ^r,  est  positive  pour  a  <^  a,,  et  négative 

F 

pour  a  ;>  a, .  On  trouve  pour  ce  maximum  ^7  =  i  ,0068. 

M.  Radau  a  cherché  à  déterminer  le  cylindre  par  la  condition  qu'il  exerce  sur 
le  centre  de  sa  base  une  attraction  égale  à  celle  d'une  sphère  de  même  volume 
sur  un  point  de  sa  surface.  Il  faut  alors  déterminer  a  par  l'équation 

1  4-  a  4-  y/i  +  <5<^  =  \/36a-; 
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l'une  des  racines  est  égale  à  5?  une  autre  à  2,o352;  on  a  donc  deux  cylindres 
qui  répondent  à  la  question. 

42.  Attraction  exercée  sur  un  point  de  son  axe  par  un  corps  homogène 
de  révolution,  limité  par  deux  parallèles  donnés.  —  Soit  (/?^.  5)  AA'  l'arc 
de  courbe  plane  qui,  en  tournant  autour  de  OM,  engendre  la  surface  de  révolu- 

Fig.  5. 

,M 


m//////-^AyM'///M//////////^y////////, 


lion  qui,  avec  les  parallèles  AG  et  A'C,  limite  le  corps.  Soient  encore  ac  un  pa- 
rallèle quelconque,  a' c  le  parallèle  infiniment  voisin, 

MB'  =  5,,        MB  =5;  + A,         "blLb  —  s,        r—bc. 
On  aura,  pow  l'attraction  résultante, 

F  ^  /  ^  ds 

ou,  en  remplaçant  ç  par  sa  valeur  (10), 

(i4)  F  =.-  2-ff..p  u  -  r''"  '-==Y 

où  rse  détermine  par  l'équation  de  la  courbe  méridienne. 


(i5) 


•1(5). 


La  formule  (i4)  donne  lieu  à  de  nombreuses  applications  : 

Attraction  d'un  tronc  de  cône  homogène  sur  le  sommet  commun  des  deux  cônes 
dont  le  tronc  de  cône  est  la  différence.  —  Soit  2 y  l'angle  au  sommet  qui  est  le 
même  pour  les  deux  cônes;  la  courbe  AA'  est  ici  une  ligne  droite  qui  passe  par 
le  point  M.  L'équation  (i5)  se  réduit  à 


T.  -  IL 


r  =--  s  tangy, 


10 
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et  la  formule  (i4)  donne 
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(i6)  F  =  2  7TffxpA(i  —  cosy); 

h  est  la  hauteur  du  tronc. 

La  même  formule  donne  V attraction  d'un  cône  homogène  de  densité  p,  de  hau- 
teur h,  et  d'angle  2 y,  sur  un  point  matériel  de  masse  \k  placé  à  son  sommet. 


Cherchons  maintenant  V attraction  d'un  segment  de  paraholoide  de  révolution 
sur  un  point  de  son  axe. 

Soient  {fig.  6)  B'  le  sommet,  AC  la  base  du  segment,  p  le  paramètre  de  la 
parabole, 

MB'=5„        Ub  =  s,        MB=5,  +  ^,         r—bc. 

On  a  ici 

r^  —  'ip{s  —  s^). 


et  la  formule  (14)  donne 

F  =  2  71  f /jip  ih  —  / 


sds 


^S'^  +  -ipS  —  2/?5i  J  ' 


or  on  a 


J 'JT'-- 


sds 


ips  —  2/>5, 

et  il  en  résulte 


=  V^"*^+  2/?5—  ips^  — p  log(5  +y9  --h  \Js'^-\-  ips  —  ips^^  +  const., 


(17)      Y^i^ii.p]^,-^h-sJis,  +  hY+iph+p\o^'^-^''^P\'l^'^^ 

Lorsque  le  point  attiré  coïncide  avec  le  sommet  du  segment,  on  a  ^,  —  o,  et  il 
vient 


(18) 


[a-v/z 


F  =  2  t: f /Jip    h  —  y/A^  -)-  ^p/i  +  /?  log 


h  +  p  -\-  \/li^-\-  iph 
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Attraction  exercée  sur  son  sommet  par  un  segment  sphérique  à  une  base.  —  On 
a  ici,  en  désignant  par  a  le  rayon  de  la  sphère, 


/•2z=  s{2a  —  s), 


F  =:^  2  71  f  j:j!.p  I  h -=^=   I    s^  ds  ) , 

\  \/2aJo  J 

Soit  posé  h  =  2aa;  on  trouvera 

(19)  F  =  ^  Trffjipaa(3  —  2\/ôc). 

Le  rayon  r'  de  la  sphère  ayant  même  volume  que  le  segment  est 


/■'  =:  a  \J oC-  (3  —  2a); 

cette  sphère- exercera  sur  le  point  de  masse  [x,  placé  à  sa  surface,  l'attraction 

4 


F'  =  -5  TT f |Jip a ^cf}{^  —  2aj . 
On  trouve  aisément 


-.rz(3-2Va)y/3-3^ 


a 
1er. 


La  dérivée  de  cette  expression,  par  rapport  à  a,  est 

F 


'  F' y' 3  —  \Ja.{b  —  2a) 

^^-      ~      v/a(3  — 2a)^ 

Elle  s'annule  pour  les  valeurs  de  a  qui  satisfont  à  la  relation 

y/a  (5  —  2  a)  =  3. 

En  élevant  au  carré,  on  a  une  équation  du  troisième  degré  dont  les  racines 
sont 

v/7  ^       Q  ,    V'^7 

ai  =  2  — -î-^  =::  0,07710;  a,  =:  1  ;  a^ :==  2  + -^-^  • 

La  racine  ag  ne  convient  pas,  car  a  =  —  doit  être  au  plus  égal  à  i.  Le  rap- 
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port  pr,  est  un  maximum  pour  a  =  a, ,  et  un  minimum  pour  a  =  i  ;  le  minimum 
a  pour  valeur  i,  et  le  maximum  est 


s/ 


32 


I ,00724. 


Attraction  exercée  par  un  segment  sphérique  à  une  base  sur  le  centre  de  sa  hase. 
—  On  a  ici,  en  comptant  s  à  partir  de  la  base, 

r-r=i{h  —  s)  (la  —  h -{-s), 

L         \/h{2a  —  h)-\-i{li  —  (i)s\ 
F  =  /     9  ds, 

/s  ds  i  - 

,,  -,  ,        T-  =  '^^/.  [(A-a)5  — A(2a  — A)][/i(2a  — /0  +  2(/i  — nr)5]^-i-const.; 

\Jn  {2  a  —  h) -h  2  {h  —  a)  s       ^V*^  —  ";* 

d'où,  par  un  calcul  facile, 

_-       2     ,.      ,  h^ — 3 /«a  4- 3 a* — (2a — h)\Jh{2a — h) 

F=r  -  Tll^p/i — -r 

En  faisant 

on  trouve 

*  —  3  T:\\ipa\i  4-  p) g^ 

OU  bien 


F  =  ô  7rff/p«(i  +  (3) v__^^, 

^  I  +  ^/i  —  p^ 

L'attraction  F'  exercée  par  une  sphère  de  même  volume  que  le  segment,  sur 
un  point  de  masse  (x  placé  à  sa  surface,  est 


On  en  tire 


F^|.f^pY^'^^^^--^). 


+  [3 


On  trouve  sans  trop  de  peine 


,F  

_F_ v/i-(3^  +  i  — 2(3 

d^  -  (j  H-y7=:^y  ^2(n-[3*) (2  - (3)** 
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Cette  dérivée  s'annule  si  l'on  a 


En  élevant  au  carré,  on  a  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  sont 
o  et  4-  ^;  la  première  est  une  solution  étrangère.  Il  reste  donc  seulement 

cette  valeur  correspond  au  maximum  de  ^^j  lequel  est 


îVl  =  '' 


F 

022l3. 


Je  dois  à  M.  Radau  la  communication  des  résultats  particuliers  concernant  les 

F 

maxima  de  pr,- 

43.  Les  exemples  précédents  montrent  que,  à  égalité  de  volume,  la  sphère 
n'exerce  pas  sur  un  de  ses  points  la  plus  grande  attraction.  Cela  nous  conduit 
à  résoudre  la  question  suivante  : 

Trouver  la/orm^  que  doit  prendre,  sous  un  volume  donné,  un  corps  homogène  de 
révolution,  pour  qu'il  exerce  la  plus  grande  attraction  possible  sur  le  point  où  l'axe 
de  révolution  perce  sa  surface . 

Reportons-nous  à  \sLjig.  6;  soient  B'  le  point  attiré,  (i.  sa  masse,  AB'C  la  sec- 
tion méridienne  du  corps,  B'  b  =  s,  bc  =  r,  B'  B  =  A,  BC  =  b, 

r  =  '\>{s) 
l'équation  de  la  courbe  B'C. 

On  aura,  en  écrivant  que  l'attraction  doit  être  un  maximum  et  que  le  volume 
doit  rester  constant, 

/  c  \ 

0^5  =  maximum, 


/(■ 


/"'■' 

On  en  conclut,  en  faisant  varier  h  et  r, 

èr  ds 


II 

ds  3z:  const. 


/ 


0  i^'+'-^y 


s/h'' 


àk  =  o. 


f  2rèrds-^b^dh=zo. 
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Il  vient,  si  l'on  ajoute  ces  deux  équations  après  les  avoir  multipliées  res- 
pectivement par  —  Xet  I, 

f    \i -^-^1  ràrds  +  dh  I  b'-  l  (i  -     ^_^! ^1  =0. 

On  peut  disposer  du  facteur  indéterminé  X  de  manière  à  annuler  le  coefficient 
de  oh,  et  l'on  sait  qu'on  doit  ensuite  annuler  le  coefficient  de  r^rds  sous  le 

signe  /  .  On  aura  donc 

(20)  J  =  2, 


(21)  b^-—\ 


h 


sJTi' 


L'équation  (20)  est  l'équation  de  la  courbe  méridienne.  Si  l'on  désigne 
par  u  la  distance  \\c  et  par  G  l'angle  BB'c,  elle  devient,  en  coordonnées  po- 
laires, 

X  cosô 

(22)  11=1  k\/c,o?,B,         où        k^  —  -' 

L'équation  (^o)  donne,  pour  le  point  C, 

5- =  2. 

{h^  +  b^y 

Si  l'on  tire  de  là  la  valeur  de  X  pour  la  porter  dans  la  relation  (21),  il  vient, 
après  réduction , 

En  élevant  au  carré,  on  arrive  à 

b'{\b-+'ih'')  —  o,         d'où         ^1=0. 

Ainsi  la  courbe  méridienne  doit  passer  au  point  B,  et  il  en  résulte  Ji  —  k. 
S'il  l'on  écrit  comme  il  suit  la  formule  (20), 

I  s        2 

s"'  +  '•'  \Js^  +  /-^  ^  y^  ' 

on  pourra  dire  que  deux  éléments  quelconques  de  même  masse,  placés  sur  la 
surface  du  corps,  exercent  sur  le  point  B'  des  attractions  dont  les  composantes, 
dans  le  sens  de  la  résultante  totale,  ont  la  même  valeur. 
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Cherchons  à  déterminer  la  constante  k  de  manière  que  le  volume  du  corps  soit 
égal  à  celui  d'une  sphère  de  rayon  /-';  nous  devrons  avoir 


,21T      -^A-y^cosb 


/2      ^2  a       -,reviu»u  / 


d'où 


0 


5 

3/— 


Calculons,  d'autre  part,  l'attraction  résultante  F.  Nous  avons 

F  =  2  TT  f  wp  [h  —  /       ,  ds  \  ; 

en  remplaçante  par  ^,  par  cos6,  et  s  par  wcos6=  ^cos^6,  il  vient 

y  5^  -H  r^ 

F  =  2  71  f  ]u.p /•' y/s  I  I— -    /     cos*9sin9rf9     , 

F  =r  p  TT  f  fxp  /•'  \/5  . 

Telle  est  la  plus  grande  attraction  que  puisse  exercer  la  niasse,  lorsque  son 
volume  demeure  égal  à  celui  d'une  sphère  de  rayon  r' .  L'attraction  F'  de  cette 
sphère  sur  un  point  de  masse  ]x  placé  à  sa  surface  est,  d'ailleurs, 


On  en  conclut 


F'--3|7rffjLpr'. 
F  3  _         39        . 


L'attraction   maxima  dépasse  donc   celle   de  la   sphère   d'environ  ^  de  sa 

valeur.  Mais  l'on  obtiendrait  l'attraction  F  avec  une  sphère  de  même  masse  et  de 

volume  plus  petit,  dont  la  densité  serait  — ^  p  =  i ,0392p. 

Le  problème  que  nous  venons  de  traiter  est  bien  connu;  il  a  été  résolu,  pour 
la  première  fois,  par  Saint-Jacques  de  Silvabelle,  astronome  marseillais. 
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CHAPITRE  VI. 

FIGURE  D'UNE  MASSE  FLUIDE  HOMOGÈNE  ANIMÉE  D'UN  MOUVEMENT  DE 
ROTATION  ET  DONT  TOUTES  LES  PARTIES  S'ATTIRENT  MUTUELLEMENT 
SUIVANT  LA  LOI  DE  NEWTON.  -  ELLIPSOÏDES  DE  RÉVOLUTION  DE 
MACLAURIN. 


44.  Commençons  par  rappeler  quelques  propositions  d'Hydrostatique. 

Soient  £P,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  d'une  masse  fluide 
en  équilibre,  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  rapportée  à  l'unité  de  masse, 
qui  agit  sur  le  point  M,  p  la  densité  aip  la  pression  au  même  point,  cette  der- 
nière étant  rapportée  à  l'unité  de  surface.  On  a,  comme  on  sait,  les  équations 

dp        ^  dp        ^         dp 

~=pX,         -^=pY,         ■^=pl, 

(i)  c/p  =  p{\da; +  Y  dj -^Zdz). 

X,  Y,  z  et  p  sont  des  fonctions  connues  de  oc, y,  z;  il  faudra  que  le  produit 
o(Xdûc  +  Yc(x  +  Zdz)  soit  une  différentielle  exacte. 

Supposons  que,  sur  toute  la  surface  du  fluide,  on  exerce  une  pression  con- 
stante, qui  peut  être  nulle;  on  aura  donc  dp  =  o,  et  l'équation  (i)  montre  que, 
tout  le  long  de  cette  surface,  on  devra  avoir 

(2)  \djc -hY  dy -^y.dz  :=o. 

Cette  relation  nous  dit  que  la  surface  est  normale  en  chacun  de  ses  points  à 
la  force  dont  les  composantes  sont  X,  Y,  Z.  Il  en  sera  de  même  en  chacun  des 
points  de  l'une  quelconque  des  surfaces  définies  par  l'équation /?=  const.,  qui 
sont  les  surfaces  de  niveau. 

Si  la  pression  exercée  aux  divers  points  de  la  surface  extérieure  du  fluide 
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était  variable,  on  aurait,  en  la  désignant  parF(^,  y,  z-), 

p{X.dx  -]-Y df  -hZdz)=z  dY{x,y,  z), 

au  lieu  de  l'équation  (2). 

S'il  existe  un  potentiel,  de  sorte  que  l'on  ait 

A.  ^J —  J  I     -T 5  tt  -T—  ) 

ox  ôy  ôz 

on  pourra  traduire  l'équation  (2)  en  disant  que,  tout  le  long  de  la  surface  exté- 
rieure du  fluide,  on  doit  avoir 

V  =z  const. 

Dans  le  cas  où  la  masse  fluide  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme autour  d'une  droite  fixe,  il  faut  joindre  aux  forces  données  une  force 
fictive,  la  force  centrifuge,  dont  les  composantes  parallèles  aux  axes  sont 

o,      +  co"^/,      +  W^-S, 

quand  on  prend  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  x  et  qu'on  désigne  par  co  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation.  On  aura  donc  alors,  au  lieu  de  l'équation  (2), 

(3)  y»^  doc  ^  {Y -^  (jy^ y)  dy  ~[- {Z -{- (,y^ z)  dz  =z  o, 

et  cette  relation''devra  être  vérifiée  pour  tous  les  points  de  la  surface  extérieure 
du  fluide. 

On  peut,  dans  le  cas  où  il  existe  un  potentiel,  la  remplacer  par  la  formule 

V  -1-  -  co'^ ( y^  +  z^)  =  const. 

45.  Il  y  aurait  lieu  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

On  donne  la  masse  totale  M  d'un  fluide  homogène  et  incompressible,  de  den- 
sité p,  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme,  de  vitesse  angulaire  w  au- 
tour de  Ox,  et  dont  toutes  les  parties  s'attirent  mutuellement  suivant  la  loi  de 
Newton. 

On  demande  de  trouver  la  figure  d'équilibre  relatif  de  la  masse  fluide;  on 
suppose  qu'on  exerce  en  tous  les  points  de  la  surface  une  pression  constante. 

Soit 

(i>{x,y,z)^o 

l'équation  de  la  surface  du  fluide  ;  on  aurait  pour  tous  ses  points 

(  4  )  -j-  dx  -{-  -j-  dy  +  -^  dz  :=  o, 

ox  dy  oz 

T.  -  II.  II 
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et,  en  comparant  les  équations  (3)  et  (4),  il  viendrait 


(5; 


dx 


dy 


Z  +  oj^^ 
dz 


La  fonction  *^  devrait  donc  être  déterminée  de  manière  à  vérifier  ces  deux 
conditions;  mais  les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction  dépendent  de  cette 
fonction  $,  et  d'une  manière  très  compliquée,  comme  le  montre  la  formule  (B) 
du  n°  1.  On  n'est  pas  encore  arrivé  à  résoudre  la  question  d'une  manière  géné- 
rale, bien  que,  tout  récemment,  M.  Poincaré  lui  ait  fait  faire  un  pas  important, 
comme  nous  aurons  occasion  de  le  dire  plus  loin. 

Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  vérifier  que,  pour  des  valeurs  de  w 
comprises  entre  certaines  limites,  la  masse  fluide  peut  affecter  la  forme  d'un 
ellipsoïde  dont  un  axe  principal  Ox  coïncide  avec  l'axe  de  rotation.  Prenons 
pour  axes  des  y  et  des  z  les  deux  autres  axes  de  l'ellipsoïde;  l'équation  de  sa 
surface  sera 


«2    ^     62 


Si  l'on  fait 


h^  —  «2 


'  +  ^0('+^)('  +  c^ 


(6) 


3fM 


ds 


Q  =  ^/"' 


a" 


R 


3fM   r' ç^_^/ç 


n         ds 

3=^27rfp  / 

2'  t/o 


{c^-\-s)^■ 


ç^  les  composantes  de  l'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde  sur  un  point  quelconque 

{x,  y,  z)  de  sa  surface  seront,  d'après  les  formules  (A')  et   (A")  du  n°  26, 
relatives  au  point  intérieur,  et  qui  conviennent  aussi  à  la  surface, 

X  =  -Px,        Y=— Qj,        Z  =  — R^, 

et  les  relations  (5)  deviendront 

Vx    M^y  —  Qy  __  «"jJ^-s  —  Rs 
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OU 

(7)  Pa^— (Q  — 0J^)Z>2=(R_ço2)c2; 


d'où 


(8) 


.^=Q-   |,P    = 

R  - 

-^-Q       .^l^- 

R- 

P 

i  +  X'2 

a-     c^- 

-R 

=  (1  + 

c2R_   è2Q 


Ces  formules  exigent  que  a^P  soit  <  />-Q  et  <<  c^R;  par  conséquent,  à  cause 
des  relations  (6),  a^<^b^  et  <  c^.  L'axe  de  rotation  est  donc  le  plus  petit  axe 
de  l'ellipsoïde,  et  les  quantités  X^  et  X'-  sont  positives. 

Les  formules  (8)  donnent  enfin 


(^ r' _ 


r-c-y^i  +  y'^K-y 


Cette  dernière  condition  se  décompose  en  deux  autres 

Dans  le  premier  cas,  on  a  ^  =  c,  et  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de 
l'axe  de  rotation.  L'équation  (lo)  correspond  à  des  ellipsoïdes  à  trois  axes  iné- 
gaux; nous  la  discuterons  plus  loin. 

46.  L'ellipsoïde  de  révolution  comme  figure  d'équilibre.  —  En  rempla- 
çant, dans  les  formules  (8),  P  et  Q  par  leurs  expressions  déduites  des  for- 
mules (Y)  du  n"  33,  savoir 


(II) 


l  P  =  47rfp — p— (X  — arclangX), 

I  Q  =  2Trfp'^3     UrctangX-y-py^j. 


84  CHAPITRE    VI. 

je  trouve 

(«)  U  ■=  — 77-  =  — =777—  arc  tang/  —  ^-; 

2  7rip  A"*  A- 

j'aurai  d'ailleurs 

3M 

et  l'équation  de  la  surface  du  fluide  sera 

(C)  ^?  _L  ^!ltfl  —  ^2 


I  +  x^  ~    • 

Les  données  sont  w,  f,  p,  M;  l'équation  transcendante  (a)  fera  connaître  l'in- 
connue X,  et  les  relations  (b)  donneront  a  et  b. 

47.  Discussion  de  l'équation  (a).  —  Nous  pourrons  écrire 

0.)  U  =  ^=^(A), 

(.3)  iF(A)=:i±±'arctangX-^. 

En  remplaçant  arctangX  par  son  développement  suivant  les  puissances  de  X, 
on  aura  en  série  convergente,  pour  les  valeurs  de  "k  inférieures  à  l'unité, 

(i4)  w{i)=y  (- 1)"-' ^ ^  r-'K 

^    ^  .  ^     ^         Jm^^  '  (2/i  +  l)(2/?H-3) 

1 

On  vérifie  aisément  qu'on  peut  écrire  encore,  en  introduisant  la  série  hyper- 
géométrique, 

l5  \        2      2  / 

Si  l'ellipsoïde  était  allongé  suivant  l'axe  de  révolution,  on  aurait 

a'>h'',  A2z=—  ^^l=^=-/j2,  /i2<I, 

a- 
iF(A)  — —  V  ^ W-n- 

^'''  Zà   (2/i+l)(2«  +  3)  ' 

1 

T(X)  étant  essentiellement  négatif,  l'équation  (12)  serait  impossible. 
Ainsi,  ^ellipsoïde  allongé  ne  peut  pas  être  une  figure  d'équilibre. 
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Le  développement  (i4)  montre  que 

W{'k)=zo,         pourÀ  =  o; 

on  voit  directement,  sur  l'expression  (i3),  que 

W{l)  =  o,        pour  ^  =  ce. 

La  même  expression  (i3)  donne  d'ailleurs,  par  un  calcul  facile, 

en  posant 

QW  =  (x.+')a^l9)-'"-''"'"g^- 

Nous  montrerons  dans  un  moment  que  l'équation  QÇk)  =  o  admet  une  racine 
positive  V,  et  rien  qu'une,  et  que  l'on  a 

0(X)>o,        pourX<X', 
0(X)<o,        pour  X>X'. 

En  admettant  cette  conclusion,  on  voit  que  la  dérivée  '^''(X)  est  positive  pour 
X  compris  entre  o  et  X',  et  négative  après.  Donc  la  fonction  WCk),  qui  s'annule 

Fig.  7. 


0  Pi     I''     p. 


pour  X  =  o,  commence  par  croître,  atteint  un  maximum  positif  pour  X  =  X', 
décroît  ensuite  sans  cesse  et  s'annule  pour  X  =  qo.  Si  donc  on  construit  une 
courbe  avec  X  pour  abscisse  et  ^(X)  pour  ordonnée,  on  aura  \^Jig.  7.  Soit 

OH  =  — TT-;  si  l'on  a 


2  7lfp 


OH>P'N'        ou 


ITzip 


>^(^'), 


l'équation  {a)  n'aura  pas  de  racines  réelles.  Si,  au  contraire, 


OH<P'N'        ou 


2Trfp 


<^^(î^'), 
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cette  équation  aura  deux  racines  positives 

l^  =  OP,<V,       -k,=  Ol\_>V. 

Il  nous  reste  donc  seulement  à  démontrer  que  l'équation  0(X)==  o  admet 
une  racine  positive  et  une  seule.  Or  l'expression  (i5)  de  0(X)  montre  que 

Q{1)  =  0,  pour  X  r=:  o, 

7T 
0(X)=r ,  pour  X  =:  C3C. 

2 

Le  calcul  direct  donne,  après  réduction, 


&{l) 


(A^4-ir(A^  +  9)= 


On  voit  que  cette  dérivée  est  positive  pour  X  compris  entre  o  et  \l'ô,  et  néga- 
tive ensuite.  Donc  la  fonction  0(X),  qui  est  nulle  pour  7.  =  o,  commence  à 
prendre  des  valeurs  positives  croissantes,  atteint  son  maximum  pour  X  =  \/3,  et 
diminue  sans  cesse  jusqu'à '  quand  X  croît  de  \J3  à  l'infini.  L'équation 

&Çk)  =  o  admet  donc  bien  une  racine  positive  X'  et  rien  qu'une;  son  premier 
membre  est  positif  avant  de  s'annuler,  et  négatif  ensuite,  comme  nous  l'avions 
annoncé. 

Le  calcul  numérique  donne,  d'ailleurs, 

l'=2,52g3...,         ^(X')  =0,22467.... 

Voici  donc  la  conclusion  de  la  discussion  : 
Si  l'on  a 

— ^  >  0,22467. . . , 
•     2  7rfp  '     -»  / 

il  n'y  a  pas  de  valeur  réelle  de  X  satisfaisant  à  l'équation  (a).  Ainsi,  quand  le 
mouvement  de  rotation  est  trop  rapide,  l'équilibre  est  impossible  avec  un  ellip- 
soïde de  révolution. 
Dans  le  cas  de 

(16)  _|!_<  0,22467..., 

l'équation  (a)  aura  deux  racines  réelles  X,  et  Xo.  Il  en  résultera  donc,  comme 
figures  d'équilibre,  deux  ellipsoïdes  de  révolution  aplatis. 

On  a,  comme  on  l'a  vu,  X2>'X';  en  tenant  compte  de  la  valeur  numérique 
de  X'  et  de  la  formule 
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on  trouve  que  la  racine  'k.,  donnerait 

b  >  2.72a; 

l'ellipsoïde  correspondant  serait  donc  très  aplati.  Ce  cas  ne  se  présente  pas  dans 
notre  système  planétaire,  et  il  n'y  aura  à  considérer  que  l'ellipsoïde  qui  corres- 
pond à  la  plus  petite  racine  positive  X,  de  l'équation  («). 

On  voit  sur  la^^.  7  que,  si  OH  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  X,,  tan- 
dis que  X2  tend  vers  l'infini.  Dans  ce  dernier  cas,  les  formules 


montrent  que  a  tend  vers  zéro,  et  b  vers  l'infini. 

Donc,  quand  la  vitesse  angulaire  de  rotation  décroît  indéfiniment,  l'une  des 
ligures  d'équilibre  tend  vers  une  sphère,  et  l'autre  vers  un  disque  circulaire 
d'épaisseur  nulle  et  de  rayon  infini.  C'est  Maclaurin  qui  le  premier  a  démontré 
rigoureusement  que  l'ellipsoïde  de  révolution  est  une  figure  d'équilibre.  D'Alem- 
bert  a  fait  voir  ensuite  qu'il  y  a  au  moins  deux  ellipsoïdes  répondant  à  la 
question.  Laplace  a  complété  la  discussion  et  lui  a  donné  sa  forme  définitive. 

48.  Calcul  de  la  pesanteur  eu  un  point  de  la  surface  de  l'ellipsoïde. 

—  Cherchons  l'expression  de  la  pesanteur  apparente  g  en  un  point  quelconque 
M.(x,y,  z)  de  la  surface  de  l'une  ou  de  l'autre  des  figures  d'équilibre.  C'est  la  ré- 
sultante de  l'attraction  exercée  par  l'ellipsoïde  sur  l'unité  de  masse  placée  en  M, 
et  de  la  force  centrifuge.  On  aura  donc 

^2—  X2+  (Y  +  co2/)2  -h  (Z  +  0)2^)2 

OU  bien,  en  remplaçant  X,  Y,  Z  par  leurs  expressions  (7)  et  tenant  compte  des 
relations  (8),  et  aussi  de  b  =  c, 

(17)  g'  =  p''^'-\-{Q-<^''ny-+=n  =  p'y'+^^^^]' 

On  a  d'ailleurs 

v^  -+-  -2 
(,8)  a^^+JL^=a\ 

La  distance  B  du  centre  de  l'ellipsoïde  au  plan  tangent  en  M  a  pour  expres- 
sion 


/ 


,  .    .y 

X'- 


(n-X^)^ 
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il  en  résulte  donc 


(î9) 


» 


ô    ' 


P  est  une  constante  dont  la  valeur  est  déterminée  par  la  première  des  for- 
mules (il);  la  relation  précédente  montre  donc  qu'en  un  point  quelconque  de 
la  surface  de  l'ellipsoïde  la  pesanteur  apparente  est  inversement  proportion- 
nelle à  la  distance  du  centre  au  plan  tangent  au  point  considéré. 

On  a  ainsi  une  représentation  géométrique  simple  de  l'intensité  de  la  pesan- 
teur aux  divers  points  de  la  surface;  quant  à  la  direction,  elle  est,  comme  on  l'a 
vu,  toujours  normale  à  la  surface.  Si  l'on  élimine  j- -t- :;^  entre  les  équations 
(17)  et  (18),  il  vient 


(20) 


v/T+A'' 


49.  Détermination  de  la  pression  />  en  un  point  quelconque  de  la  masse 
fluide.  —  On  a 

dpzzzp  [Xda;  +  (Y  4-  co^/)  rfj  +  (Z  +  oi^z)  dz]  ; 

pour  tous  les  points  de  l'intérieur,  les  formules  (7)  ont  lieu  ;  donc 

dp=-p[Va^dx-i-iQ-o^')iydy+zdz)]=-'-Ppd(^a^^-\-^^^^y, 

d'où,   en   désignant  par  xs   la   pression  à  la  surface,   laquelle   est  supposée 
constante, 

Les  surfaces  de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  homothétiques 


et  sur  l'une  quelconque  de  ces  surfaces  on  aura 

(21)  p=iz>y-\ — Pp(a^  —  a'-). 

50.  Calcul  approché  de  la  racine  )  1  lorsque  m  est  petit.  —   Soit  posé 

(22)  i>—-^--~; 

les  formules  (12)  et  (i4)  donneront 

(>3)  ,=  ^^i._|,.+  |x._..,. 
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ç  étant  supposé  très  petit,  d'après  sa  définition  même,  on  est  conduit  à  poser 

A^  =  Al  (^  H-  A,  (^'  4-  AaP^  4-  ...  , 

A,,  A2,  A3,  ...  étant  des  coefficients  indéterminés.  On  substituera  cette  expres- 
sion dans  la  formule  (23),  et,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  ^,   on  aura  des  équations  propres  à  déterminer 

A,,  Ao,  A3, 

On  trouve  ainsi 

,   ,,  ,„       i5  6/. 5    Y      37/15    \3 

Si  (o  est  un  nombre  très  petit,  cette  série  convergera  rapidement,  et  les  deux 
premiers  termes  suffiront  le  plus  souvent,  quelquefois  même  le  premier. 

Il  convient  d'introduire  ici  la  pesanteur  g^  à  l'équateur;  si  l'on  fait  00  =  0 
dans  la  formule  (20),  elle  donne,  en  remplaçant  P  par  sa  valeur  (1 1), 


go  =  ^TT:fpci       .3 —  (A  —  arclangX). 
En  éliminant  fp  entre  cette  équation  et  l'équation  (22),  il  vient 


co 


^-b  X»  l^ 


go        A  — arctangX         l^       X^  ' 

T  ~~  S"  "^  ••• 

(ji^b  est  la  force  centrifuge  à  l'équateur;  soit  ç  le  rapport  de  cette  force  centri- 
fuge équatoriale  à  la  pesanteur  correspondante,  on  aura 

9  =  ^r=-, r =  3p(h--X2 +...), 

3~5^'"^"- 


6-0         I        I  ^o  \         5 


ou  bien,  en  remplaçant  ^  par  son  développement  (23), 


5  175 


On  en  tire  inversement 


(25)  x^  =  Ë^  +  45cp^_,_.... 

2  ^     28  ^ 

L'aplatissement  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  est 

b    -  /r^n-. --2^-8^  ■^•••' 

T.    -  il.  ,a 
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si  donc  on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  de  ç'^,  la  formule  (25)  montre  que 

5 
l'aplatissement  £  est  égal  »  7  cp.  De  là  ce  théorème  important  : 

L'aplatissement  de  la  surface  d'une  masse  fluide,  homogène  et  incompressible, 
qui  a  pris  dans  son  équilibre  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  très  peu  aplati, 
est  sensiblement  égal  aux  cinq  quarts  du  rapport  de  la  force  centrifuge  équatoriale 
à  la  pesanteur  correspondante. 

51.  Application  numérique  des  formules  à  la  Terre.  —  Nous  supposons 
que  la  Terre  a  été  primitivement  fluide.  La  Géodésie  prouve  que  la  surface  des 
mers,  prolongée  à  travers  les  continents,  diffère  très  peu  d'un  ellipsoïde  de 
révolution;  c'est  cet  ellipsoïde  qui  est  censé  reproduire  la  figure  initiale  d'équi- 
libre. La  vitesse  angulaire  de  rotation  w  est  liée  à  la  durée  T  de  la  rotation  de  la 
Terre  autour  de  son  axe,  par  la  formule 

271 

On  prend  pour  unité  la  seconde  sexagésimale  de  temps  moyen,  et,  en  tenant 
compte  du  rapport  du  jour  sidéral  au  jour  solaire  moyen,  on  a 

T=:  86164. 

La  longueur  b  du  rayon  terrestre  équatorial  résulte  des  mesures  géodésiques; 
d'après  M.  Clarke,  en  prenant  le  mètre  pour  unité  de  longueur, 

/^  =  6378253. 

D'autre  part,  la  pesanteur  ^0  se  déduit  de  la  longueur/  du  pendule  simple  qui 
bat  la  seconde  de  temps  moyen  à  l'équateur,  par  la  relation 


=Wh 


d'où  g^-^.Tz'^l. 


On  a  enfin,  pour  le  rapport  9  de  la  force  centrifuge  équatoriale  à  la  pesanteur 
^0  correspondante. 

Les  nombreuses  déterminations  du  pendule  faites  à  la  surface  de  la  Terre, 
étant  reliées  entre  elles  par  une  formule  convenable,  on  en  conclut  {voirYk^^, 
Cours  d'Astronomie,  t.  I,  p.  33o), 

/r=  0,991  006, 
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Avec  les  valeurs  numériques  qu'on  vient  de  rapporter,  les  formules  (26),  (25), 
(23)  et  (22)  donnent  successivement 


*       =o,oo3468,       X-2  =  0.008688, 


'^""  288,38 

co-  „ 

ç  =10,001  it>o,  — ^^0,002500; 

27rip 

cette  valeur  de  — p  est  de  beaucoup  inférieure  à  la  limite  0,22467  donnée  par 

la  formule  (j6).  Il  y  a  donc  bien  deux  figures  ellipsoïdales  de  révolution  pos- 
sibles pour  l'équilibre.  On  trouve,  d'ailleurs,  en  cherchant  la  seconde  racine 
positive  de  l'équation  («), 

le  rapport  des  axes,  -  =\Ji-}-ll,  serait  à  peu  près  égal  à  681,  et  cette  solution 
est  évidemment  impossible. 

Calculons  l'aplatissement  £  par  la  formule 

^=2^--8^-^---' 

nous  trouverons 

1 


£  = 


281,7 

Or  la  discussion  de  l'ensemble  des  mesures  géodésiques  a  donné  à  M.  Clarke 


298,5 


Nous  trouvons  donc  un  aplatissement  beaucoup  trop  fort;  et  nous  devons  en 
conclure  que  la  Terre  n'est  pas  homogène.  C'est,  du  reste,  ce  que  nous  savons 
d'autre  part  ;  la  densité  moyenne  a  été  déterminée  par  des  mesures  précises,  et 
trouvée  égale  au  double  environ  de  la  densité  superficielle. 

Nous  reprendrons  plus  loin  l'étude  théorique  de  la  figure  de  la  Terre,  en  ne 
la  supposant  plus  homogène. 

Cherchons  à  nous  faire  une  idée  de  la  grandeur  des  pressions  dans  l'intérieur 
de  la  Terre  supposée  fluide  et  homogène.  La  formule  (20)  donne 

Pa 


v/i  +  xt 
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après  quoi  on  trouve,  parla  relation  (21),! 


/'=-[- ^t*K'-S)] 


La  pression  rrr  est  la  pression  atmosphérique  :  soient  D  la  densité  du  mercure, 
H  la  hauteur  moyenne  du  baromètre  à  l'équateur;  on  aura 

et  l'expression  précédente  de /?  pourra  s'écrire 

D'après  les  résultats  de  l'expérience  célèbre  de  Cavendish,  reprise  récem- 
ment par  MM.  Cornu  et  Baille,  p  =  5,56,  en  prenant  la  densité  de  l'eau  pour 
unité;  on  a,  d'ailleurs, 

D  =  i3,6,        ^^  =  6378253,        H  =  o,76. 
En  substituant  ces  nombres  dans  la  formule  (27),  on  trouve 

(28)  /?  =  CT  1^1  +  (6,23439)  (l  -  ^Jj, 

OÙ  le  nombre  placé  entre  parenthèses  désigne  un  logarithme. 

Pour  a'  =  o,  ce  qui  correspond  au  centre  de  la  Terre,  la  formule  précédente 

donne 

p  =  I  716  000  ct; 

ainsi,  de  la  surface  au  centre,  la  pression  croîtrait  de  1"*'°  au  chiffre  énorme  de 
I  716000*"".  Cela  prouve  qu'alors  même  qu'on  supposerait  la  Terre  fluide  et 
formée  d'une  seule  substance,  de  la  lave  en  fusion  par  exemple,  malgré  le  faible 
coefficient  de  compressibilité  des  liquides,  il  faudrait  tenir  compte  de  la  com- 
pression, et  qu'on  ne  pourrait  pas  considérer  la  Terre  comme  homogène. 

52.  Application  numérique  des  formules  au  Soleil  et  aux  planètes.  — 

Nous  continuons  à  nous  placer  dans  l'hypothèse  de  l'homogénéité.  Nous  met- 
trons des  accents  aux  quantités  qui  se  rapportent  soit  au  Soleil,  soit  à  l'une  des 
planètes;  les  lettres  sans  accents  se  rapporteront  à  la  Terre.  Nous  aurons 

'=ray  =  f?T^'     p=P^= 0,001  i5o, 

d'où 

T 


(29)  (^'=0,001  i5o ,       .     , 

■'•  /     r 
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Pour  que  l'équilibre  soit  possible,  on  doit  avoir,  d'après  la  condition  (i6), 

t-'-c;  o,  112  33, 
d'où,  en  remplaçant  v'  par  sa  valeur  (29), 


T'>TiAi/!^^, 
y   p'  y  o,  11233 


ou  bien,  en  mettant  pour  T  sa  valeur  en  heures  de  temps  moyen, 

n-.  ,1,  86164  01,  "/>        / 

Ï  =  24»»X  ^^^  =23»>o6™4% 
86400 

(3o)  T'>2f'25«'xi/^- 

En  supposant  p'  =  p,  on  a  ce  théorème  : 

Une  masse  fluide  homogène,  de  même  densité  que  la  Terre,  ne  peut  affecter 
dans  sa  position  d'équilibre  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  si  elle  tourne 

sur  elle-même  en  moins  de  1^1^^.  Pour  Saturne,  on  a  ^  =  0,128,  et  la  condi- 

P 

tion  (3o)  devient 

T'>6i'45'»; 

or  Saturne  tourne  sur  lui-même  en  10^14™;  l'inégalité  précédente  est  donc 
satisfaite;  mais  on  voit  que,  si  la  rotation  devenait  deux  fois  plus  rapide,  l'équi- 
libre serait  impossible  avec  une  figure  ellipsoïdale  de  révolution.  C'est  pour  cette 
planète  qu'on  est  le  moins  éloigné  de  cette  destruction  d'équilibre. 

Hâtons-nous  de  dire  que,  quand  on  substitue  pour  ^  et  T' les  valeurs  qui  cor- 
respondent au  Soleil  ou  aux  planètes  dont  on  a  pu  déterminer  les  mouvements 
de  rotation,  la  condition  (3o)  est  toujours  vérifiée. 

Pour  ces  divers  corps,  on  calculera  v'  par  la  formule  (29),  en  remplaçante 


P 
P 
On  calculera  ensuite  \'  et  t'  par  les  formules 


et  -  par  leurs  valeurs  telles  que  les  donne  {'Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 


2        7V2    /     49V2    ; 


2816 
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On  obtient  ainsi  les  nombres  contenus  dans  le  Tableau  suivant 


T'. 


i       11       m 

Soleil 25.  4.  o 


Mercure o .  24 .   i 

Vénus 0.23.2I 

Mars 0.24.37 

Jupiter o.  9-56 

Saturne 0.10.14 


P.. 

p" 

v'. 

e'. 

0,253 

0,000007  ï4 

I 

37500 

1,173 

0,00097 

I 

273 

0,807 

0,001  5o 

I 

178 

0,711 

0,001  53 

I 
174 

0,242 

0,027  59 

I 

9,4 

0, 128 

0,04915 

1 

Les  aplatissements  de  Mercure,  Vénus  et  Mars  n'ont  pu  être  jusqu'ici  déter- 
minés par  l'observation;  celui  du  Soleil  a  été  trouvé  nul,  ou  du  moins  au-des- 
sous des  erreurs  des  observations.  Les  mesures  faites  sur  les  disques  de  Jupiter 
et  de  Saturne  ont  donné,  pour  les  aplatissements  de  ces  deux  planètes,  les  frac- 
tions   et—;  elles  sont  plus  petites  que  les  valeurs  de  s'  que  nous  avons 

1 7  >  ^        9  '  ^ 

calculées.  Il  faut  en  conclure  que  Jupiter  et  Saturne  ne  sont  pas  homogènes,  pas 
plus  que  la  Terre. 

On  démontrera  plus  loin  que  la  valeur  de  s.'  calculée  dans  l'hypothèse  de  l'ho- 
mogénéité est  une  limite  supérieure  de  l'aplatissement  réel,  quelle  que  soit  la 
constitution  intérieure  de  la  planète.  En  admettant  ce  résultat,  on  voit  que  les 
valeurs  de  s'  trouvées  pour  Jupiter  et  Saturne  ne  sont  pas  en  contradiction  avec 
les  observations.  Les  valeurs  très  petites  calculées  pour  le  Soleil,  Mercure, 
Vénus  et  Mars  expliquent  qu'on  ne  soit  pas  encore  arrivé  à  déterminer  les  apla- 
tissements réels  de  ces  corps  par  des  mesures  faites  sur  leurs  disques. 

53.  Discussion  relative  au  moment  de  rotation.  —  On  a  vu  que,  si  la 
masse  fluide  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  trop  rapide,  l'équilibre  ne 
peut  pas  avoir  lieu  sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  avec  cette  vitesse 
de  rotation.  Il  ne  faut  pas  en  conclure  que  le  fluide  n'arrivera  pas  à  prendre, 
dans  sa  position  d'équilibre,  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution  ;  car  on  conçoit 
que  la  masse  ne  se  trouvant  pas  en  équilibre  actuellement  va  changer  de  forme, 
ce  qui  entraînera  une  variation  correspondante  de  co,  qui  pourra  arriver  à  être 
inférieur  à  la  limite  fixée  plus  haut, 

<  0,22467; 


2  7rfp 
alors  l'équilibre  sera  possible  avec  un  ellipsoïde  de  révolution. 
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Il  est  intéressant  de  savoir  s'il  y  a  deux  états  d'équilibre  réellement  compa-, 
tibles  avec  les  données  initiales.  Ce  qui  précède  montre  que  co  ne  peut  être 
considéré  comme  une  donnée  initiale.  Reportons-nous  par  la  pensée  à  l'origine 
du  mouvement  ;  la  masse  fluide  vient  d'être  abandonnée  à  elle-même  ;  des  vitesses 
quelconques  ont  été  communiquées  à  ses  diverses  molécules  :  elle  constitue 
un  système  qui  n'est  soumis  qu'à  des  forces  intérieures.  Par  son  centre  de 
gravité  0,  menons  trois  axes  rectangulaires  dont  l'un  Ox  coïncide  à  l'origine  avec 
l'axe  du  couple  résultant  des  moments  des  quantités  de  mouvement.  On  aura 
donc,  en  désignant  par  [jt.  le  moment  de  ce  couple, 

et  cette  relation  se  maintient  pendant  toute  la  suite  du  mouvement.  Si  nous 
supposons  que  la  masse  arrive  à  prendre  son  équilibre,  avec  la  figure  d'un  ellip- 
soïde de  révolution,  en  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  fixe 
passant  par  le  point  0,  le  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  sera  évidemment  le 
plan  du  maximum  des  aires,  ou  le  plan  du  couple  résultant;  ce  sera  donc  notre 
plan  yOz.  On  aura,  d'ailleurs, 

dy  dz 

donc 

Ainsi,  le  moment  d'inertie  de  la  masse,  quand  elle  a  afl'ecté  la  forme  d'un 
ellipsoïde  de  révolution,  est  égal  à  la  quantité  [x,  que  nous  appellerons,  pour 
abréger,  le  moment  de  rotation,  et  qui  est  une  donnée  initiale.  Soient  M  la  masse, 
p  la  densité;  on  a 

Jmk        ^^  '  0  0  O  M 


On  tire  de  là  les  valeurs  de  a  et  w, 

_  r      3M      1^ 


25^^^/i7rpV^^_^^,^-f 


27rfp       6fM»\3M 
Il  n'y  a  plus  maintenant  qu'à  porter  cette  valeur  de  — p  dans  l'équation  (a), 
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qui  deviendra 

Cette  équation  servira  à  déterminer  X;  le  premier  membre  est  nul  et  infini 
en  même  temps  que  "k;  donc  il  devient  égal  au  moins  une  fois  à  la  constante  po- 
sitive qui  représente  le  second  membre,  quand  on  fait  croître  X  de  o  à  -t-  qo. 
Ainsi  l'équation  (a)  a  toujours  une  racine  :  je  dis  qu'elle  n'en  a  qu'une.  Pour 
le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  dérivée  de  son  premier  membre  par  rap- 
port.à  "k  est  constamment  positive.  Or  on  met  sans  peine  cette  dérivée  sous  la 
forme  suivante  : 

3  (!  +  >.')   Mai'ctangX4-9 — ^^^-- /  _^^^-_^  _  arctang}^jj  . 

Il  suffira  donc  de  montrer  que  la  fonction 

X8+3X  ^       , 

-r- — 5  —  arctang/, 
2  A*  4- 3 

qui  s'annule  avec  X,  est  toujours  positive;  or  il  en  est  ainsi,  car  la  dérivée  de 
cette  fonction  a  pour  expression 

2X24-1 


{i^-hi){2r--h3y 


et  reste,  par  conséquent,  toujours  positive. 

Donc,  si  l'on  prend  pour  données  initiales  [x  et  M,  il  ne  peut  y  avoir  comme 
figure  d'équilibre  qu'un  seul  ellipsoïde  de  révolution. 
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ELLIPSOÏDES  A  TROIS  AXES  INEGAUX  DE  JACOBI. 
THÉORÈME  DE  M.  POINCARÉ. 


54.  L'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  comme  figure  d'équilibre.  —  Jacobi 
a  reconnu  le  premier  qu'une  masse  liquide  homogène,  douée  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  et  dont  les  molécules  s'attirent  mu- 
tuellement suivant  la  loi  de  Newton,  peut  se  maintenir  elle-même  en  équilibre 
sous  la  forme  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux.  Il  suffit  pour  cela  que  les  axes 
de  l'ellipsoïde  soient  déterminés  en  fonction  de  la  masse  M  et  de  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  w,  supposées  connues,  par  l'ensemble  des  formules  suivantes 
qui  ont  été  démontrées  au  n"  45, 

(0  /       3 -^d^  =  o. 


(l  +  X2Ç2)2(,_^>/2Ç2yi 


('^•) 


^4  TTO  y/ 1 

h^=  «2(1+};^), 

La  discussion  des  équations  transcendantes  (i)  et  (2),  dont  dépendent  les 
valeurs  des  inconnues  X  et  'k',  a  été  faite  d'abord  par  Otto  Meyer  (Journal  de 
Crelle,  t.  24);  elle  a  été  reprise  et  complétée  par  Liouville  ('),  dont  nous  allons 
reproduire  l'analyse. 


(')  Journal  de  Mathématiques,  i'"  série,  t.  XVI. 

T.  —  II.  i3 
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Commençons  par  remarquer  que  l'on  doit  avoir  À^  A'-  ^  i,  sans  quoi  tous  les 
éléments  de  l'intégrale  (i)  seraient  positifs,  et  cette  intégrale  ne  pourrait  pas 
s'annuler.  Donc,  l'une  au  moins  des  quantités  X^  et  X'^,  que  nous  savons  être 

positives  (n°  45),  sera  supérieure  à  l'unité,  et,  par  suite,  l'un  des  rapports  - 


a 

c 
a 


et  -  sera  plus  grand  que  sj'2.  Les  ellipsoïdes  cherchés  seront  donc  nécessaire- 
ment très  éloignés  de  la  forme  sphériquc,  et  ce  n'est  pas  dans  notre  système 
planétaire  qu'on  peut  les  trouver  représentés.  Remarquons  encore  que,  l'équa- 
tion (i)  étant  symétrique,  on  a  <^X  h-  (/'a'  =.  o  pour  X  ==:  X',  et,  par  suite,  toute 
fonction  symélriquc  des  (jnanlités  X  et  X',  telN*  (|ue  lo~ ,  a,  en  général,  un  uinxi- 
jjMini  on  nn  tninininni  pour  X  -=  X',  sa  dérivée  étant  iilors  nnllf.  Pour  ;illt!i-  jdns 
loin,  il  ronvirnt  de  faire  nn  cinmiiciMrnl  île  v;ni;il»lc. 

55.  Nous  ferons 


V/' 


a*        s 


et  les  équations  (i)  et  (2)  deviendront 

{a)  (,_,_^)/  ^^st 


x'^  dx 


X  dx 


en  posant 


(c)  ^  —  \J{i-Jrx){i-\-sx){\-^-tx). 

La  simple  inspection  de  l'équation  {a)  montre  que  l'on  doit  avoir  s  -\-  t  <:^i, 
sans  quoi,  les  deux  parties  du  premier  memhre  étant  négatives,  leur  somme  ne 
pourrait  être  nulle;  ainsi,  on  a  5<;  i  i<[  i  et,  par  suite,  a<^b,  a<^c,  en  sorte 
que  l'axe  autour  duquel  le  corps  tourne  est  le  petit  axe  de  l'ellipsoïde,  ce  que 
nous  savions  déjà.  L'équation  («)  détermine  s  en  fonction  de  /;  nous  commen- 
cerons par  prouver  que,  l  étant  donné,  entre  o  et  i,  l'équation  («)  donne 
toujours  une  valeur  de  s,  et  une  seule,  comprise  entre  les  mêmes  limites. 

Représentons,  en  effet,  par  F  le  premier  membre  de  l'équation  (a),  nous 
trouverons  sans  peine,  en  remarquant  que  s  figure  directement  dans  F  et  indi- 
rectement par  A, 

dv^  1  r  "('+-")('+ ^")  ^, + (3 -.- p.. -...^^]^.- 

as  2  J  A**  ■-  ■" 


ELLIPSOÏDES    A    TROIS    AXES    INÉGAUX    DE    JACOlil.  ()() 


OU  bien 


(3)  _:,,_A„-A.^, 

en  faisant 

(4)  Ao  =  -   f    ^^il^^[2-i-{3~.s~t).v  —  .stjc'-]djc, 

(5)  A|  =  -    /      " —     .  '  -[9.  -\-  {o  —  s  —  t)x- —  sta:'^]dj;; 

•''0 

on  aura  de  même,  en  remarquant  que  Ao  et  A,  sont  des  fonctions  symétriques 
de  ^  et  ^,    • 

d¥ 

(6)  ,  _=._A.-A,.. 

On  va  prouver  que  A„  et  2A,,  4-  3A,  sont  positifs. 
On  trouve  d'abord  sans  peine 

d   V x^{i  -\-  x)^  X {i  -\-  x)\^\  ^  {'i  -^-  s  -\-  t) X  —  istx^- —  "istx^^ 


^x^i-^-x)! 


dx  \         ùk^        }  2  A' 

d'où,  en  intégrafil  entre  les  limites  o  et  ce, 

(7)  ^  ^^  I      — ^V5 [~\ -+-{'i  ~\- S  ~h  t)x — 2stx^ — 3stx^\dx. 

i/o  ^^ 

Si  l'on  divise  cette  équation  par  4  et  qu'on  la  retranche  de  l'expression  (4) 
de  Ao,  on  trouve,  après  réduction, 


/ox                                          »           3     f"  x-(i  -+-  x)  ^  ,^    , 

(8)  Ao=7    /      — —^^ {i  —  s  —  t  -i-stx^)dx; 


4 


i  —  s—  t  étant  positif,  il  en  est  de  même  du  second  membre  et,  par  suite,  de  Ao- 
On  tire  ensuite  des  formules  (5)  et  (8) 


3  /'     x^{i  +  .37)- 


2Ao  ^3Ai=-(3— 5— 0  f     ^^ 


A' 


dx\ 


le  second  membre  de  cette  équation  étant  essentiellement  positif,  il  en  est  de 
même  de  2  Ao4-  3A,.  Si  l'on  écrit  ainsi  les  expressions  (3)  et  (6)  de  "3-  et  -3-» 


ds 

êF 
dt 


=  — Ao  h  —  ^  ^)  —  ^  (2Ao4-3Ai), 
=  — AoM  —  |i^j  —  I  (aAo  +  SA,), 
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on  voit  qu'elles  sont  négatives,  parce  que  les  quantités  A»,  2A„-h3A,,  i  —  ^  ^, 

i  —  ^t,  s  et  t  sont  positives  ;  F  est  donc  une  fonction  décroissante  de  s  et  de  t. 

Cela  posé,  /  ayant  une  valeur  déterminée  entre  o  et  i,  calculons  les  valeurs 
de  F  quand  on  y  remplace  s  par  o.  puis  par  i  ;  nous  trouverons 

a;dx  f""  X  dx 


■i-  ,T 


+  .r)2(n-fx)2  /        (,+^)2(,+^^)i 


le  premier  de  ces  résultats  est  positif,  le  second  négatif.  Lors  donc  que  l'on  lait 
croîtrez  de  o  à  i,  F  passe  du  positif  au  négatif,  et,  comme  on  a  toujours  -r-  <[  o, 

il  en  résulte  qu'il  y  a  entre  o  et  i  une  valeur  de  s  et  une  seule  qui  annule  F. 
Donc  l'équation  i^d)  admet  toujours  une  racine  s  comprise  entre  o  et  i,  et  rien 
qu'une.  Considérons  dans  cette  équation  s  comme  une  fonction  de  /;  nous 
aurons 

^^'  ds  dt  ~      'ôl' 

-r  sera  donc  négatif,  puisque  y  et  -r-  ont  tous  les  deux  le  signe  moins;  ainsi, 
quand  on  fera  croître  /  de  o  à  i ,  ^  décroîtra  constamment;  or,  pour  /  =  o,  5  =  i , 
et  pour  ^  =  1,  *  =  o,  comme  on  s'en  assure  par  la  substitution  directe  dans 
l'équation  («).  Donc,  t  croissant  de  o  à  \,  s  décroîtra  constamment  de  i  à  o.  Il 
arrivera  donc  un  moment  où  l'on  aura  5  =  t\  soit  t  la  valeur  commune  de  ces 
quantités.  On  pourra  dresser  le  Tableau  suivant  : 

(10) 

La  valeur  de  t  s'obtiendra  d'ailleurs  en  faisant  ^  =  /  =  t  dans  l'équation  (a), 
qui  deviendra 

C^  xdx  ,     C^  x^  dx 

^-2x)  I    — 


/  =  o, 

t<T, 

l=r, 

t>T, 

t  =  i, 

s—\. 

S>T, 

s  =:r, 

s<r, 

s  =0. 

(Il)  (' 


-{-xy{i  -\-zxy       j^    (n-^)'^(i +Tx)^ 
56.  Considérons  maintenant  l'équation  (/>),  et  posons 

(12)  {]=str —  •^'^''' 


sx){i  -^  tx)A' 

s  étant  considéré  comme  une  fonction  de  /  définie  par  l'équation  (a),  U  devien- 
dra une  fonction  de  t,  et  l'on  aura 

^  _  <?U       dVds 
dt  ~  dt  ~^  ~(h  dt 
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OU  bien,  à  cause  de  la  relation  (9), 


loi 


(.3) 

Or  on  tire  de  (12) 


ds 
dV 


—  t 


ÔFdUdFdV       àF  dV 
ds   dt         ùs    dt        ôt   ds 


jc  \  I SX  I  dx 


{\  -^  x)-  {i  -h  sxY  {i  +  tjo) 

x{\  -^xy- 


x{l-\-x)-  [  J      ,     M^ 


dx, 


Posons 

('4) 

(i5) 

et  il  viendra 

(,6)  .       ^:ë=,[b.^b,(<-^.)^ 

On  aura  de  même 

(,7)  ■         f=.[B.4-B,  (.-!,)'. 


La  formule  (i3)  donnera  ensuite,  en  ayant  égard  aux  relations  (3),  (6),  (i6) 

et(i7), 

ou,  en  réduisant, 

—  -^  -^  =(*•  — 0    AoBo  +  AoBi(5  +  0  +  -  AjBi^n, 


ou  encore 


(18) 


ÔF  dU 
as    dt 


=  (5  — 0    AoBo-hAoBi[5  +  (i— 5)^]+  ^B,(2Ao+3A,)^^j. 


L'expression  (i5)  de  B,  est  essentiellement  positive,  et  si,  de  l'expression  (14) 
de  Bo,  on  retranche  le  7  de  l'équation  (7),  on  trouve  3Bo  =  A„;  donc  B»  est 
essentiellement  positif.  Gela  posé,  on  voit  que  le  multiplicateur  de  s  —  t.  dans 
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le  second  membre  de  la  formule  (i8)  est  positif;  car  il  en  est  ainsi  des  qiian- 

à¥ 
ds 


tités  ApB^,  AoB,,  s  -+-(i  —-  s)t,  Bf,  2A^^-{-3A^,  si;  d'ailleurs,  —  j- est  positif. 


Donc  -^  a  le  même  signe  que  s  —  t;  d'après  le  Tableau  (lo),  s  —  i  est  positif 

pour  /  -<  T,  et  négatif  pour  t^  'z.  Donc  U  atteint  son  maximum  pour  /  =  t.  Soit 
U,  ce  maximum;  la  formule  (12)  montre  que  U  s'annule  pour  ^  =  0,  et  pour 
t  =  i;  dans  ces  limites  U  est  maximum  et  égal  à  U,  pour  ^  =  t.  Si  donc  on  a 


2 


— p-  >  U,,  l'équation  (h)  est  impossible.  Si  l'on  a,  au  contraire, 


l'équation  (h)  sera  vérifiée  par  deux  valeurs  de  /,  l'une  /'<<  t,  l'autre  /' ;>t. 
Soient  s'  et  s"  les  valeurs  correspondantes  de  s;  les  équations  (a)  et  (h')  étant 
symétriques  par  rapport  à  ^  et  ^  si  ^  =  /,  /  =  t'  constitue  une  solution,  s  =  t', 
t  =  s'  en  constituera  une  autre.  On  aura  donc  s"  —  t',  t"  =  s',  et  il  n'y  aura  en 
somme  qu'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  répondant  à  la  question.  Dans 

le  cas  de  — p  =  U,,  on  a  i'  =  /'  =:  t;  l'ellipsoïde  de  Jacobi  est  de  révolution. 

Remarque.  —  M.  Radau  a  apporté  aux  calculs  précédents  une  simplification 
notable.  Il  introduit  les  fonctions  symétriques  p  =  s  -]-  t,  q  =  st,  r  =  (s  —  ty , 
et  observe  que  dp,  dq,  dr,  r/U,  s'annulent  pour  ^  =  t,  parce  que  l'équation  F  =  o 
donne  alors  ds  -\-  dl  ^  o;  r  est  minimum  pour  s  =  t.  Ensuite 


Posons 


œdx  r*' x^dx  -  C"^  x-{\  -\-  xy- 


nxdx        ^      r'^x'^dx        ,,       r 

i/o  ^0  «^0 


A^ 


dx, 


4  A    w     R    r^^'i' 


a:){i—p^qx^)^^ 


A» 

A,  B,  B,  seront  des  quantités  positives,  et  nous  aurons 

F--=(i— p)A-^Bz=o,        U  =  <7(A  +  B), 

par  suite  /?  <  1  et  Ao  ]>  o.  En  prenant  pour  variables  q,  r  et  tenant  compte  de 
la  relation  (7),  qui  peut  s'écrire 

A„+^  =  o, 
on  trouve  d'abord 

—  ip  d¥  zzi  Xq  dr  -\-  {"i  —  p)B  dq  =:.Ot 
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d'où  dq<^o,  puisque  cJr'^o  à  partir  de  r=o.  Pour  une. valeur  donnée  de  r,. 
l'équation  F  —  o  a  une  racine  et  une  seule,  entre  ^  =  o  et/>=  i.   En  faisant 

encore  V  =  p'q   '  l  ,  on  trouve 

—  ^p  dV  ^=  ^Bi{q  dr  —  /■  dq)  —  B/>  dq, 
q'dV  =  A,{qdr-rdq)  +  aX-h-B)(^-'^f^dq\, 

donc  r/[J  <^  G,  dY^o,  puisque  dq  <:^  o  pt  (7r  >  o  depuis  r— o.  U  et  q  sont 
iiiaxinHiiii  et  \  tuiiiimum  j»oiii'  /--o.  .\(mi>  vfi'tons  |diis  loin  (  n" ')8  »  Im  si-^tii- 
(ii'MfHHi  de  \  . 

.")/.  Calcul  numérique  de  -  et  de  i\.  —  Ces  quantités  sont  données  par  le> 
équations  (a)  et  (b)  quand  on  y  fait  ^  —  ^  =  t;  mais  il  est  préférable  de  remon- 
ter aux  équations  (i)  et  (2  ),  qui  donnent  alors  A"'  =  A'-  =  -  —  i , 

Les  coefficients  de  dïi  dans  ces  deux  formules  étant  des  fractions  rationnelles, 
on  pourrait  les  décomposer  en  fractions  simples  et  effectuer  les  intégrations 
par  la  méthode  connue.  Toutefois  on  arrivera  plus  rapidement  au  but  en  procé- 
dant comme  il  suit:  en  représentant  par  <I>  le  premier  membre  de  l'équation  (20), 
on  vérifie  aisément  l'identité 


".-<--"'--'X  7lf,-"o-.>.)X  -^■-'-^lyir-'^^: 

r ..,;,,.>     •  Comme  on 

(i  4-A'?')-Jo 

a  aussi  $  =  o,  il  vient 

_!_+ 3À^       _  r'    C^<     _  >  —  arctang). 

D'autre  part,  l'ellipsoïde  de  Jacobi  étant  actuellement  de  révolution,  on  peut 
appliquer  la  formule  («)  du  n*"  46,  ce  qui  donne 
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De  ces  deux  relations,  on  tire 

(^^3)  •  U,-  ^^^' 


3/.^+iA/2  4-3 


Le  premier  membre  de  l'équation  (22),  qui  s'annule  pour  X  =  o,  a  pour  déri- 
vée par  rapport  à  X 

i6>.^(X-—i)  (3X^+1)     , 
(I  -f-X2)(3>.*+  14I2  +  3)^ ' 

il  est  donc  négatif  et  décroissant  quand  X  varie  de  o  à  i,  et  croît  ensuite  sans 

cesse  jusqu'à  la  valeur  -h-  qu'il  atteint  pour  X  =  ce.  Donc  l'équation  admet 

une  racine  positive  et  une  seule,  laquelle  est  plus  grande  que  1 .  On  trouve  aisé- 
ment pour  cette  racine 

).  zz:;  I  ,39.5.  .  .  ,  d'où  T=   -^-^  =  0,3396.  ..  , 

et,  en  portant  cette  valeur  de  'k  dans  la  formule  (23),  il  vient 

U,  :=  o,  187  09.  ... 

On  peut  maintenant  résumer  les  résultats  de  la  discussion  relative  aux  ellip- 
soïdes de  révolution  et  aux  ellipsoïdes  de  Jacobi  : 

>  0,22467,     aucun  ellipsoïde  de  révolution  ou  non, 


2711  p 


o,i87oq<  — TT-  <  0,22467,     deux  ellipsoïdes  de  révolution, 

'    ^       27:ip 

-  ' ,.    <o,i87  0Q,     deux  ellipsoïdes  de  révolution,  et  un  ellipsoïde  à  trois 
■^  axes  inégaux. 

Remarque.  —  Si  l'on  fait  ol)  =  o,  l'équation  (h)  donne  si  =  o  :  l'une  ou 
l'autre  des  quantités  s  et  t  est  nulle  ;  supposons  que  ce  soit  t.  Lorsque  w,  au  lieu 
d'être  nul,  sera  seulement  très  petit,  ^  sera  voisin  de  o  et  .?  de  i.  Les  formules 
b=  -^,  c  =^  -=  montrent  que  -  différera  peu  de  i ,  tandis  que  -  sera  très  arrand. 
On  a,  d'ailleurs, 


T.»      4        ,        4        «^ 

M  r3  ^  Tipabc  =  -  7rp  — =  : 
3  3         /,ç^ 


d'où 

(24) 

a  z= 

im^'^ 

V4îrp/  V47:p/ 
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quand  t  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a  et  de  h,  tandis  que  c  croît  indé- 
finiment. La  figure  ellipsoïdale  à  trois  axes  inégaux  affecte  donc  alors  la  forme 
d'une  aiguille  très  mince,  très  longue  et  à  peu  près  ronde,  qui  tourne  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  à  sa  direction.  On  a  vu  (n"  47)  que,  dans  les  mêmes 
conditions,  les  deux  ellipsoïdes  de  Maclaurin  se  réduisent,  l'un  presque  aune 
sphère,  l'autre  à  un  disque  elliptique  très  mince. 

58.  Discussion  relative  au  moment  de  rotation.  —  Prenons  maintenant, 
comme  véritable  donnée  initiale,  le  moment  [x  du  couple  résultant  des  quantités 
de  mouvement;  c'est  ce  que  nous  avons  fait  déjà  pour  les  ellipsoïdes  de  révo- 
lution. Cette  seconde  partie  de  la  discussion  est  due  à  Liouville.  Puisque  le 
moment  [x  se  conserve,  nous  aurons,  au  moment  où  la  masse  affecte  la  forme 
d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour 
de  l'axe  ia, 

M  ^'  +  *^'^ 

u  =  fjiM  — i, —  ; 

'  D 

d'où,  en  ayant  égard  aux  expressions  (24)  de  b  etc, 


M^    \3m;    {s  +  ty- 
L'équation  (b)  va  pouvoir  s'écrire 


en  faisant,  pour  abréger, 

(25) 

Sfl^P^SM; 

(26) 

V-(^-fL-, 

u  continuant  à  avoir  la  signification  précédemment  indiquée. 

Le  problème  dépend  donc  de  la  résolution  des  deux  équations  (a)  et  (b'),  dans 
lesquelles  les  inconnues  sont  s  et  t.  On  a  vu  que  l'équation  (a)  détermine  tou- 
jours une  valeur  de  ^,  et  une  seule,  en  fonction  de/;  V  peut  donc  être  consi- 
déré comme  une  fonction  de  t.  On  trouve  aisément,  en  partant  de  l'expres- 
sion (26)  de  V, 

dV       (s-hty/dU       dU  ds\       2.^s-^tr  ,    ■     ,         .rlsl 

^^  (^0'    ^  ds  dtj       3      ^^^^f|_  ^  dty 

T.  -  n.  ,4 
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ds 

d'où,  en  remplaçant  -r  par  sa  valeur  (9), 


"""    /  M3    M^  L^^  ^  35(5  +  0     J       d?  [(^^  "^  3^(5+0     J 


On  peut  mettre  pour  -j-,  -y.^  U,  -r-  leurs  valeurs  (3),  (G),  (12),  (i4)»  et 

pour  -j-  l'expression  analogue;  après  des  calculs  qui  n'ont  rien  de  difficile,  on 
trouve 


OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger. 


/      N                      ^^  dV        .               (s-+-ty    f' x{i~hx)\.,         _  ^,      ,., 

(27)  -7)7  ;77  =  (^-^)^ r~  /  .,         (Co+Ci^  +  C2.r^)af^, 


Lo-3Au+^-p-^A„ 

C,  =  :t  (5  +  ^)  Ao+  -  5f  A,, 


„  /il.  2  5^       .     \ 

C,==57(^-g-Ao+^^-^A,j; 
ce  qui  peut  s'écrire  encore 


n  ^      ^^      /     A  o  4    X  I    5  -t-  /—  4^<    . 


(28)  {  c,  =  i(5  +  0(Ao4-C„), 

4 


C2=5n  Co+  -  Aoj 


Or  on  a 


5+^<I,  (5  +  0"^<-S  +  ^  5  +  ^  — 45^>  (5—  /)->0; 

les  formules  (28)  donnent  donc  successivement 

Co>o,         Ci>o,         C2>o, 

après  quoi  la  relation  (27)  montre  que  -j-  a  le  signe  de  t  —  s. 

On  en  tire  aisément,  en  se  reportant  au  Tableau  (10),  que  l'on  a  : 

Pour  t<r,         "^  <°' 
dV 

Pour  tr^T,  -r-  =  o, 

'  dt         ' 

dV 
Pour  ^  >  T,         -p-  >o. 
al 
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Or,  d'après  (26),  on  a  : 


Pour  ^  =  0, 

.V  =:  I  , 

V=:+00, 

Pour  «=1, 

5  =  0, 

V  =  4-oo. 

Donc,  /  croissant  de  o  à  i,  V  décroît  de  +  ce  à  un  minimum  V,  atteint  pour 
/  =  -,  pour  croître  ensuite  de  V,  à  h-  co.  On  est  arrivé  plus  rapidement  à  la 
même  conclusion  dans  la  Remarque  placée  à  la  fin  du  n*^  56. 

L'équation  (b')  sera  donc  impossible  si  l'on  a  ^  >  Y,  ;  dans  le  cas  de 

(29)  A-<V„ 

il  y  aura  deux  solutions  qui,  à  cause  de  la  symétrie  des  équations,  répondent  à 
un  seul  et  même  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Il  reste  à  calculer  la  valeur  numérique  de  V,  ;  or  la  relation  (26)  donne 

et,  si  Ton  remplace  t  et  U,  par  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut,  il  vient 

V,  =  o,3643.... 

Rapprochons  la  discussion  actuelle  de  la  discussion  correspondante  faite  pour 
les  ellipsoïdes  de  révolution,  et  nous  pouvons  formuler  la  conclusion  suivante  : 

Si  la  valeur  numérique  de  la  quantité  k  définie  par  la  relation  (23)  est  supé- 
rieure à  o, 3643...,  il  existe  un  seul  ellipsoïde  comme  figure  d'équilibre,  et  il 
est  de  révolution.  Si  l'on  a,  au  contraire,  ^-<  o,3643...,  il  existe  deux  figures 
ellipsoïdales  pour  l'équilibre  :  l'une  est  de  révolution,  l'autre  a  ses  trois  axes 
inégaux. 

59.  Le  cylindre  elliptique  homogène  et  indéfini,  comme  figure  d'équi- 
libre. —  Nous  supposerons  que  la  matière  contenue  dans  le  cylindre  soit  animée 
d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  l'axe  du  cylindre  qui  sera  pris 
pour  axe  des  z.  Les  axes  des  .x  et  des  y  entraînés  dans  le  mouvement  de  rotation 
seront  les  axes  de  la  section  droite  qui  aura  pour  équation 

a;*        r* 

D'après  les  formules  du  n"  29,  les  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attraction 
exercée  par  le  cylindre  sur  un  point  Xy  y,  o  de  sa  surface  ont  pour  expression 

X=: — [\TApx 7,         Y^  — 47ifpy 75         7.^=0. 
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On  doit  avoir  en  tous  les  points  de  la  surface 
OU  bien 


On  a  aussi 

œ  dx        y  dy 
«2     '^'~W 


=  o. 


et  il  en  résulte 

a-\-  b 


a}  (  0)^  —  4vrfp r  )  =  Z^*  (  co"—  ^Tifp  - — - 


d'où 


/|7:ip 


{a-^by 


a  —  b  _      /  (,)« 

a  -h  b        y  t:  f  p 


Cette  équation  déterminera  toujours  pour  -  une  valeur  admissible,  si  l'on  a 

û)'<7:fp. 

Si  cette  inégalité  n'était  pas  vérifiée,  l'équilibre  relatif  du  cylindre  serait  im- 
possible. 

60.  Théorème  de  M.  Poincaré.  —  Avec  un  cylindre  elliptique  indéfini, 
l'équilibre  n'est  possible  que  si  la  quantité  — p  est  inférieure  à  -;  avec  des 

ellipsoïdes,  — x-  doit  être  inférieur  à  0,22467 M.  Poincaré  a  réussi  à  prou- 
ver (^)  d'une  manière  générale  que  l'équilibre  relatif  est  impossible  avec  une 
figure  quelconque,  si  l'on  a  — p  >►  i;  ou,  du  moins,  il  a  fait  voir  que  dans  ce  cas 

la  résultante  des  forces,  supposée  être  partout  normale  à  la  surface  du  fluide, 
serait  en  certains  points  dirigée,  non  pas  vers  l'intérieur,  mais  vers  l'extérieur 
de  la  surface,  de  sorte  que  le  fluide  y  serait  projeté  en  debors,  à  moins  qu'une 
pression  normale  extérieure  suffisante  ne  s'opposât  à  ce  mouvement. 
L'équation  (1/4)  du  n**  23,  qui  découle  du  tbéorème  de  Green,  donne 


(')  Bulletin  astronomique,  t.  II,  p.  117. 
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Nous  appliquf3rons  cette  équation  à  une  masse  fluide  homogène  en  équilibre 
relatif,  tournant  avec  la  vitesse  angulaire  constante  w  autour  de  l'axe  0^7,  et  sou- 
mise à  l'attraction  mutuelle  de  ses  molécules;  il  peut  y  avoir  aussi  des  attrac- 
tions provenant  de  centres  extérieurs  à  la  surface,  mobiles  avec  elle,  de  manière 
à  conserver  les  mêmes  positions  relatives  vis-à  vis  des  divers  points  de  la  masse 
fluide.  Nous  représenterons  par  W  le  potentiel  en  un  point  quelconque  x,y^  z 
de  la  masse;  ce  potentiel  proviendra  des  attractions  de  toutes  les  molécules  de 
la  masse,  et  de  celles  des  centres  dont  nous  avons  parlé.  Nous  ferons 

les  composantes  de  la  pesanteur  en  un  point  quelconque  de  la  surface  du  fluide 
seront  ^>  -r— ,  -^i  et  la  composante  suivant  la  normale  intérieure  aura  pour 

expression  -r- •  Nous  appliquerons  l'équation  (3o)  en  étendant  l'intégrale  triple 

à  tout  le  volume  de  la  masse  fluide,  et  l'intégrale  double  h  toute  sa  surface; 
nous  aurons 

parce  qu'en  tous  les  points  de  la  masse  la  somme  des  dérivées  secondes  est 
nulle  pour  la  partie  du  potentiel  qui  provient  des  centres  extérieurs,  et  égale  à 
—  4'^p  pour  l'autre  partie  qui  provient  des  attractions  mutuelles.  Les  for- 
mules (3o)  et  (3i)  nous  donnent  ensuite 


;(&)' — 27rfp)/rfr=: —   /    -r—  ûf(7, 


ou,  en  représentant  la  masse  du  fluide  par  M, 

2M ,  „       „  ,        r  du 


da. 


(3.)  ^(..-.^fp)=-r^ 

P  J     on 

Cette  équation  montre  que,  si  l'on  a  w^>  2Tcfp,  l'intégrale  l  -^  da  étendue 

à  toute  la  surface  du  fluide  doit  être  négative.  Donc  -p  est  forcément  négatif 

en  certains  points  de  cette  surface,  et  la  résultante  des  forces,  c'est-à-dire  la 
pesanteur,  s'y  trouve  dirigée  non  pas  vers  l'intérieur,  mais  vers  l'extérieur. 
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CHAPITRE  VIII. 

FIGURE  D'ÉQUILIBRE  D'UNE  MASSE  FLUIDE  SOUMISE  A  L'ATTRACTION 

D'UN  POINT  ÉLOIGNÉ. 


61.  Nous  considérons  une  masse  fluide  homogène,  animée  d'un  mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  de  direction  fixe  Ox,  passant  par  son 
centre  de  gravité  0,  dont  toutes  les  molécules  s'attirent  mutuellement  suivant 
la  loi  de  Newton,  et  sont  soumises,  en  outre,  à  l'attraction  d'un  centre  éloigné  C, 
situé  dans  le  plan  de  l'équateur;  nous  supposerons  que,  en  vertu  de  cette  der- 
nière force,  le  point  0  décrit  un  cercle  ayant  son  centre  en  C  et  que  la  durée  de 
la  révolution  est  égale  à  celle  de  la  rotation  de  la  masse  fluide  autour  de  Ox. 

Soient  a?,  y,  z  (/ig.  8)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  de  la  masse, 
rapportées  à  l'axe  0^,  et  à  deux  axes  mobiles  Oy  et  Os  entraînés  avec  la  masse 

Fig.  8. 


dans  son  mouvement  de  rotation.  Par  hypothèse,  la  droite  OC  conservera  une 
position  invariable  relativement  à  la  masse  fluide;  nous  pourrons  donc  prendre 
cette  droite  pour  axe  des  y.  Nous  ferons  OC  =  /,  et  nous  désignerons  par  M'  la 
masse  du  point  C.  Les  forces  physiques  qui  agissent  sur  l'unité  de  masse  placée 
en  M  sont  : 

L'attraction  de  la  masse  fluide,  dont  nous  représenterons  les  composantes  par 
X,Y,  Z; 
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L'attraction  MA  exercée  par  le  point  C,  et  dont  les  composantes  seront  X , ,  Y, ,  Z, . 

On  ne  pourra  appliquer  les  équations  ordinaires  de  l'équilibre,  comme  si  les 
axes  étaient  fixes,  qu'autant  qu'on  adjoindra  aux  deux  forces  qui  agissent  réel- 
lement sur  le  point  M  une  force  fictive  égale  et  contraire  à  celle  qui  produirait 
le  mouvement  à' entraînement  du  point  M.  Or  ce  mouvement  résulte  de  deux 
autres,  le  mouvement  orbital  du  point  0  autour  du  point  C,  dont  l'accélération 


fM' 


Y2=i^=rOB 


est  dirigée  constamment  suivant  Oj,  et  le  mouvement  de  rotation  autour  de  Oxy 
auquel  correspond  l'accélération  centripète.  On  devra  donc  adjoindre  finalement 
aux  forces  qui  agissent  réellement  sur  l'unité  de  masse  placée  en  M  une  force 
MB'=  — Yo,  parallèle  à  0/  et  de  sens  contraire  à  OB,  et  la  force  centrifuge 
dont  les  composantes  sont  o,  w^j,  w-z,  en  représentant  par  w  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation.  On  aura  ainsi,  pour  l'équilibre  de  la  surface  du  fluide,  l'équation 

(i)  (X  +  X, ) c^^  +  ( Y  +  Y,  —  Y2 -4-  wV)<r  +  (Z  4-  Zi  +  (0^5)  dz  =  o. 

Soit  u  la  distance  MC;  on  aura 

d'-  d'-  d'- 

X,  =  fM'  -r^,  Y,  =  f M'  -r^S         Z,  :=:  fM'  -^ , 

ôx  dy  dz 

Y  _    fM' 

L'équation  (i)  pourra  ainsi  s'écrire 
(2)  Xda;-h{Y-hi>yy)df-^{Z^(^-z)dz-hm'd-^  -  ^-^  df  ^  o. 


Or  on  a 


u^^{i—fy-hjc^-hz% 


1   I  /         2  y    ^    a;^-+-y^-{-. 


2\        2 


U  l\  l  /2 


On  peut  développer  cette  expression  suivant  les  puissances  ascendantes  de 

y>  y>  ^j  qui  sont  de  petites  fractions,  puisqu'on  suppose  que  la  distance  /  du 

centre  G  au  point  0  est  très  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  la  masse 
fluide;  on  trouve,  en  négligeant  les  cubes  de  ces  petites  fractions. 


x'' 

'  +  .-\ 

2/2 

y 

œ 

dx 

-A-z 

dz 
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et  l'équation  (2)  devient 

fM' 

X<^^  +  (Y  +  w^j)<ij  +  (Z  +  ui^z)dz-^  —-^  {iy  dy  —  xdx  —  zdz)=zo. 

On  va  chercher  à  voir  si  la  masse  peut  prendre  dans  l'équilihre  la  figure  d'un 
ellipsoïde  dont  les  axes  seraient  dirigés  suivant  Ox,  0/,  Oz.  On  a,  dans  cette 
hypothèse,  par  les  formules  du  n°  26, 

il  en  résulte  donc 

(3)  (  l*+  -^- 1  x'<^u?  +  (  Q  — w2 \ydj  +  {i\  —  M'-^  —-\zdz  —  o. 

L'équation  de  l'ellipsoïde, 

x^        r*        z^ 

a*        b^       c^  ' 

donne 

X  dx         Y  dy        z  dz 

-H  - — —  H 

a^     ^    b^  c» 

et,  en  comparant  avec  la  formule  (3),  il  vient 

fM'\       ../^        .,      2fM'\        „/..        „      fM 


o. 


a' 


P 


-     =bUQ-.^-—    =cUlX-.^^^ 


Dans  le  mouvement  circulaire  et  uniforme  du  point  0,  on  a 


''1  Tr2  /i 


d'où 


/  r  N  l'M'  _     0)2  _  M 

r          I  -h  /x  '         M' 

ce  qui  donne 

(5)  a^  (p  +  _^^  =  6^  fo  -  0)2-  -^^  =  c^  (  R  -  co^ 


i4-/J(./  \  I  4- fJi-/  \  I  +  p 
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OU  bien,  en  faisant,  comme  précédemment, 


(6) 


6^  =  — =a2(n-XM, 
s  ' 


{Qt-Ks), 


(7)  {i  -\-  11.)  t  —  [1.S 

(  P[(3  +  /jL)^-fx5]+Q(^  +  ^)-R(3+5  +  pL)  =  o. 
Or  les  formules  (6)  du  n°  45  donnent,  quand  on  y  remplace  s  par  a^x, 

sx)  a' 
R— 2  7rfp«/     7 r-^-r; 

En  portant  ces  nouvelles  expressions  dans  les  formules  (7),  elles  deviennent 

(8) 


„         „     r'^      dx 


f.)^     (i -+- IJ.)  st  (  t  —  5)   /**  xdx 

27:fp  ~     3t-\-  iJ-it  —  s)    J^     (n-5cr)(i  +  ia7)A' 


(     [i(3  —  3^  +  52  — 5^  H-jJL(i  — 5)(l  — 5— i)]    / 

I  -}-st[s  —  ^t-{-3  —  ii{t  —  s)]f 


xdx 


x^dx 


Ces  deux  équations  donneront  les  valeurs  des  inconnues  s  et  t.  M.  Roche  a 
publié,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Montpellier  pour  1849,  '^^  résultats 
de  la  discussion,  qui  est  analogue  à  celle  que  l'on  a  faite  dans  le  Chapitre  VII, 
bien  qu'un  peu  plus  compliquée. 

62.  Le  problème  précédent  se  trouve  à  très  peu  près  réalisé  par  la  Terre  et  la 
Lune;  dans  son  mouvement  apparent  autour  de  la  Lune,  la  Terre  a  une  vitesse 
angulaire  moyenne  égale  à  la  vitesse  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  axe; 
son  orbite  fait  un  angle  peu  considérable  avec  l'équateur  de  la  Lune;  enfin 
l'excentricité  de  l'orbite  est  assez  faible.  On  pourra  donc  admettre,  au  moins 
dans  une  première  approximation,  que  la  Terre  reste  constamment  en  C  sur  l'axe 
des  j,  à  la  distance  /=  OC  du  centre  de  la  Lune. 

T,  -  II.  i5 
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Mais,  la  figure  de  la  Lune  différant  très  peu  de  celle  d'une  sphère,  les  quan- 
tités X  et  X'  sont  petites,  et  il  vaut  mieux  faire  un  calcul  approché  au  lieu  d'une 
détermination  rigoureuse.  Les  équations  (5)  donneront,  en  négligeant  [jl, 

(>o)  P  +  *-^'=(h-^^)(q-  ^')-(i+^'*)R. 

Nous  allons  porter  dans  ces  formules  les  expressions  de  P,  Q,  H, 

3fM    r^  ti^dii 


p 


o 

a 


3fM     r'  Ç2^Ç 


"^"/i; 


Mais  il  faut  les  développer  suivant  les  puissances  de  X-  et  A'-  ;  or  on  a 


I 


I—  -  (X^-f-3V2)Ç2  +  ...; 


d'où 


a'*  \         lo  lo 

a-*  \         10  lo        ' 


W    \  lO  lO 

fM' 
Les  formules  (lo)  deviennent  ainsi,  en  remplaçant  co^  par  -j^,  et  divisant 

fM 

par  -^, 

MP  lo  lo  '  '  V  MP  lo  lo 

V         lo  10 
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M'a^  .       /   8i  .        \  .  M'a' 

La  quantité  -^-^rr  est  petite  /  — ^  environ  j  ;  on  peut  négligera-  ^fh  '  ^^  laisser 

aussi  de  côté  X^,  X-  V^  et  X"' ;  les  équations  précédentes  donnent 


On  a,  d'ailleurs, 


„.          M'a» 

.,,       5  M'a' 
2    M/' 

b  —  a  b  -+-  a 
a           a 

=r  2 a  1 

a 

à  fort  peu  près; 


il  en  résultera  donc 


b  —  a        „  M'a'  .,    „ 

:=  5    -,  ..    =0,0000075 

a  M/»  ^ 

\  b —  a  :=  4  (c  —  a). 
c  ~  a       5  M' a'  , 

~^^lWt^  =-0,0000094 

Ainsi  l'équilibre  de  la  Lune,  supposée  fluide  et  homogène,  est  possible  avec 
un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux;  l'axe  de  rotation  est  le  plus  petit;  l'axe  dirigé 
vers  la  Terre  est  le  plus  grand,  et  l'aplatissement  de  la  section  œOy  tournée 
vers  la  Terre  est  quatre  fois  plus  grand  que  l'aplatissement  de  la  section  per- 
pendiculaire x^z. 
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CHAPITRE  IX. 


FIGURE  DE  L'ANNEAU  DE  SATURNE.  -  RECHERCHES  DE  LAPLACE. 
CALCULS  DE  MAXWELL. 


G3.  Figure  de  l'anneau  de  Saturne.  Recherches  de  Laplace.  —  L'anneau 
de  Saturne  est  une  couronne  circulaire  d'une  très  faible  épaisseur,  dont  le  centre 
coïncide  avec  celui  de  la  planète.  Les  rayons  des  cercles  qui  limitent  l'anneau  sont 
égaux  respectivement  au  rayon  équatorial  de  Saturne  multiplié  par  1,48  et  2,23. 
Cet  anneau  présente  un  vide  nommé  dwision  de  Cassini.  Entre  ce  vide  et  la 
limite  extérieure,  on  a  signalé  aussi  la  division  d'Encke,  qui  n'est  pas  toujours 
visible.  Enfin,  dans  des  conditions  exceptionnelles,  certains  observateurs,  Bond 
en  particulier,  ont  aperçu  un  grand  nombre  de  divisions  très  fines.  Il  est  donc 
probable  que  l'anneau  de  Saturne  se  compose  d'une  multitude  d'anneaux  par- 
tiels, que  l'irradiation  empêche  généralement  de  voir. 

Nous  supposerons,  dans  ce  qui  suit,  que  chaque  anneau  partiel  est  fluide  et 
homogène,  ou  bien  solide  et  recouvert  d'une  mince  couche  fluide  en  équilibre 
sous  l'action  des  forces  auxquelles  elle  est  soumise,  et  que  la  distance  de  deux 
anneaux  partiels  est  assez  grande  par  rapport  à  leurs  dimensions  pour  que,  en 
raison  de  leurs  faibles  masses,  on  puisse  négliger  leurs  actions  mutuelles;  nous 
admettrons  que  cet  anneau  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  au- 
tour d'un  axe  passant  par  son  centre,  et  perpendiculaire  à  sa  section  moyenne. 
Chacun  des  points  de  sa  surface  devra  donc  être  en  équilibre  sous  l'action  : 

De  l'attraction  de  Saturne; 

De  l'attraction  de  l'anneau; 

Et  de  la  force  centrifuge. 

Laplace  admet  que  la  section  méridienne  de  l'anneau  est  une  petite  ellipse 
ayant  son  centre  en  C,  et  dont  les  demi-axes  CA  et  CB  seront  représentés  par  a 
et  b.  Soient  Ox  l'axe  de  rotation  parallèle  à  CA,  et  passant  par  le  centre  0  de 
Saturne,  /  la  distance  OC,  ^  =  OP  et  y]  =  PN  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
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conque  N  de  la  surface  de  l'anneau,  a;  =  CQ  et  j  =  QN.  On  aura 

1  =  ^,        -0  =  1  + y. 
Soient  X,  et  Y,  les  composantes  de  l'attraction  du  corps  de  Saturne  sur  le 


C       .  B 


point  N,  X,  et  Y^  les  composantes  de  l'attraction  de  l'anneau  sur  le  même  point  N  ; 
on  devra  avoir,  tout  le  long  de  l'ellipse,  section  méridienne,  l'équation 


(0 


(Xi-i-  Xa)^?^  4-  (Yi4- ¥2+  (^H)d-n  =  o. 


On   pourra   négliger  l'aplatissement   de  Saturne  et,  par  suite,  supposer  sa 
masse  M  concentrée  en  0;  on  aura  donc 

X,  rf;  4- Y,  ^Y) --=  f  M  ^  V 
en  représentant  par  r  la  distance  ON,  et 

d'où 

Les  dimensions  transversales  de  l'anneau  sont  de  petites  fractions  de  /;  on 
pourra  donc  développer  en  série  l'expression  précédente  de  -?  et,  en  négligeant 

les  quantités  de  l'ordre  de  (  y  j   et  (-r  j  »  et,  afortiorii-\  >  (-y  j  »  on  trouvera 

I  I        r       r^       x^ 

I  dy        ly  dy       x  dx 

''7-~t  +  "75 7^' 


(2) 


Xj  dà,  -h  Y,  dn  --=  m 


X  d,j 


(  iy        I  \  xc 


Pour  calculer  Xg  et  Y^,  Laplace  considère  /  comme  très  grand  par  rapport  à  a 


ii8 
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et  b,  et  il  remplace  l'attraction  de  l'anneau  sur  le  point  N  par  l'attraction  exercée 
sur  le  même  point  par  un  cylindre  droit  indéfini  dans  les  deux  sens,  ayant  pour 
base  l'ellipse  AB,  et  pour  densité  constante  la  densité  p  de  l'anneau.  Quelques 
mots  d'explication  sont  nécessaires,  et  même  il  convient  de  faire  une  figure. 
Représentons  la  projection  sur  le  plan  de  l'équateur;  le  cylindre  LML'M'  ayant 
pour  base  la  section  droite  BB'  est  tangent  à  l'anneau  en  B  et  en  B';  me- 

Fig.  10. 


nons  des  plans  FF'  et  HH'  parallèles  à  cette  section  droite,  et  à  égale  distance  de 
part  et  d'autre,  cette  distance  étant  assez  petite.  Les  plans  en  question  détache- 
ront dans  l'anneau  des  parties  qui  ont  été  marquées  par  des  hachures,  et  dont 
les  attractions  sur  les  divers  points  de  la  section  droite  différeront  fort  peu,  en 
grandeur  et  en  direction,  des  attractions  exercées  par  les  parties  correspondantes 
B'BFF',  B'BHH'  du  cylindre.  Laplace  néglige  donc  l'attraction  exercée  par  le 
reste  de  l'anneau,  attraction  qui  diminue  rapidement  avec  la  distance;  cela 
sera  d'autant  plus  exact  que  BB'  sera  plus  petit  par  rapport  à  .OK'.  En  même 
temps,  il  étend  le  cylindre  à  l'infini  de  part  et  d'autre,  pour  avoir  des  résultats 
plus  simples.  C'est,  en  somme,  une  première  approximation  assez  grossière, 
qui  sera  complétée  plus  loin.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  a  vu  au  n°  29  que  les  compo- 
santes Xo  et  Ya  de  l'attraction  de  ce  cylindre  sur  le  point  {x,  y)  de  sa  section 
droite  ont  pour  expressions 


X, 


47:fpj 


on  aura  donc,  en  remarquant  que  d%  =  dx  et  di]  =  dv. 


(3) 


Xo  d^  -+-  Y,  dti  =:  —  4  Tif  p 7  -T  dx  ^  !\TlÏp r  Y  dv . 


On  a,  du  reste, 


(4) 


co^  /]  dr\  ^i  0)^  (  /  +  y)  dy. 
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Grâce  aux  formules  (  2),  (3)  et  (4),  l'équation  (i)  devient 

,.,     /fM      ,    „       ^     \     ^        ffM        ,,        /%    p       a  2fM  \"1 


On  a,  d'ailleurs, 
d'où 


a^        0- 


,„.  X  dx        V  dy 

La  comparaison  des  équations  (5)  et  (6)  donne 

Cette  relation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  y,  il  en  résulte 

(7)  >  Ct 


fM 


ou  bien 


ou  encore 


M  ab{b -~  a) 


3M 

b         l^ 


^Tipl'       {a+b){a'-+-3b'-) 


^    ''  47:p/-^        («4-0(3^2+1)  —  ""' 

U  =z  -  • 

a 

Le  premier  membre  de  l'équation  (8)  étant  positif,  il  doit  en  être  de  même  du 
second;  ainsi,  on  doit  avoir 

«  >  I,         b  ^  a, 

et  l'anneau  est  nécessairement  aplati. 

U  s'annule  pour  u==i  et  pour  «=  -+-oc;  dans  ces  limites,  U  reste  toujours 
positif  et  a,  par  conséquent,  au  moins  un  maximum;  on  trouve,  d'ailleurs, 

d\] —  S  là  -h  6  u'^  -i-  4  II-  ~\-  211  —  I 

dû  ~  («4- 1)2  (3  «M- 1)2  ' 

l'équation 

3 «*  —  6 <<^  —  4 "^  —  2u  -i-i  =  o 
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n'a  que  deux  racines  positives,  l'une  plus  petite  que  i,  l'autre  plus  grande  que  i  ; 
cette  dernière  a  pour  valeur  2,094.  •  •  ;  elle  correspond  à  un  maximum  du  second 
membre  de  l'équation  (8);  ce  maximum  est  o,o543.  Si  donc  on  a 


>  o,o54o, 


l'équation  (8)  n'aura  pas  de  racine  positive;  elle  en  aura  deux  dans  le  cas  de 

(9)  4^<°'°^^^' 

on  pourra  prendre  la  plus  grande  racine,  qui  est  supérieure  à  2,394,  et  corres- 
pondra à  un  anneau  plus  aplati,  afin  de  se  rapprocher  des  données  de  l'observa- 
tion. 

Soient  po  la  densité  moyenne  de  Saturne,  R  son  rayon;  la  condition  (9)  don- 
nera 

(.0)  IL>6,,4(5)'; 

on  trouvera  ainsi  : 

Pour  la  limite  intérieure  des  anneaux  brillants.     /=::  i,/|8R,         —  >  i  ,89, 

Po 

Pour  la  division  de  Cassini /=i,94R,         —  >o,8/i, 

po 

Pour  la  limite  extérieure  des  anneaux  brillants.     /  =  2,23R,         —  >o,55. 

Po 

Ainsi  donc,  pour  l'équilibre  d'un  anneau  élémentaire  placé  à  la  limite  inté- 
rieure des  anneaux  brillants,  sa  densité  devrait  être  presque  le  double  de  celle 
de  Saturne;  à  la  limite  extérieure,  une  densité  égale  à  la  moitié  de  celle  de  Sa- 
turne suffit  presque  à  assurer  l'équilibre. 

Il  convient  de  remarquer  la  formule  (7),  qui  montre  que  la  vitesse  de  rotation 
de  l'anneau  doit  être  la  même  que  celle  d'un  satellite  placé  à  une  distance 
moyenne  du  centre  de  Saturne  égale  au  rayon  de  l'anneau. 

64.  La  densité  de  l'anneau  nous  est  inconnue;  il  est  néanmoins  peu  probable 
qu'elle  soit  aussi  considérable,  surtout  à  la  limite  intérieure.  S'il  en  était  ainsi, 
l'équilibre  d'un  anneau  fluide  serait  impossible  sous  la  forme  géométrique  con- 
sidérée par  Laplace. 

L'application  du  théorème  de  M.  Poincaré  (n°  60)  permet  d'énoncer  une  con- 
clusion plus  générale.  En  effet,  d'après  ce  théorème,  si  l'anneau  fluide  tourne 
tout  d'une  pièce,  et  s'il  est  en  équilibre,  on  doit  avoir,  quelle  que  soit  la  figure 
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d'équilibre, 

0)^  <<  27Tfp  ; 

d'où,  en  vertu  de  la  relation  (7), 

M 


OU  bien,  en  introduisant  la  densité  moyenne  et  le  rayon  de  Saturne, 

Po       3  V  /  /   • 
Cela  donne  : 

Pour  la  limite  intérieure  des  anneaux  brillants. . .     p  >  — - 

^      4,9 

Pour  la  limite  extérieure  des  anneaux  brillants. . .     p  >  -^ 

'        16,6 

de  telle  sorte  que,  s'il  était  prouvé  que  la  densité  de  l'anneau  est,  à  la  partie 

intérieure  ou  à  la  partie  extérieure,  inférieure  k-p-  ou  à^^,  cet  anneau  ne 

pourrait  rester  en  équilibre  sous  aucune  figure.  Il  devrait  forcément  se  diviser 
en  fragments  se  mouvant  autour  de  Saturne,  indépendamment  les  uns  des 
autres.  On  se  trouverait  ainsi  amené  à  une  hypothèse  émise  par  Cassini  en  1715 
et  reprise  par  Maxwell  en  i856,  d'après  laquelle  les  anneaux  de  Saturne  seraient 
formés  d'une  multitude  de  satellites  très  rapprochés,  circulant  autour  de  la  pla- 
nète. Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  un  Chapitre  spécial. 

65.  Laplace  a  fait  la  remarque  que,  si  l'anneau  de  Saturne  avait  la  régularité 
supposée  au  n'^63,  son  équilibre  serait  essentiellement  instable;  il  serait  troublé 
par  la  force  la  plus  légère,  l'attraction  d'un  satellite  par  exemple,  de  sorte  que 
l'anneau  finirait  par  se  précipiter  sur  la  surface  de  Saturne.  Pour  le  montrer. 

Fis;.  II. 


imaginons  (y?^.  11)  que  l'anneau  soit  simplement  une  ligne  circulaire  homo- 
gène CD,  et  que  le  centre  S  de  Saturne  soit  dans  le  plan  du  cercle,  à  une  cer- 
T.  —  II.  16 
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taine  distance  de  son  centre  0.  Menons  la  corde  AB  perpendiculaire  sur  OS,  et 
traçons  deux  droites  infiniment  voisines  par  le  point  S,  qui  découperont  sur  la 
circonférence  les  arcs  MM'  et  NN'.  Les  attractions  de  Saturne  sur  ces  petits  arcs 
seront  entre  elles  dans  le  rapport 

mm;  .  nn;  _  sn 

SM       SN         *^ 

L'attraction  de  Saturne  est  donc  plus  grande  sur  MM'  que  sur  NN';  si  l'on 
prend  les  composantes  de  ces  deux  attractions  suivant  la  droite  OS,  la  pre- 
mière sera  plus  grande  que  la  seconde.  Or  on  peut  transporter  ces  forces  au 
point  0;  la  première  tendra  à  éloigner  0  de  S,  la  seconde  tendra  à  l'en  rappro- 
cher. On  pourra  en  dire  autant  pour  tous  les  arcs,  tels  que  MM'  etNN',  dans  les- 
quels on  peut  décomposer  la  circonférence,  et  l'on  voit  que  la  résultante  géné- 
rale des  attractions  de  Saturne  sur  tous  les  points  de  l'anneau  tendra  à  éloigner 
le  point  0  du  centre  de  Saturne.  Les  choses  se  passent  comme  si  le  centre  de 
Saturne  repoussait  celui  de  l'anneau;  l'anneau  finirait  par  se  précipiter  sur  la 
planète. 

Laplace  en  conclut  que,  puisque  les  anneaux  se  maintiennent,  ils  doivent 
avoir  une  forme  un  peu  irrégulière.  Herschel  avait  déjà  constaté  certaines  iné- 
galités dans  les  figures  des  anneaux;  d'après  Laplace,  la  stabilité  pouvait  être 
déterminée  par  les  irrégularités  en  question. 

Maxwell  a  étudié  la  chose  de  près,  par  le  calcul,  et  le  résultat  auquel  il  est 
arrivé  est  contraire  aux  prévisions  de  Laplace. 

66.  Calculs  de  Maxwell  sur  le  mouvement  d'un  anneau  rigide  autour 
de  Saturne.  —  Nous  supposerons  (y?^.  12)  cet  anneau  symétrique  par  rapport 


à  un  plan  passant  par  le  centre  de  gravité  S  de  Saturne,  et  que  nous  prendrons 
pour  plan  de  la  figure.  Soient  C  le  centre  de  gravité  de  l'anneau.  M'  sa  masse. 
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M  celle  de  Saturne,  G  le  centre  de  gravité  de  l'ensemble.  Les  trois  points  S,  G, 

G  seront  toujours  en  ligne  droite,  et,  si  l'on  représente  par  r  la  distance  SC,  on 

aura 

M'  M 

SC=r,         SG  =  „      „,  / ,         CG 


M  +  M'    '  M  +  M' 

Soient  BCB'  une  droite  liée  invariablement  à  l'anneau,  SX  une  direction  inva- 
riable, 

XSC  =  9,        DCS  =  9,        d'où        XDC  =  9  +  9. 

Cherchons  l'expression  de  la  force  vive  2T  de  l'ensemble  de  la  planète  et  de 
l'anneau,  dans  le  mouvement  relatif  autour  du  point  G,  ce  mouvement  étant 
rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  G^c,  Gy,  de  directions  invariables,  dont  le 
premier  est  parallèle  à  SX.  Cette  force  vive  se  composera  de  trois  parties  : 

Celle  de  la  masse  M,  laquelle  est 


Wr     Y  de 


]■ 


celle  de  la  masse  M'  supposée  concentrée  en  C,  laquelle  est 


enfin  la  force  vive  de  l'anneau  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  son  centre 
de  gravité  C;  ce  mouvement  consiste  en  une  rotation  autour  d'un  axe  mené  par 
le  point  C  perpendiculairement  au  plan  de  la  figure.  Si  l'on  représente  par  M'^^ 
le  moment  d'inertie  de  l'anneau  par  rapport  à  cet  axe,  la  force  vive  dont  il  s'agit 
est 

On  aura,  en  réunissant  les  trois  parties  ci-dessus, 

jm[_(dr^  d_B^\  ^dj       d_^\^^ 

M  +  M'V^i^  dt^)^^^"  \dt^  dt) 

Désignons  par  fMV  la  fonction  des  forces  ;  elle  provient  des  actions  de  la  masse 
M  concentrée  en  S  sur  les  divers  éléments  de  l'anneau,  et  des  attractions  mu- 
tuelles de  l'anneau  ;  V  ne  dépend  donc  que  de  r  et  ç,  quantités  qui  suiBsent  à  dé- 
terminer la  position  du  point  S  par  rapport  à  l'anneau;  ainsi  V  est  indépendant 
de  0,  et  les  équations  de  Lagrange  {voirXen^  3  de  l'Introduction  du  tome  I)  don- 
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neront,  en  tenant  compte  de  l'expression  trouvée  plus  haut  pour  T, 

MM'     d^r         MM'        dQ^     \^,  dY 


M  -F  M'  dt''        M  +  M'     df  dr 


dr  ocp 


OU  bien 


(lO 


™'         dB               (dB       d^\-\ 
M  +  M''    d}^^"   \dt^  dt)\ 

= 

^'-"Z;''  =  «Z' 

M'l(-S)       =-'(---)^5^ 

"'(S? -'■§)=  f(«-M') 

dY 
dr 

o, 


On  n'aura  à  considérer,  dans  la  fonction  des  forces  fMV,  que  la  partie  qui  se 
rapporte  à  l'attraction  du  point  S  sur  les  divers  éléments  de  l'anneau;  la  por- 
tion qui  provient  des  attractions  mutuelles  de  l'anneau  est  en  effet  constante, 
indépendante  de  r et  9;  V  se  trouvera  ainsi  représenter  le  potentiel  de  l'anneau 
sur  le  point  S. 

67.  Cherchons  d'abord  les  conditions  sous  lesquelles  le  mouvement  peut 
avoir  lieu,  de  façon  que  le  centre  de  Saturne  conserve  toujours  la  même  position 
par  rapport  à  l'anneau.  On  devra  donc  avoir 

r  =  consl. -= /"o,        9  — -  const.  =  9o; 

-T-  et  -j-  auront  aussi  des  valeurs  constantes  que  nous  représenterons  par  (  y:  ) 

et  (  -^-  j  •  Les  équations  (11)  donneront  alors 


M'/i^!--f(M  +  M')(^)^, 


df 


On  en  conclut 

(12)  dt  M'/-o     V^'Vo  \^9/o 

(  B—iùt. 

On  voit  que,  dans  le  mouvement  en  question,  le  rayon  SC  tournera  d'un  mou- 
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vement  uniforme  autour  du  point  S,  entraînant  avec  lui  l'anneau  rigide  dont 
chaque  point  restera  à  une  distance  constante  de  S. 

Si  les  conditions  (12)  ne  sont  remplies  qu'à  peu  près,  le  mouvement  réel 
s'écartera  du  mouvement  simple  considéré.  Les  écarts  pourront  être  périodiques 
et  rester  toujours  très  petits,  auquel  cas  le  mouvement  sera  stable  dynamique- 
ment. Il  pourra  arriver  au  contraire  que  le  dérangement  aille  en  croissant  de 
plus  en  plus,  de  manière  à  altérer  profondément  le  système. 

Nous  allons  étudier  les  conditions  de  stabilité.  Dans  le  mouvement  troublé, 
nous  supposerons 

(i3)  r—r-Q-hri,         9=;w<  +  9,,         9  =  90+91, 

To,  0),  cpo  désignant  des  constantes,  r, ,  0,  et  9,  des  fonctions  inconnues  de  t.  Le 
système  étant  supposé  écarté  très  peu  de  la  position  qui  répond  au  mouvement 
simple  considéré  d'abord,  r,,  6,  et  9,  commenceront  par  être  de  petites  quan- 
tités dont  nous  négligerons  les  carrés  et  les  produits  de  deux  dimensions;  nous 

supposerons  aussi  que  -j^i  —j  et  -~  sont  de  petites  quantités  de  même  ordre 

que  r, ,  G,  et  ç,.  Nous  aurons  dans  ces  conditions 


ou  bien,  en  posant 

(i4) 

et  ayant  égard  aux  relations  (12), 


dr 

=  {ér),-^^- 

ît 

-r           l-^- 

'^^-OK 

=  ?fL 

-^-'           \dr 

^970-^^'' 

dV 

«'MVo 

dr  ~ 

f(M-}-M')    '    ^''  '  '^'^^" 
arLri-h^9i. 

Les  équations  (i  i)  donneront  ensuite 

/  M'  (^2co/-o  ^j  +  ri  ^)  +  f(M  +  M')G)lI,-,+  .X9O  =0, 

}         /d^r  dO  \ 

'^'^'(^*+S^)  -  fM(01Lr.+  .)ï,9,)=3o; 
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c'est  un  système  de  trois  équations  linéaires  du  second  ordre,  à  coefficients  con- 
stants, pour  déterminer  les  fonctions  inconnues  r,,  0,  et  9,. 

68.  Pour  les  intégrer,  nous  supposerons,  conformément  à  la  méthode  géné- 
rale, 

(16)  r,  r=Jl,E^',         01  =1)1.  E^',         9i=raE^S 

en  désignant  par  x,  Di>,  3,  v  des  constantes,  et  par  E  la  base  des  logarithmes  né- 
périens. Si  nous  substituons  ces  expressions  dans  les  équations  (f  5),  nous  trou- 
verons, après  suppression  du  facteur  E^S 

i       Jlo[2co/-ovM'-i-f(M  +  M');)n^]    +   ill>/-^v2M'  -haf(M  +  M')^:t:zo, 

(17)  X[(v2-co2)M'-f(M  +  M')41]-2all,wrovM'--3f(M-i-M')3ri.  =  o, 

(  — ciUfMOlL  +    ii!,A-2v2M'  ■\-e{k'Mm'  —  m3f^)  —  o. 

L'élimination  de  x,  i)5>,  a  entre  ces  trois  équations  homogènes  donne  une 
équation  du  sixième  degré  en  v,  dans  laquelle  les  coefficients  des  puissances  im- 
paires sont  identiquement  nuls.  Cette  équation  est  donc  de  la  forme 

(18)  y2(Av*+Bv2  +  C)=o, 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

[  A  —  M'^/c^rl 

(19)  !  B  =  3M'-/c-/-2co2  -  t'M'(M  -H  M')  ^k'rl  -  fM'  [(M-h  M')^-^  +  Mr^]  dL, 

{  G===M'[(M  +  M')A:2  — 3Mrglf3i:,w2  +  fî(M  +  M')[(M  +  M0A-2  +  Mr2](J^o%---.m2). 

Nous  apercevons,  dans  l'équation  (18),  la  racine  double  v  =  o,  avec  laquelle 
il  faut  prendre,  comme  on  sait,  au  lieu  des  formules  (16), 

ri  —  X  +  X't,         9^z=M\y-^^i\y't,         91  =  9+ S'^. 

Si  l'on  substitue  ces  expressions  dans  les  équations  différentielles  (i5),  et 
qu'on  égale  à  zéro  les  parties  constantes  et  les  coefficients  de  t,  on  trouve  des  re- 
lations d'où  l'on  tire  aisément 

civ>   ^ii:  O,  c^   '■:^^  O,  c^  ::::  —  -— — -   cAd, 

C/t) 

■  X     /   M  +  M^  D1V^-J^% 
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Les  expressions  précédentes  de  r,,  0,  et  cp,  deviennent  ainsi 


(20) 


9,  =  1)'^  H f — — — ^ coM  ^. 

2  w  To  \        M'  3^ 


Ces  formules  contiennent  les  deux  constantes  arbitraires  -A,  et  nb. 
L'équation  (18)  donne  ensuite 

(21)  Av*  +  Bv^  +  Ctno; 

soient  v<,  Vg—  —  v,,  Vj  et  V4  =  —  V3  les  racines  de  cette  équation  bicarrée,  =.1,,, 
■vl>o,  e.i-3,  ..l>j,  ii!>,,  ...  les  valeurs  correspondantes  de  Jl,,  i)\),  G;  les  formules  (17) 
déterminent  les  rapports 

"''t    •%  ^i;^    

T~  —    "  A     —  ^" 

et  l'on  aura  la  solution 

ir\=      c^,E^'+      ciUjE^M-      Jl,3E^'+      =.1>4E^', 

(22)  j  Oi  =  X,.l>iE^'  H-  X,c.l>2E"^«  +  Xg^l-sE^'  +  >.4.il,4E^S 

(    9iZIZ|ULi.l,,E^'  +  iJL2.l,2E^'H-fJl3.!l,3E^'  +  jJl4.l,4E^', 

qui  contient  les  quatre  constantes  arbitraires  Xt,  ai-o,  ci>3,  ^i-*.  En  ajoutant  res- 
pectivement les  valeurs  (20)  et  (22),  on  aura  des  expressions  de  r,,  0,  et  ç, 
contenant  six  constantes  arbitraires;  ce  sont  les  intégrales  générales  des  équa- 
tions (i5).  Il  n'y  aura  pas  à  se  préoccuper  de  x  et  de  tjI,  qui,  si  l'on  se  reporte 
aux  formules  (i 3)  et  (20),  ne  feront  que  modifier  les  constantes  Tq,  Oo,  90  ^t  co. 
On  déterminera  les  constantes  arbitraires  en  écrivant  que,  pour  t  =  o,  r,  Ô,  (^, 

-3- •>  -j- •>  -?-  ont  des  valeurs  données  supposées  très  petites;  il  en  résultera,  pour 
cJU,,  ol,2,  cii.3,  «il>4,  des  valeurs  très  petites  aussi,  de  sorte  que  r,  G  et  9  resteront 
toujours  petits,  si  les  racines  v,  et  V3  sont  de  la  forme  b  y--  1,  auquel  cas  les 
exponentielles  E^'S  E^^S  E''^',  E''^'  se  changeront  en  des  sinus  ou  des  cosinus. 

Si  les  racines  étaient  réelles,  on  aurait  des  exponentielles  croissant  au  delà  de 
toutes  limites.  Enfin,  si  les  racines  étaient  imaginaires  et  de  la  forme  a  -f-  b  y  —  i , 
les  expressions  de  r,  0  et  9  comprendraient  des  termes  périodiques  dont  les  coef- 
ficients iraient  en  croissant  indéfiniment. 

Donc,  pour  que  les  valeurs  de  r,  0,  9  restent  toujours  très  petites,  il  faut  que 
les  deux  valeurs  de  v^  tirées  de  l'équation  (21)  soient  réelles  et  négatives, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

AB>o,        AOo,        B*  — 4AG>o. 
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69.  Application  à  un  anneau  circulaire  hétérogène,  de  dimensions 
transversales  infiniment  petites.  —  Soient  {fig.  i3)  0  le  centre  de  l'anneau, 
C  son  centre  de  gravité,  OC  =  A,  5  =  OB  le  rayon,  ^  l'angle  que  fait  avec  OC  un 


rayon  quelconque  ON,  p  la  densité  de  l'anneau  au  point  N.  Le  théorème  de  Fou- 
rier  permet  d'employer  pour  représenter  p  en  fonction  de  -j»  un  développement 
de  la  forme 

(23)        p  = (  «o  +  aa,  cost];  4-  apj  sm^j/  -\ — ^  00824»  H P  sin2(];  +...), 

2  715   \  o  o  J 

OÙ  a,  et  j^,  désignent  des  constantes.  L'élément  de  masse  en  N  est  f^sd'\.  On 
devra  donc  avoir 

0 

et,  en  appliquant  le  théorème  des  moments  par  rapport  à  OC  et  à  une  droite 
menée  par  le  point  0  perpendiculairement  sur  OC, 

'         5^p  C0S4' «f^'— M'^,  /         S^ ^ 'èXW'^  d^  Tn  o . 

0  «^0 

Si,  dans  les  trois  intégrales  précédentes,  on  remplace  p  par  son  expres- 
sion (23)  et  qu'on  effectue  les  intégrations,  on  trouve 


«0   =1, 


«1 


(3i  =  o. 


Le  moment  d'inertie  de  l'anneau  par  rapport  à  un  axe  perpendiculaire  à  son 
plan  passant  par  le  point  0  est  évidemment  M'^-;  le  moment  relatif  à  un  axe 
parallèle  au  précédent  mené  par  le  centre  de  gravité  C  a  été  désigné  parM'i?:^. 
Un  théorème  connu  donne  la  relation 


M'52^M'F  +  M7i2, 
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d'où 
Cherchons  le  potentiel  V  de  l'anneau  sur  le  point  S;  faisons 

Nous  aurons 

A^  =  5-  -h  r'^ —  2r's  008(4^' —  <]/)  ; 

d'où,  en  développant  suivant  les  puissances  de  la  quantité  — 5  que  nous  suppose- 
rons petite,  et  négligeant  son  cube. 

On  a  ensuite 

d'où,  en  remplaçant  p  et  ^  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 

M'  f'^  r     /■'  /■'*     3/"'^  1 

X  (  I  H-  2  ai  cos ^|;  +  -^  «2  cos  2  tL  H-  ^  (3s  sin  2  (jy  j  rftj'. 

Si  l'on  effectue  les  intégrations,  il  vient 

M' r  /•'  r'^  "I 

Vr=  —    1  +  a,  —  cos'.}^'-!-  -^-^  (i  +  «2  cos 2 1]^' H-  [Sj  sin2«];')    . 

Soient  9  l'angle  SCD  et  r  la  distance  SG;  le  triangle  OSC  de  lay?^.  i3  donne 
immédiatement  les  relations 

r'cos4''=  /*  —  /cos  9,         r'  sin^*'  =  /•sin9. 

Si  l'on  tire  de  là  les  valeurs  de  /-'cos'l',  r'^cos2'y,  r'-sin2'|'  et  /-,  pour  les 
porter  dans  l'expression  précédente  de  V,  elle  devient 


v  =  ^[ 


h  —  /•  ces  o        /i-  4-  /"^  —  2  hr  cos  9 

I  4-  a, H - 


s  4-«^ 

(24)        { 

h- — 2^rcos9  +  r*cos2  9       _    2/irsin9  —  /•*sin29~| 

""' -J?  '^^'  4^^  J' 

Telle  est  l'expression  de  V,  fonction  de  r  et  de  9,  qui  doit  figurer  dans  les 
T.  -  II.  17 
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équations  (ii).  Nous  supposerons  qu'à  l'origine  le  centre  de  figure  de  l'an- 
neau coïncidait  avec  le  centre  de  Saturne,  ce  qui  entraîne  les  relations  ipo  =  o. 
To  =  A;  nous  aurons  donc 

(26)  cpf,z=zo,         h=z  ro  =  oc^s,         k^  =  s^{i  —  a^). 

Nous  tirerons  ensuite  aisément  de  la  formule  (24) 

/aV\  _      M'a,  /dy\  _ 


(26) 


d'Y  \       _  M'  ■       M'       ^ 

^^  =  —7:1:3    P2''0  =  —   —2   «1P2» 


àr  d(f>Jo  2s^  ^  2  5^ 

d'Y\        ^        M'     3/  2s     \       M'    ,,„ 

L'une  des  formules  (12)  donne  d'ailleurs 

M  +  M' 


(27)  a)2  =  f- 

Si  maintenant,  dans  les  formules  (19),  on  remplace  r^,  k-,  4^,  oïL,  ^  par  leurs 
valeurs  (25)  et  (26),  et  en  même  temps  f  par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  (27), 
on  trouve 


M'^5*aî~'       ''"'■ 


7^  =  «^['-«î-^mTm'^'^^-^-^>]' 

^  =  ^  ^*  [(I  -  «?  )  (9  -  «1  -  (5D  +  ^^  aU-  15  +  8a, -  al  -  PI)] 


M 

Dans  ces  valeurs  de  A,  B,  G,  on  pourra  remplacer  ^r| — ^  par  l'unité,  car  le 

M' 
rapport  ^  de  la  masse  de  l'anneau  à  celle  de  Saturne  est  certainement  très  petit. 

L'équation  (21)  deviendra  ainsi 

(28)  (i_a^)(^^y+(^i_Ë«J  +  L«ja,)(^y  +  ^(9-2/i«?-«I-(3|  +  8a?a,)=o. 

70.  Rappelons-nous  que  l'expression  de  la  densité  est 

/      X  M'  /  ,        2a2  ,        2Ô2    .       ,\ 

(29)  p  = (  I  +  2ai  costi'  H — ij-  COS24;  -\ — ~  sm2q>  1 . 
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Si  l'anneau  est  homogène,  on  a 

«1  =  0,         1X2  =  0,         (32  =  0; 

par  suite,  A  =  B  =  C  =  o,  et  il  faut  remonter  aux  équations  (17),  qui  donnent 

v-  =  «2-4-  f -, 

ainsi  v-  serait  réel  et  positif,  ce  qui  démontre  l'instabilité  de  l'anneau  homo- 
gène. 

Supposons,  en  second  lieu, 

ota  =  o,  (32  =  0; 

l'équation  en  v  se  réduit  à 

Les  trois  coefficients  A,  B,  C  devant  avoir  le  même  signe  pour  que  les  valeurs 
de  v^  soient  négatives,  il  faut  d'abord  que  a^  remplisse  l'une  des  deux  conditions 

aj<  0,3-5         ou  bien         aj  >  i  ; 

pour  que  les  valeyrs  de  v^  soient  réelles,  il  faut  que  l'on  ait 

71a* — I  ]2aJ -h  32  <  o, 
d'où 

0,374  73  <;  «1  <;  1 ,20273. 

Il  faudra  donc,  pour  la  stabilité,  que  a^  soit  compris  entre  0,87473  et  0,875, 
ou  bien  entre   i  et  1,20278;  mais  ces  valeurs  sont  encore  impossibles,  car,  la 

densité 

M' 
p  = (i  +  2aiC0S  J>) 

devant  être  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  j»  et  notamment  pour  ^  =  180**, 

on  doit  avoir 

2  ai  -<  I,         «1  <  0,25. 

Supposons,  en  troisième  lieu,  que  a,  et  ^o  ne  soient  pas  nuls,  et  cherchons 
s'il  est  possible  de  déterminer  les  trois  constantes  a,,  a^  et  (B,  de  manière  que 
les  quatre  racines  de  l'équation  (28)  soient  de  la  forme  bv—  i.  et  que  l'ex- 
pression (29)  de  p  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  de  "l*.  Maxwell  n'a  pas 
résolu  la  question;  je  l'avais  signalée  à  M.  Radau,  qui  en  a  donné  la  solution 
simple  et  complète  que  l'on  va  lire. 

71.  On  peut  toujours,  en  changeant  au  besoin  le  sens  de  l'axe  des  x,  suppo- 
ser a,  >>  o.  En  écartant  le  cas  où  les  coefficients  A,  B,  C  seraient  négatifs,  ce  qui 
donnerait  a,>>i,  condition  incompatible  avec  p  >»  o,  comme  nous  le  verrons 
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bientôt,  les  conditions  à  remplir  sont  les  suivantes 


I  —  aj  >  o,         I «il^  —  a2)>o, 


(«) 


(6) 


I  I— ^  aî(5  — «Oj 


>  9  —  2^(x\  —  xl  —  ^l-\-8(x\(Xi'>  o; 


I  +  2  a,  cos  1^  H-  ô  «3  cos  2^-\-  -x^i  sin  2  4^  >  o, 

quel  que  soit  <\>. 
En  attribuant  à  '|  les  valeurs  90°  et  180**,  l'inégalité  (b)  donne 

„  3  +  2  a,  ,  „ 

à  —  2a2>o,         «!< ^^ — ^j         donc         c)  +  2a2>o« 

On  trouve,  par  la  substitution  ^  =  180°  ±:  45°, 


d'où 


«iV^2-+-  ^v/(^|<i, 


«1<  -7=; 

V2 


en  faisant  enfin  ^  =  180°  ±  60°,  et  prenant  la  demi-somme  des  deux  résultats, 
il  vient 

I 

a, <i  —  ô  «2» 

Cette  condition,  jointe  à  la  seconde  inégalité  (a),  donne 

2aj4-3aJ<2,         2ai<<  1,397. 
Il  convient  de  faire 

(c)  I  —  2a,  ^  a,         I  —  (x^^^^^)         ^  —  P  ^=  y* 

On  trouvera  sans  peine,  en  partant  des  résultats  précédents, 

1   o<a<i,         a2<a;  ^\l^\<.\ —sl \ —cf.-=- -> 

^  I  4-  y  1  —  a 

9  '  '^  9  '  "*        I  -i-  a 


(rf) 


1^5  o       3 

g<[3<3,  x  +  2[3>^; 


«!< 


5  —  8(3 


6 


2+4P 


oc   >  1 


(5  — 8|3)^ 


a  >  I 


(!  +  2[3)2 
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Par  l'introduction  de  a,  [3  et  y,  les  inégalités  (a)  deviennent 

(A)  I  -h  a>  o, 

(B)  a(3-h7>o, 

(C)  47(n-2[3)>^[31, 

(D)  [f^Ë^  +  A(31>4-/(i+.2^). 

Puisque  i  h-  2^  >>  o,  l'inégalité  (C)  donne  y  >  o,  donc  a  ^  p.  D'autre  part, 
la  formule  (D)  peut  s'écrire 

(E)  4[3  +  9[3^>a(4+6(3-6p^)  +  aH3  +  6[3-;3^)-  '-^  ^l; 
d'où,  en  remplaçant  ^^  P^ï*  1^  quantité  plus  grande  j  ce, 

» 
or  il  est  aisé  de  vérifier  que  les  coefficients  de  a  et  de  a^  sont  positifs  quand  p 

demeure  compris  entre  —  ^  et  4-  ^;  on  a  donc 

•      4(3+9P^>o,        d'où        (3>o. 

Si,  dans  la  même  inégalité  (E),  on  remplace  ^l  par  la  quantité  plus  grande 
9     «'- 


2  1  -t-  a 


,  il  vient 


(F)  4(3+9[3^>a(4  +  6(3-6(3^)  +  a^('|+6^-(3^V 

d'où,  en  remplaçant  a-  par  a|i,  ce  qui  est  permis  parce  que  le  coefficient  de  a'^ 
reste  positif  dans  les  limites  de  variation  de  p, 

4[34-9P^>^(4+f  ?-[3^), 
ou  bien 

4 

on  déduit  de  cette  inégalité  (3  <<  o,  1 34- 

Reportons-nous  maintenant  à  l'inégalité  (F),  et  remplaçons-y  p  par  0,1 34 
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dans  le  premier  membre,  et  par  o  dans  le  second;  nous  trouverons 

3 
0,697  >  4a  +  7  «^ 

d'où  

a<o,i69,         \/i  —  a>o,9i2,         i  —  y/i  —  a  <  0,088, 

et  par  suite,  en  vertu  des  formules  (cl), 

-(3^<o,oo77,  -  j3|  (i -h  a)  <  0,0101 . 

9  ^ 

Mais  on  peut  écrire  (E)  comme  il  suit,  en  y  remplaçant  a  par  (^  -h 

(G)  i-t^(3|  +  (3^>/iy(i  +  f3)(i  +  2(3-i(3^)+3y^(^i  +  2(3-ip^), 

OU  bien,  en  mettant  pour  p  sa  limite  o,i34,  dans  le  premier  membre,  et  o  dans 
le  second, 

o,oio4>4y  +  Sy", 
d'où 


(  ♦ 


y  <  0,0026,         a  t=  (3  +  y  <o,  i36,         y/i  —  a  >  0,929, 

-(3*<o,oo5o,         -[3^(1  + a)  <  0,0064. 
9  2 

Mais  (E)  donne,  en  y  remplaçant  ol^  par  a^, 

(H)  4(3  +  9[3^+^(3|>a(4  +  9(3-(3'); 

en  remplaçant  - — -  (3*  par  0,0064,  et  a  par  sa  limite  inférieure  i  —  ~o^' 
on  a  une  inégalité  d'où  l'on  tire  j3  <[o,t3i.  La  répétition  du  calcul  pour  y  con- 
duit à 

y<o,ooi3,         a<o,i32,         -j3^<o,oo47. 

Si  l'on  introduit  dans  (H)  l'autre  limite  inférieure  de  a,  savoir  i  —  8  -  ~^  ^ ^  '  > 
on  obtient 

0,0060  +  4(3  +  9(32  >  i  (i  —  32  (3—  32  (3^) (4  -^-  9(3  —  (3^), 

ce  qui  entraîne  la  condition  ^  >■  0,024.  La  même  limite  de  a  donne  directement 

r<9a  +  32[3  +  32(32<  4ia  +  32a^ 
d'où  a  >  0,024.  On  obtient,  en  résumé,  les  limites 
(I)      0,024  <  a<o,i32;         o.024<  (3<o,i3i  ;         y<o,ooi3,  -P^<-o,oo47, 
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qui  entraînent  les  suivantes 

(J)     i,3i7  <  2ai<  1 ,397,       0,82  < -^  a2<  0,60;      :^  y^j3^  <  0,068;       o,66<-<o,70. 

On  voit  que  la  valeur  absolue  du  coefficient  de  sin2'j'  dans  l'expression  de  p 
doit  être  très  petite;  celle  du  coefficient  de  cos2'>|;  est  plus  élevée,  mais  elle  ne 
dépasse  guère  le  tiers  du  coefficient  de  cos-j».  Il  en  résulte  immédiatement  que 
la  densité  p  éprouvera  des  variations  considérables  aux  divers  points  de  l'anneau, 
ce  qui  est  incompatible  avec  les  observations. 

Les  inégalités  (C)  et  (D)  donnent,  comme  on  le  voit  aisément,  en  négli- 
geant y^. 

Lors  donc  qu'on  aura  choisi  des  valeurs  de  a,  ^  et  ^.2  satisfaisant  aux  condi- 
tions (I),  il  restera  à  voir  si  elles  vérifient  aussi  les  inégalités  (H);  les  limites 
des  paramètres  sont  très  resserrées,  comme  on  le  voit  immédiatement  pour  a,. 

Prenons,  par  exemple, 


d'où 


2ai=?ô>  -ô  «2  =  +  0,87093,         ^  (Sj  = -h  o , o3o  00, 


a=-,  (3^0,11090,  y  =  0,000  21 


les  conditions  (H)  reviennent  à 

0,000  288  5  >  0,000  256  6  >  0,000  253  I, 
lesquelles  sont  évidemment  satisfaites.  On  a  alors  , 

2  TXS 

-Tjrjp-  P  =:  I  H-  1 ,  333  33  ces ^  -\-  o,  870  98  ces  2 1|;  +  o , o3o  00  sin  2  4» ; 

p  a  un  minimum  positif  (o,oo475)  pour  '>j^  =  i49^,5;  voici  quelques  valeurs 
de-^p: 

.  21ZS  21tS 

o  o 

0 2,704  449 0,00477 

90 0,629  4^9;S 0,00475 

130 0,048  150 0,00479 

140 0,014  160 0,011 

147 o,oo5  24  180 o,o38 

148 0,00491  270 0,629 

Remarque.  —  Il  convient  peut-être  de  justifier,  en  quelques  mots,  le  dévelop- 
pement de  V  par  rapport  à  r,,  ç,,  dont  nous  avons  fait  usage  plus  haut  (p.  i25). 
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Posons 


ro+/-,,  cp  =  cpo+9i,  0  =  00-+- 


où  r,,  9,,  0,  désignent  des  termes  périodiques,  tandis  que  r^,  Ço»  '^o  sont  de  la 
forme  a  -h  ht.  Les  équations  (11)  donnent  alors 


(¥)o  =  °' 


dt    -  ""'  '■"  V  ^^  ;  "  M/      V  àr 


et  les  deux  premières  relations  prouvent  que  r^  et  (po  sont  nécessairement  des 
constantes,  de  sorte  que  l'on  retombe  sur  les  conditions  ai.'=o,  s'  =  o  delà 
page  1 26,  qui  permettaient  de  considérer  r, ,  cp,  comme  des  quantités  qui  restent 
très  petites.  Mais  les  constantes  To,  90  et  le  coefficient  de  t  dans  Ô,,  ne  seront  pas 
les  mêmes  dans  le  mouvement  troublé  et  dans  le  mouvement  primitif.  Les  con- 
stantes C,  H  de  l'intégrale  des  aires  et  de  celle  des  forces  vives, 

pourront  donc  aussi  être  altérées.  On  trouverait  des  conditions  de  stabilité  très 
différentes  en  limitant,  par  exemple,  les  variations  à  celles  qui  n'altèrent  pas  la 
constante  C. 

Maxwell  a  traité  seulement  le  cas  d'un  anneau  circulaire  homogène  surchargé 
d'une  certaine  masse  en  un  de  ses  points.  Il  a  trouvé  que,  pour  assurer  la  sta- 
bilité, cette  masse  additionnelle  devait  être  considérable;  il  faut  en  effet  que 
le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  soit  à  une  distance  du  centre  de  figure 
comprise  entre  o,8i585  et  0,8279^.  Il  remarque  que  l'apparence  des  anneaux 
n'indique  en  rien  une  irrégularité  aussi  grande,  et  que,  par  conséquent,  l'hypo- 
thèse de  la  solidité  des  anneaux  est  tout  à  fait  improbable.  Il  nous  semble  que  la 
conclusion  devient  plus  légitime  quand  on  tient  compte  du  complément  apporté 
par  M.  Radau. 

Maxwell  fait  remarquer,  d'autre  part,  qu'à  ne  considérer  que  la  grandeur  des 
anneaux  et  leur  minceur  extrême,  il  est  presque  évident  qu'ils  ne  peuvent  pas 
être  solides.  Un  anneau  de  fer  placé  dans  de  telles  conditions  deviendrait  semi- 
fluide  sous  l'action  des  forces  considérables  auxquelles  il  serait  soumis,  et  nous 
n'avons  pas  de  raison  de  supposer  que  les  matériaux  qui  constituent  les  anneaux 
résistent  beaucoup  plus  à  la  compression  que  les  corps  que  nous  rencontrons  à 
la  surface  de  la  Terre. 

M.  Hirn  s'est  placé  à  ce  dernier  point  de  vue  de  la  résistance  énorme  que  devrait 
offrir  un  anneau  solide,  dans  un  Mémoire,  paru  en  1872,  Sur  les  conditions 
d'équilibre  et  sur  la  nature  probable  des  anneaux  de  Saturne.  M.  Hirn,  qui  n'avait 
pas  connaissance  du  travail  de  Maxwell,  est  arrivé  aux  mêmes  conclusions. 
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72.  Nous  avons  fait  ressortir  dans  le  n°  63  l'approximation  assez  peu  satis- 
faisante de  la  méthode  de  Laplace  pour  déterminer  la  figure  des  anneaux  de 
Saturne;  l'attraction  exercée  par  un  des  anneaux  sur  un  point  de  sa  surface 
est  remplacée  par- celle  d'un  cylindre  elliptique  indéfini,  et  l'on  ne  voit  pas 
clairement  l'influence  des  termes  que  l'on  néglige  ainsi. 

M'"*  Sophie  Kowalevy^ski,  déjà  connue  par  de  beaux  travaux  mathématiques, 
a  apporté  un  complément  heureux  à  l'œuvre  de  Laplace  (').  Elle  considère  un 
anneau  homogène  engendré  par  une  courbe  plane  ABA'B'  {fig.  i4)  tournant 


Fig. 

14. 
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autour  d'un  axe  Sa?  situé  dans  son  plan  et  passant  parle  centre  de  S  de  Saturne. 
La  courbe  méridienne  est  supposée  symétrique  par  rapport  à  l'axe  S/ perpendi- 
culaire à  S^,  et  peu  différente  d'une  ellipse  qui  aurait  pour  axes  AA'  et  BB'.  Il 
s'agit  de  déterminer  cette  courbe  de  manière  que  le  fluide  soit  en  équilibre  à  la 
surface  de  l'anneau,  sous  l'influence  : 
De  l'attraction  de  l'anneau, 


(*)   Zusàtze  und  Bemerkungen  zu  Laplace' s   Untersuchung  ûher  die   Gestalt  der  Saturnsringe 
{Astronomische  Nacitrichten,  n°2643;  t.  CXI,  i885). 

T.  -  II.  18 
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De  l'attraction  de  Saturne, 
De  la  force  centrifuge. 


Soient  N,  un  point  quelconque  de  la  courbe,  ^,  et  y],  ses  coordonnées  par  rap- 
port aux  axes  Sx  et  S  j,  V  et  V,  les  potentiels  relatifs  aux  attractions  exercées 
sur  le  point  N<  par  l'anneau  et  par  la  planète,  w  la  vitesse  angulaire  de  la  rota- 
tion autour  de  S^,  vitesse  supposée  constante. 

La  condition  d'équilibre  s'exprimera  en  écrivant  que  la  quantité 


fV  +  fV,+  - co^-O? 


est  constante,  quelle  que  soit  la  position  du  point  N,  sur  la  courbe  méridienne. 
Pour  calculer  V,,  on  peut  supposer  la  masse  M  de  Saturne  concentrée  en  son 
centre  de  gravité  0,  ce  qui  donne 


V,  ^ 


v/^î 


il  viendra  donc 


(i)  fV  +  -=^^=  +  -co«Yî?  =  const. 

M'"«  Kowalewski  emploie,  pour  le  calcul  du  potentiel  V,  la  formule  (F)  du 
n°  3,  [formule  que  nous  écrivons  ainsi 

(2)  Y  =  -  p  I  cosidl; 

p  désigne  la  densité  de  l'anneau,  supposée  constante,  dl,  l'élément  de  sa  surface 
en  un  point  quelconque  N,  i  l'angle  que  forme  avec  la  direction  N,N  la  normale 
extérieure  à  la  surface  de  l'anneau  au  point  N. 

73.  Soit  /  la  distance  du  point  S  au  milieu  C  de  BB'.  Il  convient  d'introduire 
les  coordonnées  de  N,  rapportées  à  des  axes  Cxf  et  Cj  menés  par  le  point  C.  Nous 
représenterons  ces  dernières  coordonnées  par  (jIx,  et  a- /y,,  en  désignant  par  ct 
un  petit  facteur  numérique,  parce  que  nous  supposerons  avec  Laplace  que  les 
dimensions  de  la  section  méridienne  de  l'anneau  sont  petites  par  rapport  à  /; 
nous  pourrons  donc  écrire 

(3)  Hi  =  o-^a?i,         r}i=:  1+  alfi. 

Les  coordonnées  l,  y],  '(  du  point  N  de  l'anneau,  dont  le  méridien  fait  l'angle  ^ 
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avec  ccSy,  auront  pour  expressions 

(4)  ^  =  (7/x,         Y)  = /(i  4- aj)  cost];,         Ç  = /(i  +  0-/)  sirnj^, 

de  sorte  que  alx  et  aly  seront  les  coordonnées  du  point  H  de  la  courbe  méri- 
dienne, qui,  après  avoir  tourné  de  l'angle  ^  autour  de  S.r,  vient  coïncider 
avec  N.  On  peut  considérer  œ  et  y  comme  des  fonctions  d'une  variable  auxi- 
liaire /  qui  variera  de  o  à  2tï  quand  le  point  H  décrira  toute  la  courbe  méri- 
dienne d'un  mouvement  continu.  Les  formules  (4)  exprimeront  donc  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  N  de  la  surface  de  l'anneau  à  l'aide  des  deux 
variables  auxiliaires  t  et  '];,  qui  seront  comprises  toutes  les  deux  entre  o  et  27î; 
pour  le  point  N, ,  on  aura 

tz=z  ti,  li»  :i=  o. 

Soient  maintenant  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  au 
point  N,  u  la  distance  NN,  ;  on  aura 

^  —  ^1  7^0— Y)i  ç 

cosii=  a +  b +  c  -j 

u  u  u 

OU  bien,  en  vertu  des  formules  (3)  et  (4), 

u  u  u 

on  trouvera  d'ailleurs 

a* 

—  =  (t2(^  —  ^1)2+ (i  +  crjK)2  4- (14- (Tji)'— 2  (H- a/)(i -h  a/i)  cosi];, 

ce  qui  peut  encore  s'écrire 

(6)  7s  =cr^(^  — ^i)'4-cr2(y— ji)2+4(i  +  (77)(i  +  c7/,)sin2  ^. 

Les  formules  bien  connues  de  la  théorie  des  surfaces  donnent  ensuite 

\dt  d'^       d']^  dt)         ^' 
où  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  vont  ensemble. 
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On  tire  du  reste  des  formules  (f\) 


dr\  dv         ,  dri  n    •     i 

dK  ,dy  dÇ  ,,  ,         , 


et  il  en  résulte 


±bdl^-al''{i  +  <7Y)-^^co%']^dtd']^, 

dx 

±  c dié  ■=  —  (j l* (i  -r-  <j  y)  —r  sindj  dtd<ii. 
"      dt  ' 

Si  l'on  en  tire  les  valeurs  de  a,  b,  c  pour  les  porter  dans  la  relation  (5),  on 
trouve 


COSl 


^^  =  T^h'>'-^'*)§-^(^-^'47-^^('  +  ^'>'>)^''"'î]('  +  '^->')^'^^' 


d'où,  par  les  formules  (2)  et  (6), 

^^''-^^^-^-^^y-y^^di-^^"^^y^^^t''''"2^ 

=={i+ay)d<\>; 
J^       l/^'(^-'^ir4-crM7-7.r-+-4(i+(T7)(i  +  ^/i)sin2j 

On  peut  faire  tj;  =7r  —  2Ô,  ce  qui  donne 

r. 
(7)      ±Y=2pr-    f  dl    f  h^ny)dB. 

Jo  ./o        \J<j\x—x^Y  +  a\y—y,Y  +  ^{i-v-(jy){i+ay,)co?,''Q 

Donc  le  calcul  du  potentiel  d'un  anneau  quelconque  de  révolution,  homogène, 
sur  un  de  ses  points,  est  ramené  au  calcul  d'une  intégrale  double;  la  première 
intégration  relative  à  0  dépend  des  deux  intégrales  elliptiques  complètes  de 
première  et  de  seconde  espèce,  relatives  au  module 


<«'  *■=  \/i^. 


4(i  +  o-,7)(i  +  (7ji; 


+  crj)  (1  + cTjKi  )  4- cr^^  —  ^j  )' +  cr^ (7  -  Ji  )' 
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soit  k'  le  module  complémentaire  :  on  aura 


-I- cr/)  (  I  +  (T/i  )  +  (7=' (a:  —  ^,)^  +  (7-2  (j  —  ji  )^ 


Dans  les  conditions  que  nous  avons  envisagées,  i  étant  petit,  on  voit  que  k- 
est  positif  et  très  petit.  Il  faudra  donc  appliquer  les  formules  données  par  Le- 
gendre  pour  ce  cas  spécial  {Exercices  de  Calcul  intégral,  t.  I,  p.  68), 


(lO) 


2  - 

j^     S/'i-k-^sin^e  rf5  =  (i  A:'^  +  :^  â:'*  + .  . . )  log  i  +  1  -  i  A- -  i|  A- 


Le  signe  ambigu  =t  qui  figure  dans  la  formule  (7)  sera  fixé  aisément  une  fois 
pour  toutes.  Quand  on  aura  effectué  la  première  intégration  par  les  développe- 
ments en  séries  qui  viennent  d'être  indiqués,  il  faudra  intégrer  par  rapport  à  / 
entre  les  limites  o  et  2.7:. 

*     .        .  .        . 
74.  M"*'  Kowalewski  choisit  maintenant  la  fonction  y  de  t,  qu'elle  prend  égale 

à  —  cost,  et  elle  adopte  pour  x  une  fonction  arbitraire  de  t,  qui  suppose  seu- 
lement que  la  courbe  méridienne  soit  symétrique  par  rapport  à  Sy;  elle  pose 


(II) 


çf{t)  =  x  sint  H-  a'sina^  -t-  a"  sin3? 


a,  a/,  a",  . . .  désignant  des  coefficients  constants.  Il  faut  aussi  que  la  courbe 
méridienne  ne  coupe  pas  Sy  entre  les  points  B  etB',  c'est-à-dire  que  ^(t)  ne 
devienne  nul  que  pour  sin/  =  o.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  H  de 
la  courbe  méridienne,  rapportées  aux  axes  S^  et  Sj,  seront  donc  données  par 
les  formules 


(12) 


I  ■=!  a-l{acsint  h-  tx'sin2t  -+-  a" sinSt  +  ...), 

fi  r=  l{l  —  7C0St). 


On  voit  que  l'équation  y]  =  const.  donne  pour  t  deux  valeurs  dont  la  somme 
est  égale  à  2-  ;  ainsi  la  restriction  apportée  par  le  choix  de  la  fonction  y  revient  à 
admettre  que  la  courbe  méridienne  n'est  rencontrée  qu'en  deux  points  par  une 
parallèle  à  Sx;  ces  deux  points  sont  d'ailleurs  symétriques  par  rapport  à  Sy. 
D'une  manière  générale,  quand  on  change  t  en  2.tz  —  t,  y]  reste  le  même,  et  ^  se 
change  en  —  ^. 

Si  l'on  avait 

a'=r  o,         a"  ^o,  .  .  .  , 
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il  en  résulterait 

^  =  aalsint,         nz=:l{i  —  acost), 

or 

La  courbe  méridienne  serait  donc  une  ellipse  dont  les  axes^  dirigés  suivant  les 
droites  GA  et  CB,  auraient  pour  longueurs  2aa/  et  20-/,  t  désignant  l'anomalie 
excentrique.  C'est  la  solution  de  Laplace,  et,  comme  elle  est  déjà  assez  approchée, 

a!    ot." 
il  est  naturel  de  supposer  que  les  rapports  — >  — >  •  •  •  sont  petits  ;  a  lui-même  sera 

notablement  inférieur  à  l'unité,  puisque  l'ellipse  de  Laplace  est  très  sensible- 
ment aplatie.  Nous  aurons  d'ailleurs 

et  la  formule  (7)  donnera  ensuite 

J,         J,  VA+B-Asin^e 

en  posant,  pour  abréger, 

IA  =  /i(i  —  acosi)  (i  —  (Tcos^,), 
B  —  <s''{co?,t  —  cosii)«+  ff2[<p(;)  —  9(^1  )]2, 
C  =  2a''(i  — (7COsO|(cos^—  cosfi)9'(i)  4-  sin<[9(^)—  9(^1)]]. 

On  a  choisi  le  signe  ambigu  ±  en  partant  de  la  relation 

dv 

qui  donne 

ihac?2  =  (tZ^  (i  —  (TCOSi)  'àintdtd'i^. 

On  voit  sur  la  figure  que,  sur  la  moitié  de  la  courbe  méridienne  située  au- 
dessus  de  Sj,  la  normale  extérieure  à  la  surface  fait  avec  Sa?  un  angle  aigu; 
donc  a  doit  être  positif;  d'ailleurs,  sin  t  est  positif.  Donc  il  faut  prendre  les 
signes  supérieurs. 

On  aura  ensuite 


et,  si  l'on  pose 


C  — Ac79'(0  + Ao-9'(Osin2Ô 


V/A  4-  B  J^  v/i-^'sin^ô 
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il  viendra 

/2TC 

Les  quantités  B  et  C  sont  du  second  ordre,  tandis  que  A  est  fini  et  voisin  de  4- 
L'expression  (i6)  de  W  se  met  aisément  sous  la  forme 

V' A  4- B     J^     VI  — Ar^sm-y  c/„ 

et  l'application  des  formules  (lo)  donnera,  en  remplaçant  log4  par  -  log-ri^> 

^      C  +  Ba9'(0r'/        ■       B  \,      /.Ah-B\       I       B  1 

^=     ^.4  +  B     U('^4ATB+---)'°g("'~ir-)-4ÂTB--J 

-^ÂTB.,-,)[i(^^....)'o,(,6^).,-i^-...]. 
d'où 

(i8)  W  =  W,log(^i6^-t^^+W„ 

en  posant 


W, 


(19) 


S/Â+^      V4A  +  B  )  ^y>y        4A  +  B  y 

La  formule  (17)  donnera  ensuite 

(20)  ^=   /      ^^dt+  l      Wilog[i6(A  +  B)]c?^—  /       WjlogBrf^. 

75.  Les  quantités  W,  et  Wg  sont,  d'après  les  formules  (i4)  et  (19),  des  fonc- 
tions périodiques  de  t  dont  la  période  est  271;  on  pourra  les  développer  en  séries 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  t,  et  ces  séries  seront  très  rapidement 
convergentes  à  cause  de  la  petitesse  de  a  et  des  rapports  — »  — j  ••••  Nous  suppo- 
sons ces  développements  obtenus  ;  il  nous  faut  montrer  maintenant  comment  on 
pourra  calculer  les  trois  intégrales  définies  qui  figurent  dans  l'expression (20)  deV. 

Il  n'y  a  pas  de  difficulté  pour  /  W^dt,  car  cette  intégrale  est  égale  au  pro- 
duit  du  terme  non  périodique  multiplié  par  2-^. 

W,  log[i6(iV  -f-  B)]  dt,  car 
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on  a 

l0g[l6(A  H-  B)]  =:  l0g6/4  +  log      I  —  !7(C0S^  H-  COS^i)  -H  y   !7-(C0S^  -\-  COSt^Y 

(  4 

et  il  sera  bien  facile  de  développer  ce  dernier  logarithme  suivant  les  puissances 
de  ct;  les  coefficients  seront  des  fonctions  périodiques  de  t,  de  sorte  qu'on  sera 
ramené  aux  intégrales 

Widl,       I       Wicos  ntdt,        j      WiSinnt  dt, 

dont  on  obtiendra  immédiatement  les  valeurs,  puisque  le  développement  pério- 
dique de  W,  est  supposé  connu. 

'     WfiogBdi  est  plus  compliqué.  Pour  y  arriver, 

0 

nous  remarquerons  d'abord  que  l'expression 

(2i)        B  =  a^{cost  —  cos^i)^  +  a^[(x{sinl  —  sin^i)  -h  a'(sin2f  —  sina^, )  -h.  .  .]^ 

contient  en  facteur 

t — t. 
2  sin^ --=z.  I  —  cos (t  —  ^1  ) ; 

2 

ce  qui  reste  est  développable  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  t. 
Nous  observerons  en  second  lieu  que,  si  l'on  suppose  nulles  pour  un  moment 
les  quantités  a',  a",  ...,  il  vient,  comme  on  s'en  assure  aisément, 

B  —  (t2[i  —  cos(^  —  ^i)][i  +  5«'  — (i  —a')  cos (^4-  ^J]. 
On  peut  donc  poser 

(22)  B  =  cr2[r  —  cos(^  —  ^)][H-  «2—  (i  —  a-)  cos(^  4-  t^)']  (i  +  B,); 

B,  contiendra  en  facteur,  dans  ses  divers  termes,  au  moins  une  des  quantités  a', 
a",  ...,  et  si  ces  quantités  sont  suffisamment  petites,  l'expression  (22)  de  B  ne 
s'annulera,  entre  les  limites  o  et  2-r:,  que  pour  la  valeur  réelle  i  =  ^, .  On  aura 
ainsi 


(23) 


/27t  ,.211  ^27t 

W,  logBrff  =  loga2  /       W^dt-^  Wilog[i+a2  — (i— a-)cos(^-i-/^i)]^^ 

J^27t  ^271 

'       W^logli  — COS {t—ti)]dt -h  WJog{i-^Bi)dt. 

0  «^0 
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'     W,  dt.  Voyons  comment  on  arrivera  à  détermi- 

0 

ner  les  deux  intégrales 

/      W,  log[i  +  a-— (i  —  a^)cos(<+  <,)]</<  — R, 
/     f      w,  log[l  — COS(<  — ^,)]«r^=rS. 

Si  l'on  pose 

on  a  identiquement 


^        I  +  a 


I  +  a-—  (i  —en})  cos(^  H-  ^J  =  ^ —  [i  +  (32—  2(3  cos(^  +  ^j)], 

et,  p  étant  plus  petit  que  i,  une  formule  bien  connue  donne,  en  série  conver- 
gente, 

> 

log[l  -I-  [3"—  2(3  COS(^  -H  <i  )]  =:  —  2     (3  COS(^  -+"  ^i  )   4-  -  (3"  C0S2  (/  4-  ij)  +.  .  .      . 

Il  viendra  donc 

Écrivons  le  développement  périodique  de  W,,  savoir 

(25)  W,  =  cAdo  +  \^  {Xfi  cos nt  -h  \\hn  sin nt); 

i 

en  le  portant  dans  l'expression  précédente  de  R,  on  trouvera  sans  peine 

(26)  R  =  2 TT  =A£,o  log  ^^ ^^^j""! )   ('^vi  cos/i^i  —  ilî)„  sin/i^i  )  ; 

1 

ce  développement  convergera  rapidement,  parce  que  X^  et  '^,1  contiennent  des 
puissances  de  plus  en  plus  élevées  de  la  petite  quantité  a. 

L'examen  des  formules  (24)  montre  que  l'expression  S  se  déduit  de  celle  de  R 
en  y  remplaçant  a  par  zéro,  et  ^,  par  —  /,,  sans  toucher  aux  <.i,„  et  iiî.„.  La  for- 
T.  -  II.  19 
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mule  (26)  donnera  donc  immédiatement 

(27)  S  =:  —  2  7rJli)o  loga  —  2  71  ^  —  (ol.,j  cos,  nty  4-  i)i)„  sin/i^i). 

1 

X27r 
W,  log(i  H- B,)r//;   la  quan- 
-, 

titéB,  est  petite  comme  nousl'avonsexpliqué.  On  pourra  développer  log(i  +B,) 
en  série  suivant  les  puissances  de  B,,  et  l'on  aura 


(28) 


f     Wilog(i  +  B,)^Z=  r     wJlii--^B\^...\dt; 


il  sera  facile  de  mettre  B, B^  -h  ...   sous  la  forme  d'une  série  procédant 

suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  t,  et  d'effectuer  l'intégration.  On 
trouvera  ainsi,  comme  résultat  final,  le  développement  du  potentiel  V  suivant  les 
cosinus  des  multiples  entiers  de  t^  :  il  n'y  aura  pas  de  sinus;  car,  à  cause  de  la 
symétrie  de  l'anneau  par  rapport  au  plan  des  j^,  V  doit  rester  le  même  quand 
on  change  ^,  en  —  /,,  quel  que  soit  ï,. 

76.  Nous  allons  effectuer  les  calculs,  avec  M™^  Kowalewski,  en  prenant 
seulement  le  premier  terme  a'sin2ide  '^(t),  qui  modifie  te  plus  l'ellipse  de 
Laplace.  Nous  supposerons  donc  a"  =  a'"=  . . .  =  o.  La  suite  du  calcul  montrerait 
que  a  est  de  l'ordre  de  ct;  nous  supposerons  donc  immédiatement 

<x'  —  o-y, 

Y  étant  fini.  Nous  développerons  les  formufes  précédentes  suivant  les  puissances 
de  (7  en  négligeant  partout  a\  Voici  la  base  des  calculs  ultérieurs  : 

(fi{t)-=:  asint  -{-  yasin^t, 

A  =  4[i  —  o-(cos^  +  cos^,)  4-  a^cos^cos^i], 
ïi  =  (7^{cost  —  costiY-h  oc^tjHs'mt—sintiy 
+  2xy(7^{s\nt  —  sin^i)(sin2^  —  sin2^i), 

C  =  laa^li  —  cos{t  —  ^1)]  —  2a(T*cosi[i  —  cos(^  —  ^1)] 

+  2  y (7^  [2  cos2/(cosr —  cos^i)  +  sini  (sin2^  —  sin2^i)]. 

Les  formules  (19)  pourront  ensuite  être  bornées  à 
,,;.        C  +  ao-Bcos^        I         B 

Wi  =Z  = —   -y  (^f^  -1=   COSt, 

2v/A  4       v^ 

Wî  ==  y/A  -4-  Bcr(acos^  H-  2yo-cos2^)  (  ~  '  +  7  T  )' 


(29) 
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OU  même  à 

W,  =  — —  -  —  ^  ao-  B  cos  t, 

,„    .  ,  4v/i  —  (3-(C0S^H- cos^i)        o 

(3o)  { 

W2  =  o-(acos^  4-  ayo-cosaO  (  —  V^A  -+- B  +  ^  B  j . 

On  trouve  d'ailleurs  aisément 

v/A  +  B  =r  2  —  (t(cos^  +  cos^i)  4-  7  a^(7^(sin;  —  sin^i  )-; 

4 

il  en  résulte 

W2  ^=^<7{CX.  COS^+  2y(7C0S2f)      —  2  +  !7(C0S  ^  +  COS  ^j  )  4-  ^  0-^(COS  «  —  COS  ^,  )^ 

—  ô  3c-(7-(sin/  —  sin^i)-    , 
d'où  l'on  tire  sans  peine 

(3i)  /      Wj  «if  =  Tiao-M  I  —  -  (7  cos ^1  j . 

> 
L'expression  (3o)  de  W,  donnera  ensuite 

(82)  Wi  =3  7  C  H- 5  ao-B  cosf -h  5  o-C(cosf  +  cos^i); 

40  o 

or  on  a,  d'après  les  relations  (29), 

Cr=  2a(T''[l  —  C0S(< —  ^i)]  —  2a(7*C0Sf  [i  —  cos(f  —  f,)] 

4-  y(T'(3cosf  —  2sin2fi  sinf  —  4cosfi  cos2f  4-  cos3f), 
B  =3  (T*     I  4-  a^4--  (r  —  y})  cos2<,  —  2cos«,  cosf  —  aa^  sin^isinf  4--  (i  —  a-)  cos2f   4-..., 

et  l'expression  (^2)  de  W,  devient  ainsi 

Wi  =  -  a(T*(i  —  cosf,  cosf  —  sinf,  sinf) 

2 

4-  yci^  (  7  cosf sin2f,  sinf  —  cosfj  cos2f  4-  j  cosSf  | 

4-  3  ccu^    2  cosf,  4-  (  —  7  4-  7  a-  j  cosf (14-  a^)  cos2f,  cosf  —  sin2f,  sin< 

4-  (i  —  a^)  sin^i  sin  2^4-  j  {i  —  a^)  cosSf    . 

On  lit  immédiatement  sur  cette  formule  les  expressions  des  coefficients  Xn 
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et  Dlv<  du  développement  (23),  savoir  ; 


ciloQ  =r  -  OLU"-  -\-  -  atS^  COS^i, 

2  4 


7  3,3  I      , 


(33) 


■2  L       32  32  4  •" 

ilbi  =: aa^siiUi  —  o-M  ^  oc  H — y  J  sin2ij, 


a-)  C0S2/, 


1)1)2  =^  a  «(i  —  3(2)  (7*  sin^i, 

o 

1)1)3  =  O. 


On  aura  ensuite,  avec  une  précision  suffisante  pour  notre  but, 
log[i6(A+  B)]  =  log64  —  o-(cos<i  -h  cosf)» 

/27t 
W,  «//=  2  7roJl.o, 

f         Wj  l0g[l6(A  4-B)]û^^=:2  7rJl.olog64  — 7r(T(2Jl.oCOS<3  +  Jlpj). 
0 

Les  formules  (24),  (26),  (27)  donneront 

'      Wilog[i  +  5(2— (i  — a2)cos(^  + /i)]ar* 

n 

71     (  Jloi  cos  f ,  —  1)1)1  sin  ^  ) 

L  I  4-  a  ^  ' 

I    / r  —  n\^ 

(  <Jl>2  COS  2  <,  —  1)5)2  sin  2  ^1  ) 


2  7rJl)o  log  -^^ 2: 


(36) 


2  V  I  H-  a 


I  /  I  —  a 


slUs  COS  3^1 


]• 


(37) 


'      Wi  log[i  — cos(f  —  «,)]<^^ 

0 

^-—  271  A''olog2  —  271    eJUj  cos^iH-  i)i),  sini, 


-  (Jl92C0S2<i  +  Dbg  sin2^i)  H-  ^  ril>3  cos3^ 


.] 


Il  nous  reste  seulement  à  calculer  l'intégrale  (28). 
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L'expression  (29)  deB  étant  portée  dans  la  formule  (22),  il  vient,  comme  on    . 
s'en  assure  aisément, 

t-h  t,        t—  t,       , 
cos cos cos {t  +  ti) 


B,  =:  aaya 


I  +  a^  —  ( I  —  a^ )  cos {t  +  ti) 

COS^l  +  COS^  +  COS(^  +  2<,)4-C0S(2^H-  f,  ) 

I  H-  a^  —  ( i  —  a- )  cos {t  -\-  ti) 


Or  on  a,  en  introduisant  pour  un  moment  la  quantité  p  déjà  considérée,  et 
en  vertu  d'une  formule  bien  connue, 

2a  _  I  — [32 


i-h  a^—  (i—  a-)cos(^H-^i)        I  +  [3^—  2  (3  cos (^  -+-  ti) 

=  14-  2(3cos(^H-^,)  +  2{32cos2(^  H-  ^i)  -i-2|3*cos3(<H-  ^1)  +.; , , 

et  il  en  résulte 


B,  =  ya[cos^i4-  cosf  -+-  cos  (f -f-2f, )  -h  cos(2^H-fi)] 


•]■ 


X       1  +  2 COS(«  -h  «1)  +  2      C0S2(f  4-  t.) 

L  I  H-  a  \H-  a/  ^  '' 

B,        cos^i  4-cosi       .  ,,  cos2^, cos<  —  sin2^isinf 

7— î-  =  — 7-5 -T7 h  (i  4-  a^)  î — ^ î h- 

On  peut  d'ailleurs  se  borner  à 

f     Wilog(i4-Bi)rf^=  /     BjWjrf^, 

et,  en  tenant  compte  de  l'expression  qui  vient  d'être  trouvée  pour  B,  et  du  dé- 
veloppement périodique  de  W,,  on  obtient  sans  peine 

X*"                                            ^ny         r                                    1 4-  a*  ~\ 

Wilog(i4-Bi)^'^  =  -, ^  <7    2  Jloo cos «,  4- cilfli 4 (=il.iC0S2^,—  ift,,  sin2^,) 

On  n'a  pas  écrit  les  termes  suivants  en  X2,  <J^3,  . .-,  iJla,  ifbg,  . . .  parce  que, 
d'après  les  formules  (33),  ces  termes  contiennent  a^  en  facteur;  cela  revient 
donc  à  négliger  a*,  comme  nous  sommes  convenus  de  le  faire. 

Il  n'y  a  plus  maintenant  qu'à  porter  dans  la  formule  (20)  les  expressions  des 
intégrales  qui  résultent  des  relations  (23),  (3i),  (34),  .  .  .,  (38).  On  trouve 
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ainsi 


V  256  /         1  \ 

^  (7-(i  +  a)-  V         4  / 


TZpl^ 


■+-  2 (  Âo,  cos  t,  —  i)',>,  sin  ^1  ) 

I  4-  a  ^ 


(j ot  \  ^                                                         2/1 et  \  ^ 
I    («l),  cos 2^1 —  Dh2Sin2/i)  +  ô  (  — )   cADaCOsS^i 
I  +  a/  '     ^                                    '       3  \i  +a/ 

(JUiCos^i  4-i)î)iSJn^i)  +  <Â)2  cos  2  il  -hiU), 


2 

+  2  (JU,  cosi,  4-  i)î)i  sJnii)4-  <Â)2  cos2ii  -}-iU>,sin2f,  +  -^  Xj  cosSij 


— , — '--^  (2X0  cos <i  -\-  Xi)  —  fiya  ' -Tr  (<Jlo,  cos2^  —  0)1)1  sin2i,). 

Si  l'on  remplace  les  coefficients  x„  et  oib^  par  leurs  valeurs  (33),  il  vient 


— -  =z  (  oco-*  -h  -  ac7^  cos  ^1  )  log  —.- r-,  4-  ao-^  —  7  aa^  cos  t^ 

TzpP       \  2  J      '^  a^{i  +  a-Y  4 

4 f— ^a4-^a^4-  2y  j  a' cos^i  — «(7^  C0S2  ^i —  ( -^a  +  -^a^  4--  y  ja^cosS^i 

4-    —  a(7''4-(  —  ^a4-^a*4-yja^  cos  ^1  +  (  "S  <^ i^  <^^  +  ~  y  )  ^^  cos  3  t^ 

^  [(t6  ^  -  7^  "'  -  ^  >')  ^'  "^'''  ^  (-  76  «  ^  7^  «'  -  ^  y)  ^'  '^^ ^ '•] 

Posons 

(39)  V  =:  TCp /^  0-- ((^0  +  ^"1  COS^i  4-  <^2  C0S2f,  4-  ('3  COS  3  i,), 

et  nous  trouverons,  sans  trop  de  peine, 

256 


Vç,  =  a  log 


a2(i  +  a)^ 


1  ,             256                     7  4-  3  a                 I  —  a 
(',  =  -  ao- log -^^ — -r  —  ao-  -/-. +  270- , 

2  ''o-^(i4-a)^  4(i4-a)  '      14-a 

(4o)  ; 

I  —  a 
a > 

I  4-  a 

a(i  —  a)(i4-3a)  — i4-3a4-3a-4-3a^ 

12(1  4-  a)2  '  3(i  4-  a)'* 
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On  trouve  ensuite,  en  partant  des  formules  (12)  affectées  de  l'indice  i, 

HZ  /2(,  _2o-cosf,  +  o-^cos^/i  +  a^ 0-2  sin* «,  +  2aya'sin/iSin2f,)' 

I 


,     ^    —  =  j    I  +  (7  cos  ^1  4-  (7^  cos^  ^,  —  -  a^  (7^  sin-  ^, 

3  1 

-+- 17^  cos^  ^1 a^ a^  cos  f  1  sin^  ^1  —  ayo-^  sin  ^1  sin 2  ij    , 

et  si  l'on  pose 

(4i)  ,  =  /Wq-i-  w.cos^. -I-  /w*  cos2<i  +  ma  cos 3^1, 


on  obtient 


^  V         2  4 


Mr      /3     3  .,     I     \  ,1 


MA        i_ 
^  V2"^4 
M/i       3    .       I 


'^*=tU+4''''^'' 


(42) 


On  a  d'ailleurs 

(43)  -  w*rîf=  -  w^/M  1  +  -  o-'—  2(tC0S^i  h —  a^cos^tA. 

77.  Si  l'on  porte  maintenant  dans  la    formule  (i)  les  valeurs  (39),  (4i) 
et  (43),  on  trouve 

7rp/^(7^(t^o  -+•  ^1  COS^i  4-  i>i  cos  2^1  4-  Ç3  cos3f,) 
H-mo-h/w,cos^i-f-/w2COS2^i  + m3COs3^i     - 

const. 


H ^      14 0-^—  2  (7  cos  ^1  4 !7^C0S2<, 

21     \  2  2 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  /,,  on  en  conclut 

Tip  /^  (7*  i'i  4-  ^1 ^ —  =  O, 

(44)  {        n    2  "'^'<7' 

7rp/^(7^t'3  4-  /«s  ^O. 

On  peut  éliminer  w^  entre  la  première  et  la  seconde  de  ces  équations,  ce  qui 
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donne 

ou  bien,  en  remplaçant  ç^,,  ç^^,  m,  et  m.^  par  leurs  valeurs  (4o)  et  (42),  divisant 
par  îrp/^  (7^  et  réduisant, 

M     ._  ,     ,.  I  —  a        I  256 


,  7rp/*  I  -h  a        2  ^  0-2(1  +  a)2 

(45)  {     ^ 

,/       I  — a        I      7  +  3a\         M      ,/3        3    ,       i 

--h  (7-    2  y 7  a H ^  o-M  7  —  ô  a ay  1  =  o. 

La  dernière  des  équations  (44)  donne  d'ailleurs 

,,^^       3M   /         3     ,  \       _     _i-+-3a  +  3a2+3a3        a(i_a)(i  +  3a) 

(46)       7-     i4--a2+2ay     +8y -— r^ ^ — ; '-^— -' 

^      ^      Tipl^X         2  /  (i  +  a)*  (i+a)2 


Les  deux  équations  (45)  et  (46)  détermineront  les  inconnues  a  et  y  en  fonc- 
M 

.    .  .    ^' 

Mais  il  vaut  mieux  procéder  par  approximations  successives  :  l'équation  (4^) 

donne,  quand  on  y  néglige  les  petits  termes  en  ct, 


tion  des  données  ^  et  <j,  après  quoi  la  première  des  formules  (44)  donnera  co. 


(47)  ^    -      ^^('-^^ 


TupP       (i  +  a)(3  +  a«)' 
c'est,  en  remplaçant  a  par  -,  l'équation  de  Laplace.  On  pourra  porter  cette  va- 

Tipi 


M 

leur  de  — 75  dans  la  relation  (4^),  et  l'on  en  tirera 


//Qx  Q  /  „.  9  +  3a  + i7a2H-i5a2 

(48)  8y  =  a(i  — «2)1 ^     

'  6  —  9a  —  II  a^  —  10 a' 

En  remplaçant  y  par  cette  valeur  dans  l'équation  (45),  on  aura  une  équation 
plus  approchée  pour  trouver  a.  On  pourra  ainsi  procéder  par  des  approximations 
successives. 

La  seconde  des  formules  (44)  donne  d'ailleurs 

(49)  — j^=4a- — ■ p.  (2  +  a2). 


L'équation  (47)  a  deux  racines  positives  a,  et  a^,  comme  on  l'a  vu  dans  la 
théorie  de  Laplace;  l'une  a,  est  inférieure,  l'autre  a^  supérieure  à  •  ^  -  =  o,3(). 
D'ailleurs,  le  numérateur  de  l'expression  (48)  de  y  est  essentiellement  positif 
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pour  a<;i,  et  le  dénominateur  l'est  aussi  pour  a.<^o,il\;   il  s'annule  pour 
a  =  0,24,  et  est  négatif  pour  a  ^  0,24. 

Donc  à  la  racine  ol^  correspond  une  valeur  négative  de  y;  l'expression 

est  inférieure  à  asin/,  quand  t  est  compris  entre  o  et  -;  elle  est  supérieure  h 

asin/  pour  t  compris  entre  -  et  t:.  La  section  méridienne  a  donc  la  forme  repré- 
sentée par  \difig.  i5. 

Si  la  racine  a,  est  supérieure  à  0,24,  la  section  méridienne  correspondante  a 

Fie.  i5.  Fig.  i6. 


encore  la  même  forme,  tandis  que,  pour  a,  <  0,24,  elle  a  la  forme  indiquée  par 
la/^.  16.  > 

78.  Nous  allons  chercher  ce  que  deviennent  les  formules  précédentes  quand 
on  suppose  31  =  o.  Dans  ce  cas,  l'anneau  est  soumis  seulement  aux  attractions 
mutuelles  de  ses  diverses  parties  et  à  la  force  centrifuge;  on  a 


/?î„  =:/«,:=  m»  ^=:  m..  =  O, 


et  les  relations  (44)  deviennent 


TzpaVy f  ~*^' 


w 


^P''2+    ^=0' 


ou  bien 

,K    ,  «^  ,  fi  1  256  i7H-3a        2yi  —  a"l 

(5i)  — — =z4a 


(52) 


TT  fp  I  4-  a 

(1  — a^)(i-+-3a) 
.(— H-Sa  +  Sa^H-Sa^) 


On  voit  que —p)  a(i  —  a)  et  y  doivent  être  de  petites  quantités  du  même 
T.  -  II.  20 
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ordre;  il  en  est  de  même  de  i  —  a,  car  nous  avons  supposé  a  fini.  La  for- 
mule (5o)  donne,  quand  on  y  remplace  a  par  i  et  y  par  o, 


Nous  tirerons  sans  peine  des  équations  (5o),  (5i)  et  (52), 


11  viendra  ensuite 


^  ^  <jl{(xsmt-\-  ^  /i(7*  sin2^), 


ou  simplement,  puisqu'on  a  négligé  a% 

^  =  (7/asin<=:  al{i  —  A  a*)  sin^; 
Yi=:  /(i  —  crcosO- 

Il  en  résulte  que  la  section  méridienne  serait  une  ellipse  ayant  pour  demi- 
axes  aa/et  a/,  et  pour  aplatissement  —  f  log jY 

Mais  ces  derniers  calculs  sont  insuffisants,  car  on  a  conservé  dans  cp(^)  des 
termes  en  a%  tandis  qu'on  a  laissé  de  côté  les  termes  a"sin3^  et  a"'sin4^  qui 
peuvent  contenir  des  termes  du  même  ordre.  Donc,  dans  le  cas  spécial  où  l'on 
suppose  M  =  o,  il  faudrait  pousser  les  approximations  plus  loin  qu'on  ne 
l'a  fait. 
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CHAPITRE  XL 


RECHERCHES  DE  M.  POINCARÉ  SUR  LES  FIGURES  D'ÉQUILIBRE. 


79.  Recherches  de  M.  Poincaré  sur  la  figure  annulaire  d'équilibre 
d'une  masse  fluide  homogène  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la 
loi  de  Newton,  et  qui  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme 
autour  d'un  axe-fixe  Ox.  —  MM.  Thomson  et  Tait  avaient  annoncé  sans  dé- 
monstration que  parmi  les  figures  d'équilibre  dont  est  susceptible  une  masse 
fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation  il  y  a  une  figure  annulaire  de  révo- 
lution. Voici  la  démonstration  donnée  par  M.  Poincaré. 

Soient  G  le  centre  de  gravité  de  la  section  méridienne  AMB,  CO  =  /  la 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe  de  révolution.  Soient  r=CM 

Fig.  17. 


et  cp  =  jCM  les  coordonnées  polaires  d'un  point  quelconque  M  de  la  section 
méridienne.  On  supposera  cette  courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy,  de  sorte 
que  son  équation  pourra  être  mise  sous  la  forme 


(0 


/•  =  a  ( I  -t-  Pi  ces  <p  +  (32  ces  29  +  ...), 


M.  Poincaré  part  de  l'équation  générale  de  l'équilibre,  exprimée  à  l'aide  du 
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principe  des  vitesses  virtuelles,  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

OU  =  o, 

en  appelant  U  la  fonction  des  forces.  U  doit  donc  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum dans  la  position  d'équilibre,  et  l'on  sait  que,  si  le  maximum  a  lieu,  l'équi- 
libre est  stable.  Voyons  quelle  est  l'expression  de  U.  Aux  forces  provenant  des 
attractions  mutuelles,  il  faut  joindre  naturellement  la  force  centrifuge.  Soient 
dm  Qidrri  deux  molécules  quelconques  de  l'anneau,  A  leur  distance  :  on  aura 

dm  dm' 


V=sf^-^+'-.'fy'dm, 


en  prenant  la  somme  des  potentiels  de  l'attraction  mutuelle  et  de  la  force  cen- 
trifuge, somme  étendue  à  tous  les  points  de  la  masse  qui  tourne  avec  une  vitesse 
constante  eu.  Nous  poserons 

,    ,  __.        /'  dm  dm'        i    f  f  dm  dm'  .        /*  ,   , 

ce  qui  nous  donnera 

(3)  U  =  fW-4-  -(0^1. 

W  est  l'énergie  potentielle  de  l'anneau,  et  I  son  moment  d'inertie  par  rapport  à 
l'axe  de  rotation.  W  dépend  d'une  intégrale  sextuple,  et  I  d'une  intégrale  triple, 
ces  deux  intégrales  étant  étendues  à  toute  la  masse  de  l'anneau.  Remarquons 
d'ailleurs  qu'en  désignant  par  û^(jt,  les  éléments  dm  compris  entre  la  surface  d'é- 
quilibre et  une  surface  déformée  infiniment  voisine,  par  Vj^,  ety^^  les  valeurs  du 
potentiel  V  et  de  la  distance^  pour  un  point  de  la  surface  d'équilibre,  on  a 

dW=--J'v^,dix,         èV^j'yld^i,        j'dii  =  o, 
et,  par  suite, 

au  ^fi^^^  +  \  ^Vii)  ^/^  =  o, 

puisque  fV(j^+  ~^"jj.  ^st  constant  pour  toute  surface  d'équilibre. 

On  se  donnera  la  masse  M  de  l'anneau,  sa  densité  p  et  la  vitesse  de  rotation  w  ; 
la  connaissance  de  M  permettra  d'établir  une  relation  entre  a,  /,  p,,  ^2»  •  •  •;  le  fait 
que  l'origine  G  des  rayons  vecteurs  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la  sur- 
face de  la  courbe  méridienne  donnera  une  relation  entre  les  (3,  et  l'on  pourra 
exprimer  (3,  en  fonction  de  (i^,  [ig,  .. .;  les  paramètres  qui  resteront  arbitraires 
seront  donc  a,  ^a,  j^g,  ....  Supposons  que  l'on  ait  obtenu  l'expression  de  U  en 
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fonction  de  ces  paramètres,  la  condition  SU  =  o  donnera 
ÔV  dU  dU 

(^)  0^='"'     w.="'     wi^""'     •••' 

on  déterminera  ainsi  tous  les  éléments  de  la  figure. 

80.  On  peut  simplifier  la  détermination  de  W  en  profitant  de  ce  que  l'anneau 
est  de  révolution. 

Soient  ^S  et  dS'  deux  éléments  de  l'aire  de  la  section  AMB,  y  et  y'  leurs  dis- 
tances à  l'axe  Oac,  h  la  distance  de  leurs  parallèles.  Les  éléments  dS  et  dS' 
engendrent,  par  leur  rotation  autour  de  Ox,  deux  anneaux  circulaires  dont 
l'énergie  potentielle  sera  représentée  par  d\Y  ;  on  aura,  en  désignant  par  ]>  et  'Y 
les  angles  formés  avec  xOy  par  les  méridiens  de  deux  éléments  dm  et  dm'  de 
ces  anneaux  élémentaires  et  par  A  la  distance  de  dm  et  dm', 

w=fdw,       cm=ff^^-, 

dm  ^  p  dSy  d^,         dm'  =  p  dS'y'  d'\i', 

A^  z=  j-4- j'2 —  2yj'  cos((|;'  —  ^)  -+-  h-, 

d^' 


dW=  p^Yyd?,dS'  f     d<]>  f     -— 


.  j'2_  2yj'  cos(4'' —  4')  ~^  ^' 

Soit  ']/'—  '^  =  'Y';  on  aura,  en  remarquant  que,  dans  l'intégration  relative  à  <\f', 
^l»  doit  être  supposé  constant, 

dW  =  47rpVj'  ^S  dS'  1  ■  — 

Jo    v7'  -^  y-  —  27j'  CCS ^1;"  -h  h" 

ou  bien,  en  faisant  ^"  =  11  —  20, 

de 


dW^^Tzp^yy  d'èd^ 


^  0 


\J{y+yY-\-h^-\yys\n''e 


On  est  donc  conduit  à  une  intégrale  elliptique  complète  de  première  espèce. 
Soient  k  le  module  et  k'  son  complément;  on  aura 

.,,_  (r  -y'Y  +  h^- à' 


(5)  {      "  iy+yr+ii'    (7+7'r+A* 

dW  —  ^TTn'-  ^'^'  —d^d^'    f  "^^ 

On  remarquera  que  §  est  la  distance  des  éléments  </S  et  û?S'. 
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M.  Poincaré  suppose  que  les  dimensions  de  la  section  méridienne  sont  très 
petites  par  rapport  à  /;  dans  ces  conditions,  les  rapports 

2       '      l        '     l 

sont  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  et  k'^  est  une  très  petite  quantité  po- 
sitive du  second  ordre.  On  devra  donc  recourir  pour  le  calcul  de  l'intégrale  com- 
plète de  première  espèce  à  la  formule  donnée  par  Legendre  pour  le  cas  où  le 
module  est  très  voisin  de  l'unité, 


Nous  ferons 

de  sorte  que  j,  etj'j  seront  les  coordonnées  des  éléments  d'è  et  g?S'  rapportées 
à  l'axe  Ca7, ,  parallèle  à  Ox.  On  aura  h-  —  (a?  —  x'y,  et  l'on  trouvera  sans  peine, 
en  développant  les  formules  précédentes  suivant  les  puissances  des  petites  frac- 

X    x'    r,    y\ 

/.'  -  ^   r,    I  ■>''  +  /i  ^  {y,+y\Y-h{x-x'YT-^ 
''  -  TlV -^ —1—  -^ p J     ' 


--M' 


2/  4/2  %p 


r-  dQ  __(         r-  \     ^^l     y,+  y\      {y,-^-y\Y  ,  (^-^Q^        ^. 

J      \/\  —  k^&\n^'e~\^^^")         ^  2/  8/^        "^       8/2    "       i6/2 

yy'  _  (/+yi)(/+j;) 

~2L  2/  4/2  8/2  ^•••J' 
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Nous  ferons 
(7)  \Y,=.^T:puJJlogjdSdè', 


(8) 


et  nous  aurons 

(9)  w  =  w,  +  w.. 

/  ni 

W,  est  de  l'ordre  de  «Vloç?-;  W,  contient  des  termes  en  «V-rloe-» 
a''ll-j\  log-j  •••}  a"/^j  a*/(  YJ  j  —  ^rç^  est  donc  une  petite  quantité  de 
l'ordre  de  -7  • 

81.  Nous  nous  occuperons  seulement  de  W,  que  nous  calculerons  en  suivant 
une  indication  donnéfe  par  M.  Callandreau  {Bulletin  astronomique,  t.  IJI,  p.  252). 
Posons 

(10)  /(cp)  3=:l +Pi  COS9  H-Pa  COS29  H-.  .  . 

et  considérons  les  courbes  ayant  pour  équations 

fi  —  ufi^),         r\  —  {u  +  du)f{Qf), 
r\=u'ficr>'),         r\  =  {u'+da')f{^'), 

u  et  u'  désignant  deux  paramètres  variables  compris  entre  o  et  a,  u' <Cu.  Les 
courbes  en  question  sont  bomothétiques  à  la  courbe  méridienne.  Nous  pren- 


drons pour  l'élément  d'ë»  la  portion  de  la  couronne  comprise  entre  les  courbes  m, 
u  -f-  du  et  les  rayons  vecteurs  auxquels  correspondent  les  angles  cp  et  9  4-  c?(p  ;  de 
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même  pour  d'ë)' .  Nous  aurons 

^2  _  „2y2(^)  _^  m'VH?')  —  2««'/(9)/(9')  cos(9  —  9'). 

Pour  une  valeur  donnée  de  u,  nous  intégrerons  relativement  à  u'  de  zéro  à  u; 
et  pour  9'  de  zéro  à  271,  de  manière  que  l'élément  dS'  occupera  toutes  les  posi- 
tions à  l'intérieur  de  la  courbe  u.  On  fera  ensuite  varier  ç  de  zéro  à  211  et  u  de 
zéro  à  a.  De  cette  façon,  toutes  les  combinaisons  des  éléments  dS  et  dS'  auront 
été  prises,  et  chacune  une  fois  seulement.  On  pourra  donc  écrire 

^Ili- -  /     iidui     u'du'  /     /^(9)/^(cp01og-   ^ dodo'; 

u  étant  supposé  constant  dans  l'intégration  relative  à  u' ,  on  peut  faire 

u'  z=i  ux,         du'  =  u  dx, 

d'où 

^-^,=  /    u^dui   xdxi       /     /^(9)/'(9')log —  =.^9^9^ 

47rp^^     Jo  J„  Jo     ^0  «v//H9)  +  ^V^(9')-2^/(9)/(?')cos(9-9') 

'     u^log—du       xdx  /     p{(f)/^{cf')d(pd<f' 

0  «A)  •-'0        '^O 

J^n                    -^1                    /^2U    ^2« 
I     «»«?«/     ^c?^/        /     /'(9)/X901og    . ^/9^9^ 

Jo  Jo     Jo  v//^9)  +  ^y^(?')-2^/(9)/(9')cos(9-9')    ^    ^ 

Dans  les  dernières  intégrales,  on  peut  effectuer  immédiatement  les  intégra- 
tions relatives  à  m;  on  a,  en  effet, 

/     ir  log  —  du^=y  là  log 1 — -A  u*-+-  const., 

J  u  4  «         16 

on  a,  d'ailleurs, 

f      /2(cp)af9=/      (n-(3iCOS9  4-[32COS29 -I-..  .)2flr9  =  27T(n-Co), 

0  "^0 

en  posant 

('0  ^°=^î2^«- 
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et  négligeant  les  cubes  ou  les  produits  de  trois  dimensions  des  quantités  p,, 
^2.  •••  (on  a  vu  au  n'^lH  que  la  section  méridienne  diffère  peu  d'un  cercle).  Il 
en  résulte 

(12)  ^Y^=^l''p-aU{l  4-Co)'-(-  -f-2log— ")  ^Tzp^a^l  j     ixdx, 

OÙ  l'on  a  fait 

'  /       /H?)/'(^-^')'"g —  décrier,'. 

0      Jo  v(/'^(?)  +  -^VM?')-2-r/((p)/(cp')cos(9-cp') 

Il  nous  faut  calculer!.  Si  nous  faisons 

/"  (9)  4-  x^-r-{o')  -  2^/(9)/(9')  cos(9  -  9')  =  [i  ^  j:^-  2^  008(9  -9')]  (i  +  H), 

d'où 

/  ox  n       /-(9)  — i  +  u?^[/^(9^)— i]  — 2^[/(9)/(90  — i]cos(9— 9O 

(10)  tl  =    :, 7T > 

^       '  I  -h^- — 2.^008(9  —  9) 

il  viendra 


j=    r  f  V(?)/^(?^)iog-7=- — ' — - — =d<?dcf' 

Jq      Jo  ^i  +  œ^ — 2a7cos(9  —  9') 

-i   r  V'V(9)/n?')log(n-H)rf9rf9'. 

On  a,  en  série  convergente, 

log -=^.=^:=J====  =2  ^  cos«(9-9'). 
^'i+jz;^ — 2  .r  CCS  (9  — 9)       -*"   '* 

Faisons 

Ç  =  2[3„cos«9,  Ç'=2|3„.cos/i'9', 

1  1 

d'où 

/(9)  =  i+ç,       /(9')  =  n-r; 

la  première  intégrale  qui  figure  au  second  membre  de  la  formule  (i4)  pourra 
s'écrire 

y  5!  T"''  r    (n-2C  +  2r4-Ç'  +  r-+-4Çr  +  ...)cos«(9-9')rf9'; 

T.   -    II.  21 
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pour  avoir  un  résultat  différent  de  zéro,  il  faut  réduire 

1  +  2C  +  , . . 

à  4^C',  et  même  à  42p?jCOS«cpcos/icp',  ou  même  encore,  à  22p,^cosw(^  —  cp'); 
l'intégrale  en  question  aura  donc  pour  valeur 

La  formule  (i3)  donne 


H 


I  +  .27=' —  IX  cosy 
ou  bien 

(i5)  H  =  Ç  +  Ç'+ÇÇ'4-(Ç-Ç')^-^t-^^f-^^-ti!l^'. 

^        '  ■>■>■»■»  V,  ,   /     I  _|_  _3;j2__  2.37  COS0 

Cette  expression  est  de  l'ordre  i  par  rapport  aux  P;  il  en  résulte,  d'après  nos 
conventions,  qu'on  peut  prendre 

log(i  +  H)==H-2^; 

la  formule  (i4)  donnera  ainsi 

(16)  J=^^'È^f^«+5J«' 

en  posant,  pour  abréger, 

'      i      (H--2H)(n-Ç)2(i  +  Ç')2^(p^9'. 

Remplaçons  H  par  sa  valeur  (i5),  et  nous  trouverons  sans  peine,  toujours  au 
même  degré  de  précision, 

^%Ti       ^2TC 


i 
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Faisons 

1  1  1 

(i8)        /  -^ —^  =Ao4-'yA„.cos/i''e, 

1  I --h  ^^  —  2  0-  COS&  Jmà 

1 

00 

^-' ^  =  Bo  4-  y  B„"  cos  n"  0, 

1 

et  nous  obtiendrons  les  formules  suivantes,  dans  lesquelles  nous  avons  omis, 
pour  abréger,  les  limites  zéro  et  i-  des  intégrales, 

f  Tç  ^9  f/9'  =  r  A'^?  G??'  =  o, 
> 

r  r       Kdc?d<^'        _  r  r       K'd<pd<f>'        _  ^ 

JJ     I  -h  X^  —  2ûCC6sd         J  J    l  +  X'^  —  2^  cos  9  ' 

J    J     1+^2  —  2X  COS  d         J  J    l-\-  X^  —  2XC0SU 

r  r       ^'d^dj        ^  r  r      ti"d^d<?'       ^  ,  _. .  B 

J  J  {i-+-x^~2xcos9y      J  J  {i-hx^~2xcosdy-      ^       "    "' 

=  ^  V  A„"[3;j  /   /  cos /î  9  cos «9' cos  «"(9  —  cp' )  dcf»  dc^' 
=  \a„^IJ    /  cos/«9  cos/i9'cosn(9  —  9')c?9c?9' 

00 

1 
/^/•__çrrf9^^9:___       y 
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et  l'expression  (17)  de  J<  donnera 

J,  =:  -  ^2^n''c,  +  2(1  +  x^)  (-  47r'coAo  -+-  ti^ ^  ^"l^') 

1 

1 

OU  bien 

X 

(19)   J,z^87r^Co[-3-Ao(i  +  ^-^)+Bo(i-^^)^]-h27r^_2[A„(i  +  ^;^)-13„(i  -^2)«][3^ 

1 

Or,  en  différentiant  par  rapport  à  j?  la  deuxième  des  formules  (18)  et  multi- 
pliant ensuite  par  j;,  il  vient 

X  ~  -h  \x  -7—  cosn9  =  ^- '- ^ 

ax       M^       dx  {i -\- x^ — 2xç,o?)QY 

1 

I  i~  x"^ 


i  +  x^ — 1XC0&Q       {\-\-x^ — 2xcosBY 
—  —  Ao  — 2  A„cos«6+(i  —  x^-)  (Bo^-2  B„cos«^  j  ; 

on  en  conclut  donc 

(i-^^)Bo  =  Ao  +  ^^% 

(,-^-^)B„r=A„+a.^S 
et  l'expression  (19)  de  J,  devient 

1 

Or  on  sait  que  l'on  a 

i  '  k  2.3;'* 

Ao= -:,j  A, 


i  —  x^  •"         \~x^ 

et  il  en  résulte  aisément 

00 

Ji  =—  247:'Co—  47î"2]  '^•^''(S^ 
1 

La  formule  (16)  donne  ensuite 


J 


^_  67r^Co+ 71^2(1 -'0^''(^«' 


4 
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d'où 

"  1  1 

et,  en  reportant  dans  l'expression  (12)  de  W,  et  remplaçant  c^  par  sa  valeur  (i  i), 
il  vient 

Nous  poserons 

(21)  a- {i -h  Co)  =  al, 

et  nous  remplacerons  a  par  a^;  nous  aurons 

2l0g—   —2\0S—  +Iog(l  +  Co)  =  2log—  +Co. 
Cl  c  t  Q  CIq 

et  l'expression  (20)  deviendra 

> 

1 

Il  nous  faut  maintenant  calculer  l'expression 

Iz=  I  p'^  dm, 

p  désignant  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'élément  c^m  sur  l'axe  de  rotation. 

Or  on  a 

dm  -=z  pp  d<i^  dS, 

d'où 

1  =:  2  Tip  /  />■*  <iS  =  2  7rp  1  /'  6^S  ; 

mais  y  est  donné  par  la  relation 

On  aura  donc 
(23 )  1  =  2 Tip  (l^  fd?>  +  3 1^  fy,  di  +  Sl  fy\  dS  +  fy]  dè^  . 

Nous  avons  supposé  que  le  point  C  était  le  centre  de  gravité  de  l'aire  de  la 


[66  CHAPITRE    XI. 

section  méridienne,  ce  qui  nous  donnera 

on  a,  d'ailleurs, 

ûfS  =  «<  (i  +  Ç)^  du  dcf, 

d'où  l'on  tire 

dè=         udu         {i +  Zyd(^=T:a^-{i -h  Co)—'n:al; 

ainsi  iraj  représente  l'aire  de  la  section  méridienne.  On  aura  ensuite 

/^  c/S  —   /    u^du  {i -\- Zy  cos- cf  dcf  —  j  a^         (H- 4C +••••)  cos^<p  fi?9; 

d'où,  en  négligeant  le  produit  de  -g  par  l'une  quelconque  des  quantités  p, 

(25)  I  f\dS  =  ^T:a^ -\~-a'' I      ÇCOS29  r/o  —  -  7ra*  +  -  7r«*(32=: -^  7raâ+ -  ''^<^o[^2  +  < 
les  formules  (23),  (24)  et  (25)  donneront  donc,  avec  la  précision  adoptée, 

(26)  1  =  27rp«^/ U-+ -^  «u  H «o[^2)- 

En  vertu  des  relations  (22)  et  (26),  la  fonction  U  deviendra 

1 
OU  bien,  en  introduisant  la  masse  M  de  l'anneau  par  la  formule 

M  =  2  7r^«5/p, 

«'0  et  /  sont  liés  par  la  relation 

(28)  all=     ^ 


211- p 

U  se  trouve  donc  être  une  fonction  des  variables  indépendantes  «„,  (3o,  pg,  . . .; 

P,  n'y  figure  pas,  puisque  le  coefficient i  s'annule  pour  w  =  i. 

Il  faudra  déterminer  ces  variables  indépendantes  de  manière  que  U  soit  un 


RECHERCHES    DE    M.    POTNCARÉ    SUR    LES    FIGURES    d'ÉQUILIBRE.  167 

maximum  ou  un  minimum,  ce  qui  donnera 


^•^9)  ^=«'  ^=«' 


dUo 

dV 

-i^  =0,  pour  /i>  2; 


il  en  résulte  immédiatement 

(3o)  [33=:[34=...--=o. 

La  seconde  des  conditions  (29)  donne  ensuite 
Enfin  la  première  des  conditions  (29)  donne 

_au     ^  _^  _ 

ou  bien,  à  cause  de  la  relation  (28), 

(32)  -^ -77   =0. 

Or  on  tire  de  l'expression  (27)  de  U 
I       d\]  al        (xs^    j 

i       d\}  /i  .      s;      ^,\  (0^        /3       3 


TifpM  d«o 


^«(J  +  ^^«^!;-f^O"^""''^""G'^^'^^ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (32)  et  négligeant  les  termes  en  w% 

il  vient 

5          ,       8/        i(^H-         3co'- 
h  2  log -. — j  +  j—y-  —  o, 

,       8/5 


Tufp    v^y  i_Ë/^o^" 


on  doit  même  se  borner  à 


Cette  formule  coïncide  avec  celle  que  nous  avons  déduite  de  la  méthode  de 
M'"*  Kowalewski,  en  faisant  abstraction  de  la  masse  de  Saturne. 
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Remarque.  —  On  verra  sans  peine  que  la  solution  trouvée  répond  à  un  maxi- 
mum de  la  fonction  des  forces;  il  semble  donc  que  l'équilibre  doit  être  stable. 
Mais  cela  n'est  pas  démontré,  parce  que  nous  supposons  essentiellement  l'an- 
neau de  révolution,  et  qu'il  nous  est  interdit  de  lui  donner  de  petits  déplace- 
ments qui  l'écartent  même  très  peu  de  sa  figure  de  révolution.  La  stabilité 
n'est  donc  pas  prouvée  pour  tous  les  déplacements  infiniment  petits,  mais  seu- 
lement pour  ceux  qui  n'altèrent  pas  la  figure  de  révolution. 

Les  recherches  précédentes  de  M.  Poincaré  ont  paru  dans  le  Bulletin  astrono- 
mique (t.  II,  p.  109  et  4o5).  Le  même  auteur  a  publié  dans  le  tome  VII  des  Acta 
mathemalica  un  Mémoire  beaucoup  plus  important,  dans  lequel  il  a  fait  preuve 
d'une  singulière  pénétration.  L'analyse  qui  l'a  conduit  à  des  résultats  remar- 
quables est  très  élevée,  et  nous  ne  saurions  la  reproduire  sans  dépasser  sensible- 
ment le  cadre  de  cet  Ouvrage.  Nous  devons  nous  borner  à  reproduire  quelques- 
unes  des  conclusions  du  Mémoire  : 

«  Les  ellipsoïdes  ne  sont  pas  les  seules  figures  d'équilibre  que  puisse  affecter 
une  masse  fluide  homogène  dont  toutes  les  molécules  s'attirent  d'après  la  loi  de 
Newton,  et  qui  est  animée  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  d'un 
axe.  Si  on  laisse  de  côté  certaines  formes  d'équilibre  où  la  masse  en  question 
se  subdivise  en  deux  ou  plusieurs  corps  isolés,  et  d'autres  où  elle  prend  une 
configuration  annulaire,  il  existe  encore  une  infinité  de  séries  de  figures  d'équi- 
libre. 

»  Toutes  ces  figures  sont  symétriques  par  rapport  à  un  plan  perpendiculaire 
à  l'axe  de  rotation.  En  outre,  elles  ont  toutes  un  certain  nombre  de  plans  de 
symétrie  (au  moins  un)  passant  par  l'axe,  et  certaines  d'entre  elles  sont  de  ré- 
volution. 

»  Parmi  ces  séries  de  figures,  il  n'y  en  a  qu'une  qui  est  stable  et  elle  a  deux 
plans  de  symétrie  seulement. 

»  Considérons  une  masse  fluide  homogène  animée  originairement  d'un  mou- 
vement de  rotation;  imaginons  que  cette  masse  se  contracte  en  se  refroidissant 
lentement,  mais  de  façon  à  rester  toujours  homogène.  Supposons  que  le  refroi- 
dissement soit  assez  lent  et  le  frottement  intérieur  du  fluide  assez  fort  pour  que 
le  mouvement  de  rotation  reste  le  même  dans  les  diverses  portions  de  la  masse. 
Dans  ces  conditions,  le  fluide  tendra  toujours  à  prendre  une  figure  d'équilibre 
séculairement  stable  ;  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement  restera  d'ailleurs 
constant. 

»  Au  début,  la  densité  étant  très  faible,  la  figure  de  la  masse  est  un  ellipsoïde 
de  révolution  très  peu  différent  d'une  sphère.  Le  refroidissement  aura  d'abord 
pour  effet  d'augmenter  l'aplatissement  de  l'ellipsoïde,  qui  restera  cependant  de 
révolution.  Quand  l'aplatissement  sera  devenu  à  peu  près  égal  à  f,  l'ellipsoïde 
cessera  d'être  de  révolution  et  deviendra  un  ellipsoïde  de  Jacobi.  Le  refroidis- 
sement continuant,  la  masse  cessera  d'être  ellipsoïdale.  L'ellipsoïde  semble  se 
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creuser  légèrement  dans  sa  partie  moyenne,  mais  plus  près  de  l'un  des  sommets 
du  grand  axe;  la  plus  grande  partie  de  la  matière  tend  à  se  rapprocher  de  là 
forme  sphérique,  pendant  que  la  plus  petite  partie  sort  de  l'ellipsoïde  par  un 
des  sommets  du  grand  axe,  comme  si  elle  cherchait  à  se  séparer  de  la  masse 
principale. 

M  II  est  difficile  d'annoncer  avec  certitude  ce  qui  arrivera  ensuite  si  le  refroi- 
dissement continue,  mais  il  est  permis  de  supposer  que  la  masse  ira  en  se  creu- 
sjant  de  plus  en  plus,  en  s'étranglant  dans  la  partie  moyenne,  et  finira  par  se 
partager  en  deux  corps  isolés.  » 

M.  Poincaré  fait  remarquer,  en  terminant,  que  les  conclusions  précédentes  ne 
peuvent  pas  s'appliquer  immédiatement  à  la  théorie  cosmogonique  de  Laplace, 
parce  que  la  nébuleuse  qui  a  donné  naissance  au  système  solaire  devait  être 
fortement  condensée  vers  le  centre. 

Avant  M.  Poincaré,  M.  Liapounoff  avait  étudié,  d'une  manière  approfondie, 
les  conditions  de  stabilité  des  figures  d'équilibre  ellipsoïdales  (1884).  Son  tra- 
vail a  malheureusement  été  imprimé  dans  la  langue  russe,  et  nous  ne  le  con- 
naissons encore  aujourd'hui  que  par  une  brève  analyse  qu'en  a  faite  M.  Radau 
dans  le  BLilletin  astronomique.  Les  recherches  des  deux  géomètres  sont  entière- 
ment indépendantes  les  unes  des  autres. 

On  trouve  énoncées,  sans  démonstration,  dans  le  Treatise  on  Natural Philoso- 
phy  de  MM.  Thomson  et  Tait  (2^  édition,  t.  I,  Part  II,  p.  332-335),  un  certain 
nombre  de  propositions  relatives  aux  figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide,  et  à 
leur  stabilité.  C'est  en  cherchant  à  démontrer  quelques-unes  de  ces  proposi- 
tions que  M.  Poincaré  a  été  amené  à  composer  son  beau  Mémoire  des  Acla  ma- 
thematica. 

Enfin  il  convient  d'ajouter  que  M.  Matthiessen  avait  signalé  avant  W.  Thom- 
son l'existence  des  figures  annulaires  d'équilibre;  mais  sa  méthode  ne  permet- 
tait qu'une  approximation  limitée  et  était  inférieure  à  celles  de  31'"*^  Kowalewski 
et  de  M.  Poincaré.  M.  Matthiessen  s'est  occupé  des  figures  d'équilibre  dans  plu- 
sieurs Mémoires  dont  les  titres  suivent  : 

Ueber  die  Gleichgewichts-Figuren  homo gêner  frei  rôtir ender  Fliïssigkeiten.  Kiel,  1857. 
Neue  Untersuchungen  ûber  frei  rotirende  Fliïssigkeiten  ini  Zustande  des  Gleichgewichts. 

Kiel,   iSSg. 
Ueber    Système    kosmisclier    Ringe    von    gleicher    Unilaufszeit    als    discontinuirliche 

Gleichgewichtsforinen  einer  frei  rotirenden  Flilssigkeitsniasse.  Leipsig,  i865. 

De  œquilibrii  figuris  et  revolutione  Iwmogeneoruni  annuloriun  sidereorum  sine  corpore 
centrali  atque  de  mutatione  earuni  per  expansionem  aiit  condensationem  {Annali  di 
Matematica,  2"  série,  t.  III,  1870). 

Ueber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Abplattung  ini  Gleichgewichte  befindlicher  ho- 
mogener  Ellipsoïde  und  die  Verànderung  derselben  durch  Expansion  und  Conden- 
sation. Leipsig,  1871. 

T.  —  IL  22 
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Ueber  die  GeseLze  der  Bewegung  iiiid  Forim'erànderung  homogener,  frei  um  ihre 
Axe  rotirender  cylindrischer  Gleichgewiéhts-Figuren  unddie  Verdnderung  derselben 
duvch  Expansion  oder  Condensation.  Leipsig,  i883. 

Pour  compléter  les  indications  bibliographiques  précédentes,  nous  mention- 
nerons encore  les  Mémoires  suivants  : 

RiEMANN.  —  Ueber  das  Potential  eines  Ringes  {Gesammelte  Werke,  p.  407)- 

G. -H.  Darwin.  —  On  figures  of  equilibrium  of  rotating  niasses  of  fluid  {Philosopliical 
Transactions,  1887). 

Basset.  —  On  the  steady  motion  of  an  annular  niass  of  rotating  liquid  {American 
Journal  of  Mathematics,  t.  XI,  p.  172;  1889). 
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CHAPITRE  XII. 

THÉORIE  DE  MAXWELL  POUR  L'ANNEAU  DE  SATURNE. 


82.  Après  avoir  démontré  l'instabilité  d'un  anneau  solide  tournant  autour  de 
Saturne,  Maxwell  (')  considère  un  anneau  élémentaire  comme  formé  par  la 
réunion  d'un  grand  nombre  de  petits  satellites  P,,  Po,  P3,  ...,  libres  de  leurs 
mouvements  mutuels.  Si  ces  petits  corps  sont  assez  nombreux,  les  impressions 
produites  sur  l'œil  de  l'observateur  ne  pourront  pas  être  séparées,  et  l'ensemble 
paraîtra  sous  la  forme  d'un  anneau  continu.  Nous  allons  écrire  les  équations 
différentielles  du  mouvement  de  l'un  d'eux,  P,  par  exemple,  en  ayant  égard  à 

l'attraction  de  Saturne  et  aux  attractions  des  autres  satellites  P^,  P3, Nous 

supposerons  que  tous  les  mouvements  s'effectuent  dans  un  même  plan,  que 
nous  prendrons  pour  plan  des  xy.  Soient  ^,,/t>  ''2,,  R,  ;  a:.^,y.^,  m,,  R2,  ...  les 
coordonnées,  les  masses  et  les  fonctions  perturbatrices  pour  les  divers  satel- 
lites, M  la  masse  de  Saturne.  Nous  aurons 

^^  ^m—  —  ^, 

et,  en  négligeant  les  attractions  exercées  sur  Saturne  par  les  satellites  consi- 
dérés, attractions  qui  se  compensent  d'ailleurs  presque  exactement,  nous  pour- 
rons nous  borner  à 

où  le  signe  V  s'étend  aux  satellites  P2,  P3, 

(*)  On  the  stahilitj  of  the  motion  of  Saturn's  rings.  Cambridge,  iSSg. 
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Il  convient  d'introduire  des  coordonnées  polaires  par  les  formules 

j7,  = /-j  cos('i,        ji  :z= /'i  sint'i, 


On  trouve  aisément  que  les  formules  ci-dessus  deviennent 

^.  _  f^'i       fM  _      ^Hi 

(i)  \ 

d^v^  dr^  di'i  I    (?R, 

'''~dt^  ^"^it  ~di  ~~y,  "J^' 


C0S(('2 —  <"i) 


Nous  supposerons  que  les  satellites  soient  d'abord  placés  aux  sommets  d'un 
polygone  régulier  inscrit  dans  une  circonférence  de  rayon  a,  et  nous  représen- 
terons par  2O  l'angle  au  centre  qui  correspond  à  chacun  des  côtés  du  polygone, 
de  sorte  que,  si/?  désigne  le  nombre  des  satellites,  nous  aurons 


(2)  0=-^ 

P 


Si  l'on  négligeait  leurs  perturbations  mutuelles,  les  satellites  se  mouvraient 
tous  sur  la  circonférence  de  rayon  a,  avec  la  même  vitesse  angulaire,  et  l'on 
aurait,  à  une  époque  quelconque  t. 


(3) 


/•j  r=  a,  (',  ^  K  +  O^, 

/-j  z=  «,  ('2  :^  X  +  (0  f  +  2  9, 

;-3  r=  «,  ('3=r  X  +  0)^  +  4^> 


X  désignant  l'angle  constant  que  fait  le  rayon  SP,  avec  le  rayon  mobile  déterminé 
par  l'angle  <sit\  l'ensemble  tournerait  comme  un  corps  solide,  d'un  mouvement 
uniforme,  avec  la  vitesse  angulaire  to. 

Mais,  si  l'on  a  égard  aux  actions  mutuelles  des  satellites,  les  choses  se  passe- 
ront d'une  manière  plus  compliquée,  et  l'on  posera 


(4) 


t^i»  x"^> 


/'l  ==  (7(l  +  pi),  t'i  zrrx  +  «^  -t-  0-1, 

/•2  =  «(l  +  p2),  «'2  =^  ■''-  +  W^  H-  20  +  (72,  ('2 —  i^i  =  20  +  (72—  0-1, 

/•j  — «(i  +  Pj),  (Jj  —  X  +  w^h- 49+ (73,  c^3-- (?i  =  45  H- 0"3—  o-,. 


.,  a-,,  7o,  . . .  désignant  des  quantités  qui  s'annuleraient  avec  les  masses 
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m,,  m.,, Ces  quantités  resteront  petites  si  le  mouvement  s'éloigne  peu  du 

mouvement  simple  représenté  parles  formules  (3).  En  supposant  qu'il  en  soit 
toujours  ainsi,  on  pourra  procéder  à  des  développements  en  séries  et  négliger 
les  carrés  et  les  produits  des  deux  dimensions  des  quantités  p,,  pa»  •••, 
0-,,  o-o 

83.  On  trouvera  sans  peine 

()Ri       „  v"  /'i  — /-.j  cos(«'2— l'i) 


[r\  -i-  ri—  2 /'i  i\  cos ( (^2  —  r, )Y 
I    (?R,  -^  /•2sin(r2 — »'i) 


3.' 

['i  ~+"  ''\~  ^'"1  ''i  cos  («'2—  ^\)Y 


''\—  /•2COs(('2—  <^i)  =  a  |i  4-  p,  —  (i  +  pj)  [COS2  5  +  (o-,  —  c-j)  sin2  9]| 


•    ,n  r  P|— PoCOS2  9  ,  V        ./5 

2sm-9  \   i        .1 


Vi  sin(('2—  t^i)  •=  2asin9cosô  [i  +  p2 —  («s'i—  rj-i  )  00126^], 
/'i  +  ri—  2 ri  /-j  C06(('2—  i'i)  =  «^(2(n-pi+p2)  —  2(n-  pi  +  pa)  [cos2  9  +  (o-,  — 0-2)  sin2  9]| 

=  4«^sin2  9[n- piH-p2— (a,  —  (72)cotô]; 


_i  I         r        3  3  "1 

[/i  +  /i  — 2r,/-2COS(r2-('i)]   '^Sa^sin^el  '~^^P'"^P-^'^i^^^~^^^^"^^J' 

[/•î+/i— 2/-i/-2COS(^'2—  <'i)]^  4L  J 


/•2sin(r2— »', )  cos9      f        3p,  +  p2       o-,  —  a.,  .  ,  ,,1 

77—^ ^ -i  =  ï^iHm[-^^  ^  —^  (lang3+  .cot6)J 

[/'t  +  A"!—  2/-1  /-j  C0S(r2— t'i)]^ 

On  a  d'ailleurs 

=  a  (^0,'+ «-P,  +  ..  ^  -  ^  -  fM -^  j, 

On  trouvera,  en  partant  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  (i)  deviennent. 
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au  degré  de  précision  indiqué, 

-^  H r^  =  T-^    >  .     .n         ï ■■- —  -^ (tango  +  2C0tô) 

dt         dt^         4a'*  ^     sin^ô     L  ^  2        ^       ° 


20) 


Maxwell  suppose  que  les  satellites  aient  tous  la  même  masse.  Représentons 
par  [i.  le  rapport  de  cette  masse  commune  à  la  masse  M  de  Saturne;  nous  aurons 

Wj  =::  7^2  =  .  .  .  =;  nip  =:  fJlM, 

et  nous  pourrons  faire  sortir  m.^  des  signes  ^  dans  les  formules  (5).  Sans  les 
actions  mutuelles  des  satellites,  on  aurait 

0)^=— r'  clou  -rzrco^u. 

a"*  «•*         -  ' 

Les  équations  (5)  pourront  ainsi  s'écrire 

,      fM       .,    ,  da,        d^p, 

(6)  ]  -rV2^^,(-P.-p.+  ^-^cot^^  +  ^^cot0> 
<^Pi        d''-cs^        I     ,     V^  cosf5  r        3p,+  p2       cTi — (7.>  ,  ,  ^,1 

Dans  les  deux  ^j  quand  on  passe  de  P^  à  P3,  puis  à  Pj,  . . . ,  6  doit  être  rem- 
placé par  2G,  30,  . . . ,  de  sorte  que  finalement  6  doit  recevoir  les  valeurs 

(7)  -,        ,         •   •  •  ,        (/>  —  !)-■ 

p        p  F 

84.  11  s'agirait  d'intégrer  les  équations  différentielles  (6)  en  même  temps 
que  les  équations  qui  se  rapportent  aux  mouvements  des  satellites  Po,  P3,  . . . , 
c'est-à-dire  un  système  de  2/;  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre 
à  coefficients  constants.  La  méthode  générale  consiste  à  poser 

Pi  =  H,e^         p2==H2e^ 
en  désignant  par  N,  H, ,  Ha,  . . . ,  K, ,  K.,  ...  des  constantes. 
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Si  l'on  substitue  dans  les  équations  différentielles,  on  aura  d'abord 

,      f.M       I    ,     V     ' 

puis  on  obtiendra  un  ensemble  de  ^.p  équations  homogènes  entre  lesquelles  on 
éliminera  les  H^  etK^;  on  trouvera  ainsi  un  déterminant  qui,  égalé  à  zéro,  con- 
stituera une  équation  propre  à  déterminer  N.  On  voit  aisément  que  cette  équation 
est  du  degré  [\p\  à  chaque  racine  correspondra  une  solution  contenant  une  seule 
arbitraire,  H,  par  exemple.  En  faisant  la  somme  des  solutions  partielles,  on  ob- 
tiendra les  expressions  des  intégrales  générales  en  fonction  du  temps  et  de  l\p 
constantes  arbitraires.  Tout  l'intérêt  de  la  question  consiste  à  connaître  la  nature 
des  racines  de  l'équation  du  degré  t\p.  En  effet,  pour  que  les  valeurs  de  p4, 
p2,  . . ,,  (7,,  (To,  . . .,  petites  au  début,  restent  toujours  petites,  il  faut  que  toutes  les 
racines  de  notre  équation  soient  de  la  forme  ±n\j—  i.  Il  paraît  difficile  de 
trouver  immédiatement  les  conditions  sous  lesquelles  ce  résultat  peut  avoir  lieu. 
Maxwell  a  suivi  une  méthode  indirecte  que  nous  allons  exposer. 
Il  cherche  une  solution  particulière  de  la  forme 

ipi  13:  Acos(n<H-  a-4-  2y9),  c-,  —  B  sin (n^H-  a  +  2y9), 

P2  =r  A  cos(/i^  4-  a  -+-  ^yB),  o-,  ^^  B  sin(/if  +  a  -+-  ^yB), 

,   •••••: , , 

J  p,- =  A  cos(n^+ a  H- 2<yô),  a,- .=  B  sin  («^ -H  a  +  2  iy9), 


OÙ  A,  B,  /z  et  a  désignent  des  constantes  et  y  un  nombre  entier  positif.  Si  l'on 
fait  pour  un  moment 

nt  -\-  Cf.  -\-  "iyO  ^=  u, 

on  aura 

Pi  =  A  cos«,         P2  ^  A  cosf/  cos2y9  —  A  sinw  sin2y9, 

o-j  =  B  sin  u,         !72  =  B  sinw  cos2y5  +  Bcosm  ?,\niyB. 


Substituons  ces  expressions  dans  les  équations  (6),  et  nous  trouverons 

(  «2—  ^  +  [(3o)2+//2)A  +  2çonB]cos«  =  (I), 
(  — (2co/iA -h  «^B)  sin«  =  (II); 


Nous  avons  représenté,  pour  abréger,  les  seconds  membres  par  (I)  et  (II); 
nous  trouverons  sans  peine 

(  (I)  "  7  «V^T— Â    *  —  cos?/  (2Acos2y5  — Asin-y5cot^5  +  -  B  sin2y0colô) 
/  -f-sin«  f  A  sin2y9  -h- Asin2y0col-9  +  B  sin^y^cotô)    , 
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i  (11)=^  wV2  "^  j  I  +  sin  «  r^  A  sin  2y9  +  B(tang0  +  2  cot9)  sin^yôl 

—  cosM    -A  +- Acos2y0H--B(langÔH-2cot6)sin2y9     . 


176 
et 


Sous  les  signes 2,  6  doit  prendre  les/?  —  i  valeurs  de  la  série  (7);  on  voit  que 
les  termes  équidistants  des  extrêmes  ont  une  somme  égale  à  tz,  et  que  s'il  reste 

un  terme  isolé  au  milieu,  il  est  égal  à  -•  Or,  quand  on  attribue  à  6  des  valeurs 

supplémentaires,  le  coefficient  de  sinw  dans  la  formule  (10)  prend  des  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires;  il  en  est  de  même  de  celui  de  cosm  dans  la  for- 
mule (11);  ces  coefficients  s'annulent  d'ailleurs  pour  G  =  -•  On  aura  donc 


où  l'on  a  posé 


(12) 


(I)  —  coV[K  -t-  (ALy  -  BMy)  ces  u], 

(II)  r=  w2/ji(  AMy-t- BNy)  sin  M, 


^  ~~2à  \      4sm^ë  2sînT 


V^  sin2y0cos9 

Mï=l  -si — 


sin«ô 
sin^yôcos'ô 


^^'~2dV      2sin=»Ô 


s'in^yd 


il  est  entendu  que  les  signes  2  s'étendent  à  toutes  les  valeurs  (7)  de  0. 

Si  l'on  porte  les  valeurs  ci-dessus  des  expressions  (J)  et  (II)  dans  les  équa- 
tions (9),  elles  deviennent 

fM 

co^ —  a)^|jiK  -f-  [(3gj^  -h/i^ —  oj^juiLy)  A  H-  (2  0J/1  +  co^/ji.My)B]cosM  :=o, 

[(2w/i-t-  w2ftMy)A  4- («2      -i- co^jutNy)  B]  sin«  =  0. 

Ces  relations  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  u,  on  en  tire 

(i3) 

(<4) 


(3a)2  -\- n'^ —  w^/j.Ly)  A  H-  (203/*  +  w^fjiMy)  B  =  o, 

(2Wrt+  w2]ULMy)A-+-  («2        +C0^[JLNy)B=lO. 


11  est  facile  de  voir  qu'on  tomberait  sur  les  mêmes  conditions  en  exprimant 
que  les  expressions  (8)  vérifient  les  équations  différentielles  des  mouvements  des 


I 
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satellites  Pa,  P3 L'élimination  de  A  et  B  entre  les  équations  homogènes  (i4) 

donne 

(i5)  («-+  3«-—  wVLy)(n2+  co^^Ny)  —  (aoj/i  +  co^fjLMy)^^©. 

C'est  une  équation  du  quatrième  degré  pour  déterminer  n. 

85.  Pour  chacune  des  quatre  racines,  la  constante  A  restera  arbitraire;  le 
rapport  j  sera  déterminé  par  l'une  des  formules  (i4)-  Mais  on  peut  donner  à  y 

une  série  de  valeurs  entières,  et  l'on  entrevoit  ainsi  la  possibilité  d'obtenir  les 
intégrales  générales  cherchées. 

Nous  supposerons  les  satellites  en  nombre  pair,  et  nous  ferons 

Nous  représenterons  par  «y,,,  n^^.,,  n^.^,  n^^  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion (i5)  qui  correspondent  à  luic  valeur  déterminée  de  y;  par 

■A-y^i,     Ay,2,     ^y,-iJ     ^yyif 
t'y,!»      Dy-îi      "y, 3»      "y.* 

les  valeurs  de  A  et  de  B.  Nous  désignerons,  en  outre,  par  â  l'un  des  nombres  i , 
2,  3,  4»  et  nous  ferons 

By,5  =  Ay,5Ay,8; 

d'où,  d'après  la  première  des  formules  (i4)» 

(.6)  1  g=:_Ml±A2^!z:^T. 

Soient  ayô  les  diverses  valeurs  de  la  constante  a  :  si  l'on  donne  à  y  les  valeurs  i , 
2., . . .  ,q,  et  qu'on  fasse  la  somme  des  solutions  particulières  correspondantes, 
on  aura  des  expressions  des  inconnues  p,,  p.,,  ...,p^,  a,,  cr^,  ...,(7^,  que  nous 
condenserons  da'ns  les  formules  suivantes  : 

y=:i  3  =  1 


(ï7) 

^    '  ''  >  yz=t}  0=4 

•/m 

<y,5  -+-  

q 
-{  —  i  0=1 


0-,  =    \      ^  >y,8  Ay,8  Sin  (  «y  ,8  i 


Si  l'on  donne  à  i  les  valeurs  i,  2,  . ..,  2^,  on  aura  par  l'enchaînement  des 
T.  -  II.  23 
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formules  (12),  fi5(*)J,  (16)  et  (17),  les  expressions  des  inconnues  en  fonction 
de  ^  et  de  8^  =  t\p  constantes  arbitraires  Ay,^,  a^.s;  ce  sont  les  intégrales  géné- 
rales cherchées. 

En  différentiantles  formules  (17),  on  trouve 


7  =  7  0 


-^=-2i;"y'^^^r.SsinUy, 


(18) 


dt 

di7i 
~di 


Y=l 6=1 


,Ô  ^  +  ^y,ô  "+" 


yiiz 


>     V  >iy,5  «Y,5  Ay,S  COS  {  «Y,5  ^  +  «y.S  +  ^^ 


Y=i 5=1 


Remarque.  —  Il  convient  d'appeler  l'attention  sur  un  point  auquel  Maxwell 
attache  une  grande  importance.  Considérons  les  solutions  simples  représentées 
par  les  formules  (8);  nous  voyons  que  la  position  et  la  vitesse  du  satellite  P^ 
à  l'époque  t  sont  les  mêmes  que  la  position  et  la  vitesse  de  P<  à  l'époque 


n 


On  peut  donc  dire  que  le  mouvement  de  Po  se  communique  à/P<  dans  le 
temps  2Ô  ^;  l'intervalle  angulaire  franchi  étant  2O,  la  vitesse  angulaire  est  égale 

à  -•  On  aura  donc  le  mouvement  final  par  la  superposition  des  mouvements  qui 
correspondent  à  q  ondes  élémentaires. 

86.  Détermination  des  constantes  arbitraires  d'après  les  données  ini- 
tiales. —  Pour  que  les  formules  (17)  et  (18)  représentent  les  intégrales  géné- 
rales des  équations  différentielles,  il  faut  que  l'on  puisse  déterminer  les  con- 
stantes arbitraires  de  façon  que  les  positions  et  les  vitesses  initiales  des  satellites 
prennent  des  valeurs  données,  quelconques  d'ailleurs.  On  supposera  donc  don- 
nées les  valeurs  des  8y  petites  quantités  p,,  o-^,  -^i  -^,  pour  /  ==  o,  et  il  s'agira 

d'en  déduire  les  constantes  A^^g  et  a^.s.  En  faisant  /  =  o  dans  les  formules  (17) 
et  (18),  on  trouvera 


:yyA. 


yiT. 


(19) 


[dii 
\dï 


22  '*T.5Ay,8sin  f  ay,5  +  1— 


{L. 


,  ig). 


"22  '*T.S^T,ôAy,8  COS  (  ay,5  +  ^ — 


(1)  Il  faut  toutefois,  dans  l'équation  (i5),  remplacer  n  par  «y.g. 
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C'est  un  ensemble  d'équations  du  premier  degré  par  rapport  aux  inconnues 

Ay^ôcosay^g     et    Ay^ssinay^g; 

le  nombre  des  équations  est  d'ailleurs  égal  à  celui  des  inconnues. 
Il  est  possible  de  simplifier  la  résolution  des  équations  précédentes. 
On  a,  en  effet,  en  désignant  par  y'  un  nombre  entier  positif  au  plus  égal  à  q, 

\   cos  ^^^ — -  cos  (ay^?,~h  i- — '-)=o,     si  y%y',         =      ^cosay^g,     si  y  =  y', 


i—ïq 


(20)      ; 


=1 


^  cos  '—  sin  [  ay,g  4-  ^-^  \  —  r.      ci  ..  > ,/ 


yiTt 


o,     SI  y^Y 


=     g  sinay',g,     si  y  =  y', 

^  sin  ^-—  cos  (  ay,g  4- ^  1  =0,     s\  y^y,         —  —  ^smay^g,     si-/  =  y', 


2  ^'"  ^  ^*"  (  ^ï'S  +  ^  )  =  o,     si  y  >  y', 


yni\  __ 


^/cosay,g,     SI  y  =  y  , 


Les  formules  (19)  et  (20)  conduisent  immédiatement  aux  relations  suivantes, 
dans  lesquelles  on  a  remis  y  au  lieu  de  y'. 


5=4 

2  Ay,gcosay,g 


i  =  iq 


'-^p^COS'-—-, 


0  =  1 

3  =  4 


9 


y  m 


(21) 


0=1 

\  0=4 


=  iq 

ym 

q  Ad  \dt  )^^"'     q 


___!     V/^\,i„ 


^    /?y,gAy,gCOSay,g  = ^ 

X  ^v,gAy,g  cosaY,g  =r       -    7  (T^sin^ — -', 

0=1  /=i 

Ô  =  4  j  =  2y 


ô=l 

6=4 


i=l 

i  —  tq 


(22) 


2  ^^'2  ^'""'Ï'S         ^  ~  ^  2  P''  ^'"  ^' 


0=1  j = 1 

0=4 

V  Xy,gAy,gsinay,g         = 

8=1 

0=4 


1  =  2(7 

-     7,  <T,^  COS  '- > 

(  =  1 
/  =  27 


^'^ï,«^ï,sAy,8sinay,g  =  -  ^  ^  (tJ)/'"^ 
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Pour  chaque  valeur  de  y,  les  formules  (21)  forment  un  système  de  quatre 
équations  du  premier  degré  par  rapport  aux  quatre  inconnues 

Ay^lCOSay,!,        Ay,2COSay,2,        Ay,3COSay,3,        Ay,4,  cosay,4. 

On  a  parallèlement,  dans  les  formules  (22),  un  système  de  quatre  équations 
du  premier  degré  pour  déterminer  les  quatre  inconnues 

Ay,isinay,i,     Ay,2sin«y,2,     Ay.ssinay,^,     Ay,vSinay,4. 

Le  dénominateur  commun  des  inconnues  est  le  même  dans  les  deux  groupes  ; 
c'est  le  déterminant 

1  /iy    j  Av    1  /iy    j  Ay    j 

I  n^ 
I  fi^ 
I      n. 


(23) 


Y.2 

>-T.. 

'*Y,2^y,2 

Y'3 

K-^ 

'*T.3^T.3 

T.v 

h,'^ 

''y.i^y.i 

Ce  déterminant  est  généralement  diflerent  de  zéro,  et  le  calcul  de  nos  con- 
stantes arbitraires  ne  comporte  ni  impossibilité  ni  indétermination. 

On  voit  qu'on  est  ramené  en  somme  à  la  résolution  de  2q  systèmes  de  quatre 
équations  du  premier  degré  à  quatre  inconnues. 

87.  Recherche  des  conditions  de  stabilité  du  mouvement.  —  Pour  que 
l'anneau  soit  permanent  dans  sa  forme,  il  faut  que  les  quantités  p,  et  o-^,  suppo- 
sées petites  au  début,  restent  constamment  petites.  Si,  en  particulier,  l'une  des 
quantités  a,  pouvait  grandir  beaucoup,  le  satellite  correspondant  finirait  par  se 
rapprocher  très  sensiblement  de  l'un  des  deux  qui  l'avoisinent,  et  une  collision 
surviendrait.  Il  en  résulte  que  les  quatre  racines  /ly^g  de  l'équation  (i5)  doivent 
être  réelles,  quel  que  soit  le  nombre  entier  y  compris  entre  o  et  q.  S'il  n'en  était 
pas  ainsi,  les  intégrales  contiendraient  en  effet  des  exponentielles  qui  finiraient 
par  croître  au  delà  de  toute  limite.  On  exprimera  donc  la  permanence  et  la  sta- 
bilité de  l'anneau  en  écrivant  que  les  racines  des  équations  (i5)  doivent  être 
réelles. 

Nous  commencerons  par  démontrer  que,  si  le  nombre  des  satellites  est  fini, 
on  peut  prendre  la  masse  de  chacun  d'eux,  et,  par  suite,  la  masse  de  l'anneau 
assez  petite  pour  assurer  la  réalité  de  toutes  les  racines. 

En  effet,  dans  l'hypothèse  en  question,  les  quantités  Ly,  My,  Ny,  définies  par 
les  relations  (12),  peuvent  être  grandes  à  cause  des  petits  diviseurs,  sinô,  sin-0, 
sin^6;  elles  n'en  sont  pas  moins  finies  et  déterminées.  Or,  pour  n  =  o,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (i5)  se  réduit  à 

fXC0*[3Ny—  p(Mf    +LyNy)], 
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quantité  positive  si  tx  est  suffisamment  petit;  car,  d'après  son  expression  (12), 
la  quantité  N^  est  essentiellement  positive. 

D'autre  part,  le  premier  membre  de  l'équation  ((5)  est  de  la  forme 

ce  premier  membre  sera  donc  négatif  si,  [jl  étant  assez  petit,  on  attribue  à  n^  une 
valeur  comprise  entre  o  et  co^,  —  par  exemple.  Si  donc  on  substitue  pour  n, 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (i5),  les  valeurs 


0)  (0 

00, p,      o,        +  -p'      +'^> 

V/2  y/a 


I 


on  trouvera  que  ce  premier  membre  prend  les  signes 


Il  y  a  quatre  cbangements  de  signe,  et,  par  suite,  la  réalité  des  quatre  racines 
est  démontrée,  pour  toutes  les  valeurs  de  y,  pourvu  que  [x  soit  suffisamment 
petit.  > 

Donc  un  anneau  de  satellites  égaux  peut  toujours  être  rendu  stable,  si  sa  masse  est 
suffisamment  petite  par  rapport  à  celle  de  Saturne. 

Cherchons  maintenant  à  nous  faire  une  idée  du  degré  de  petitesse  que  doit 
avoir  \k  pour  que  le  résultat  précédent  soit  assuré. 

Nous  considérerons  d'abord  l'équation  (i5)  qui  correspond  à 

■/  =  ^  =  *; 

'  2 

6  étant  de  la  forme  — >  où  A  désigne  l'un  des  nombres  i,  2,  ...,  iq—  i,  276  est 

égal  à  Air;  on  a  donc  sin2Y0  =  o,  et,  par  suite,  d'après  les  formules  (12),  M^  est 
nul;  sin'^yô  et  cos^yô  prennent  respectivement  les  valeurs 

I,     o,     I,      .  .  .  ;     o,     I,     o,      

Les  relations  (12)  donnent  donc,  en  supposant  q  impair,  pour  fixer  les  idées, 

.77  —  2 

2^ 


L,= 

I 
2 

/cos^  — 
\        2^ 

+ 

,3;: 
iq 

sin'  — 
iq 

— 

/       ' 

4- 

T 

(          ^ 

\     sin- 

.      271 

sm  — 
9 

a 
sin* 7: 


(24)  {  \  2^  iq  %q 

I 


•     7 

sm 


iq 


I»2 

et 


(25) 


N. 
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o    TT  „  371 

cos^ —       cos- 

iq  iq 


sin- 


71  .     ,371 


. .+ 


iq 


sin' 


27 


COS^^^ 71 

.     -^  —  2 

sin'-^ — ' —  71 


2^ 


1  /      J  I 

2    I        .       71  .371: 

\    sin —  sin  — 

\        2^  2^ 


sin 


771 
2^ 


Il  est  facile  d'obtenir  des  valeurs  approchées  de  L^  et  de  N^  lorsque  q  est 
grand;  il  suffit,  en  effet,  de  partir  de  la  formule  connue,  dans  laquelle  ^  est 

compris  entre  o  et  -> 


La  relation 


donne  ensuite 


On  en  conclut 


I  I       I 


%vcix.       X       6  36o  i5i2o 


x^  -^  .  .  ., 


2  COS^"^ 


d" 


sinj?  I 


sin'^  dx^ 


sm.a? 


COS^J?  I 


j i_  i63 

sin*^       x'^       IX       \o  i5i2o 


U  =  4 


I        I 

^9  -  H  \  ^  I   )  7^  +  3i 


iq  —  ^y         8\qJ    \l  3 


l   /  Tl\'  /  l  I  I 

+  .  ..  + 


q-2 


-6iQ'['  +  ^--+(*-^»-^Q'[-+^'---(?-^)'] 


q  /i         I 

71   \I  2 


i-*  H-  2-' 


<7  — f/        6  q 


71  /  ûT  —  I 

14-2+...+  ^- 


N„-2L„  =  ?    (^+i 


'-71    V.  ^3 


-  )  +  2  (  i  +  -  +  ...+  - 
'7/  \  2  q 


^)] 


—  (1  +  3  +.  .  .+  (/)  +-i  (  14-  2  +.  .  .+  ^^ 

24  3  V  2 


^)] 


?/  15760; 


;!.[■ 


+  33  +  ...  +  ^3)_^  y     i3_^23_^___i_ 


^)1 
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On  a  ensuite 


r. 


l»4-334-.  .  .  +  (^  —  2)3 


4 

8 


On  en  conclut 

On  peut  donc  prendre 

(26)  Ly  — o,525(  — |,  N,y  —  2L^=:  0,000  (  — I  • 

L'équation  (i5)  devient  ainsi,  en  y  remplaçant  Ly,  M^,  N^  respectivement 
par  Ly,  o  et  2Ly, 

(27)  (^^j  _(,_^L^)/^j  +2/zL^(3-^Ly)— o. 

Pour  que  les  quatre  racines  de  cette  équation  soient  réelles,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait 

(28)  1  — fxLy>o, 

1  —  26jULLy+ g/ix^L,^  >  o. 

Cette  dernière  condition  revient  à 

(fxL^  -  2,8499)  (ftL^  — 0,0890)  >o; 

en  ayant  égard  à  l'inégalité  (28),  on  en  tire 

F  O  o,o3q  /  71  \^ 

^L,<  0,089,         V-<-^J^^\y^)- 

Soit  m  le  rapport  de  la  masse  de  l'anneau  à  la  masse  de  Saturne;  on  aura 

et  il  en  résulte 

2,3o 


m  <; 


r 


p'  ' 


de  sorte  que,  s'il  y  avait  seulement  100  satellites,  la  masse  de  leur  ensemble 
devrait,  pour  que  la  stabilité  soit  assurée,  être  inférieure  à  la  quatre-millième 
partie  de  la  masse  de  la  planète. 

Mais  il  faut  aussi  exprimer  la  réalité  des  racines  des  autres  équations  que  l'on 
déduit  de  la  formule  (i5)  en  donnant  à  y  les  valeurs  1,2,  . . . ,  y  —  i. 
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Nous  remarquerons  que  les  quantités  L^,  M^,  N^,  définies  par  les  for- 
mules (12),  ont  en  général  des  valeurs  notables  en  raison  des  petits  diviseurs 
sin='0,  sin^O,  sinG,  qui  se  réduisent  sensiblement,  quand/?  est  grand  et  pour  la 

première  des  valeurs  de  G,  à  (-j  ,  (-j  ,  y  On  voit  qu'on  peut  écrire 

de  sorte  qu'en  négligeant  -  l'équation  (i5)  se  transforme  dans  la  formule  (27), 

sauf  qu'au  lieu  de  L^  on  doit  mettre  L^.  La  seule  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  la  réalité  des  quatre  racines  sera  donc 

(29)  ^Ly<  0,089. 

Or  l'expression  (12)  de  Ly  montre  que,  quel  que  soit  y,  on  a 

.         1  "^  cos-0 

ou,  à  fort  peu  près. 


si  donc  on  s'arrange  de  manière  à  vérifier  la  condition 

o,oi94i^/?^<  0,089         ou  bien         /^<-i' 

l'inégalité  (29)  sera  toujours  satisfaite. 

Le  résultat  de  la  discussion  est  le  suivant  : 

Si/?  désigne  le  nombre  des  satellites  et  m  le  rapport  de  la  masse  de  leur  en- 
semble à  la  masse  de  Saturne,  si  l'on  a 

(3o)  "^^'W^' 

la  stabilité  de  l'anneau  sera  assurée. 

88.  Si  l'on  suppose  aux  satellites  des  masses  inégales,  on  est  encore  conduit 
à  des  équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants;  mais  les  calculs 
deviennent  plus  complexes  et  plus  difficiles.  Toutefois,  on  comprend  qu'en  rap- 
prochant davantage  les  uns  des  autres  les  satellites  dont  les  masses  sont  les 
plus  faibles,  on  pourra  arriver  à  une  distribution  des  forces  analogue  à  celle  du 
cas  précédent,  dont  la  conclusion  générale  persistera,  à  savoir  que,  si  la  masse 
totale  est  suffisamment  petite,  la  permanence  et  la  stabilité  de  l'anneau  seront 


r 
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assurées;  les  déplacements  relatifs  des  satellites  oscilleront  périodiquement 
entre  des  limites  très  rapprochées. 

La  fin  du  Alémoire  de  Maxwell  est  très  importante,  mais  les  raisonnements 
manquent  de  rigueur,  de  précision  et  surtout  de  clarté,  et  nous  nous  voyons 
obligé,  à  notre  grand  regret,  de  ne  reproduire  que  les  conclusions. 

Maxwell  examine  le  cas  où  l'anneau  de  Saturne  serait  formé  ^ar  un  nuage  de 
poussières  météoriques;  il  trouve  que,  pour  résister  à  l'action  destructive  des 
ondes  qui  se  propageraient  dans  sa  masse,  il  faut  que  sa  densité  soit  au  plus 
égale  à  la  ~  partie  de  celle  de  la  planète.  Cela  assignerait  à  la  densité  moyenne 
de  l'anneau  une  limite  supérieure  égale  à  deux  fois  environ  celle  de  l'air  atmo- 
sphérique sous  la  pression  normale,  ce  qui  n'empêcherait  pas  les  parties  consti- 
tutives de  l'anneau  d'être  assez  denses.  Or  Laplace  a  montré  que,  si  les  parties 
extérieures  et  intérieures  d'un  anneau  fluide  ont  la  même  vitesse  angulaire,  l'an- 
neau ne  peut  pas  persister  si  sa  densité  est  inférieure  à  0,8  de  celle  de  Saturne. 
Donc,  en  premier  lieu,  notre  anneau  ne  peut  pas  avoir  une  vitesse  angulaire 
constante  et,  en  second  lieu,  l'anneau  de  Laplace  ne  peut  pas  conserver  sa  forme 
s'il  est  composé  de  matériaux  séparés,  s'attirant  les  uns  les  autres  et  se  mou- 
vant avec  une  même  vitesse  angulaire. 

Maxwell  passe  ensuite  au  cas  d'un  anneau  liquide  continu  et  incompressible; 
il  montre  qu'il  doit  nécessairement  finir  par  se  décomposer  en  une  multitude 
de  petits  satellites.  L'hypothèse  d'un  anneau  solide  ayant  été  écartée  déjà  (n"  71), 
Maxwell  conclut  que  l'anneau  doit  être  formé  de  parties  séparées,  qui  peuvent 
être  solides  ou  liquides,  mais  doivent  être  indépendantes  les  unes  des  autres. 
H  aboutit  donc  à  former  l'anneau  d'un  très  grand  nombre  de  satellites,  hypothèse 
proposée  déjà,  mais  sans  preuves  à  l'appui,  par  Gassini  en  1715. 

L'anneau  intérieur  est  transparent,  car  on  a  pu  observer  le  limbe  de  Saturne 
à  travers.  Ce  limbe  avait  conservé  la  même  courbure;  il  n'y  avait  donc  pas  de 
réfraction,  et  les  rayons  lumineux  n'avaient  pas  traversé  un  milieu  continu, 
mais  ils  avaient  passé  entre  les  particules  solides  ou  liquides  qui  forment  l'an- 
neau. INlaxwell  voit  là  un  nouvel  argument  en  faveur  de  son  hypothèse.  Elle 
vient  d'être  confirmée  encore  par  les  recherches  photométriques  récentes  de 
M.  Seeliger(')  qui,  en  s'appuyant  sur  elle,  a  pu  représenter  exactement  par  ses 
formules  les  variations  d'éclat  de  l'anneau  constatées  par  M.  Muller  à  Potsdam. 
D'après  cette  théorie,  le  rapport  du  volume  plein  au  volume  total  de  l'anneau 
ne  s'écarterait  pas  beaucoup  de  0,04. 


(1)  H.  Seeliger,  Znr  Théorie  dcr  Beleuclitung  der  groxsen  Planeteii,  iiishesonderc  des  Saturii. 
Munich,  1887. 
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CHAPITRE  XIII. 

FIGURE  D'ÉQUILIBRE  D'UNE  MASSE  FLUIDE  HÉTÉROGÈNE  DISCONTINUE. 

THÉORIE  DE  CLAIRAUT. 


89.  Nous  avons  vu  que  l'hypothèse  de  l'homogénéité  conduit  à  des  résultats 
inconciliables  avec  les  mesures  fournies,  par  la  Géodésie  dans  le  cas  de  la  Terre, 
par  l'Astronomie  dans  le  cas  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Il  est  naturel  de  chercher 
à  rétablir  l'accord  en  supposant  ces  corps  formés  chacun  d'un  certain  nombre 
de  substances  liquides  homogènes,  de  densités  différentes.  Il  y  a  lieu  de  se  de- 
mander si  l'on  peut  avoir  encore  des  ellipsoïdes  comme  figures  des  surfaces  de 
séparation  des  divers  milieux.  La  réponse  est  négative,  comme  l'a  prouvé 
M.  Hamy  dans  sa  Thèse  de  doctorat  (Paris,  1887).  Nous  allons  reproduire  sa 
démonstration. 

Considérons  une  masse  fluide  dont  toutes  les  parties  s'attirent  suivant  la  loi 
de  Newton,  formée  de  couches  de  densités  différentes,  séparées  par  des  ellip- 


soldes  ayant  même  centre  G  et  mêmes  directions  d'axes  Ox,  Oj,  Oz,  et  tournant 
d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  de  ces  axes  0^.  Nous  allons  écrire  que 


ÉQUILIBRE    d'une    MASSE    FLUIDE    HÉTÉROGÈNE    DISCONTINUE.  187 

la  surface  extérieure  est  en  équilibre  relatif  et  qu'il  en  est  de  même  de  toutes 
les  surfaces  intérieures.  Soient  (^fig.  19) 

S,,  S2,  ...,  S,,  les  surfaces  des  divers  ellipsoïdes, 

p,,  po,  —  Prt  les  densités  respectives  des  couches, 

Y],,  Yjo,  • . . ,  "/),»  les  différences  p,  —  o,  po  —  p, ,  . . . ,  p„  —  p^_,. 

Nous  allons  chercher  les  conditions  d'équilibre  de  la  surface  S^;  il  f;\udra 
que  la  résultante  des  attractions  des  diverses  couches  sur  l'unité  de  masse  placée 
en  un  point  quelconque  M  de  S^,  et  de  la  force  centrifuge,  soit  normale  à  la  sur- 
face S^. 

Soient  V,,  V^,  ...,  V„  les  volumes  renfermés  dans  les  surfaces  S,,  Sa,  ...,  S„. 
Les  volumes  et  les  densités  des  diverses  couches  sont 

V  V^        V  \^  V       V         V 

Pi>  Pâ,         •••,        p«-i,         p«; 

Les  choses  se  passent  comme  si  le  volume  V,  était  rempli  d'une  matière 
attractive  de  densité  p,  ;  le  volume  Va  d'une  matière  attractive  de  densité  po  et 
d'une  matière  répulsive  de  densité  p,,  ou  bien  d'une  matière  attractive  de  den- 
sité p2  —  p,  =  y]^,  etc.  On  peut  donc  concevoir  les  volumes 

comme  formés  de  substances  homogènes  de  densités 

"Oi;     'fii.1     •  ■  ■ ,     n,, , 

ce  qui  permettra  d'appliquer  immédiatement  les  formules  relatives  à  l'attraction 
des  ellipsoïdes  homogènes  pleins. 

Soient  A^,  B^,  C^  les  composantes  de  l'attraction  totale  sur  le  point  M  (a,  ^,  y) 
delà  surface  S^;  cette  attraction  résultera  de  celles  des  ellipsoïdes  Y,,  V^,  . . .,  V^ 
sur  le  point  intérieur  M  et  de  celles  des  ellipsoïdes  V^,,  V^+o,  . . .,  V„  sur  le 
point  extérieur  M.  En  représentant  par  X,.  et  X^  les  composantes  parallèles  à  Ooc 
des  attractions  exercées  sur  le  point  M  par  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes  des 
deux  séries,  on  pourra  écrire,  en  remarquant  que  le  point  M  peut  être  considéré 
à  volonté  comme  extérieur  ou  intérieur  à  l'ellipsoïde  S^, 

p  n  p  —  1  n 


I  »  /'  +  !  1  /' 

I  p  n  ,,-l  n 


1  p+i  1  p 

1  p+l  n 


i8H 


ciiAPiTi'.ii  xm. 


On  a  d'ailleurs,  par  les  lonnules  du   Chapitre  IV  et  en  désignant  par  'la,., 
•il),.,  -ic,.  les  longueurs  des  axes  de  l'ellipsoïde  V^, 


X,- 


V, 


(2) 


,     a     r--       ds 

,.      (3       /•-  ds 


Z,.  ^—  2  7-rn,. -f^ 


ds 


'-i^^^'- 


A,. 


V 


ù,' 


'-^-77  ; 


y^r=-9.7rfY]y^ 


(3) 


2-fry,^ 


ds 

1^ 

ds 

i. 

ds 

(         ^\ 

A., 

La  quantité  v^  est  la  racine  positive  de  l'équation 


(4) 

On  a  d'ailleurs 

(5) 


f 


f^  +  Vy  .      bl  -4-  v^         c|  +  V, 


I  =:  O. 


al        bl        cl 


Cela  posé,  pour  assui'er  l'équilibre  relatif  en  tous  les  points  de  la  surface  S^,, 
il  suffira  d'écrire  que  la  résultante  des  attractions  et  de  la  force  centrifuge, 
c'est-à-dire  \^  pesanteur,  est  normale  à  la  surface  S^  en  M  ;  ses  composantes 

A/,,     B/,  H-6)-|3,     C^,+  &j-y 

devront  être  proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  sur- 
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face  s,,;  on  aura  donc 


(5') 
d'où 


A.     _ 

B/,-T-o>'-;3 

( 

:,,+  03-7 

(^) 

(^) 

'.)^  : 

0)^ 

7 

«;> 
<^1> 

a 

En  remplaçant  dans  ces  deux  l'ormules  A^,,  B^,  C^  par  leurs  expressions  qui  ré- 
sultent des  relations  (i),  (2)  et  (3),  il  vient,  après  des  réductions  faciles. 


2^1 


ds 


(«) 


y  r      I  ^ 

#■=1 

'/=«  /  s  ^  af,  —  ^^  {s -h  b-^) 

2  ''^"J^         Ks  +  a;,){s+bJ,)l/'' 


ib) 


-^  (5  +  C-.  ) 


(s  +  af.){s-hcf.)l. 


ds 


1£ ds. 

(,s  -T-  ci;^)  (,.v-i-c^j  Ay 


90.  Il  faut  maintenant  que  ces  expressions  de  ^^  conservent  les  mêmes  va- 
leurs en  tous  les  points  (a,  ^,  y)  de  la  surface  S^.  Chacune  d'elles  se  compose 
d'une  première  partie,  qui  ne  dépend  en  aucune  façon  de  a,  ^,  y;  les  secondes 
parties  introduiront  a,  ^,  y  parles  limites  inférieures  v^des  intégrales,  lesquelles 
sont  liées  à  a,  p,  y  par  les  relations  (4).  On  peut  d'ailleurs  exprimer  a  en  fonction 

de  ^  et  Y  par  la  formule  (5).  Les  expressions  (a)  et  (b)  de  -^  deviendront 

donc  des  fonctions  de  ^^  et  de  y-,  et,  si  on  les  difPérentie  par  rapport  à  fl-  et  y-, 
on  devra  trouver  zéro. 
On  tire  de  la  formule  (a) 

(6)  _L_f^^__    y    r  "  '' . 

2  711  d^'  Là.     ''^   (  v^  +  «^  j  (  v^  +  h;, }  àq    d^-  ' 

en  posant 
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et  les  formules  (4)  et  (5)  donnent 


dour 


(^■></+«;;) 


a' '^ / "I 


(v,+  ^P 


f3^ 


il  en  résulte 
dv 


q_ 


dot}  aj, 

dp~~W 


V7 -+-«</—  r?(^^'/+  ^v) 


y  ,,l 


et  la  formule  (G)  donne  dès  lors 


'/=« 


[ 


a; 


Vy+a,^-^;^(v^+^;))J 


" (v,+  «5)K  +  Oi) 4,  [-|1^  H-  ^^-^  +  ^^-^J 


Cela  posé,  nous  remarquerons  que,  pour  la  stalîilité  de  l'équilibre,  les  den- 
sités doivent  aller  en  croissant  de  la  surface  au  centre.  Donc  rj^  =  p^  —  p^_^  est 
essentiellement  positif;  en  vertu  de  la  formule  (7),  la  condition 


^1 

d^^ 


=  o 


entraînera  donc,  pour  toutes  les  valeurs  /;  +  j  ,  />  +  2,  . . . ,  n  de  <y,  la  relation 
générale 

y,/  +  al  —  -r^  ( v,/ ~h  bl)  =zo. 

On  trouverait  de  même,  en  ditïerentiant  la  formule  (h)  par  rapport  à  y^. 


On  en  conclut 

(8) 


V,y  +  «§  —   -f  (  V,/  -hcl)=  O. 


v,/  ^  af,  _  Vy  H-  Z>;7    _  V,;  +  c,^    _  . 


^ii 
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La  formule  (4)  donne  ensuite 

2!  _.Ë! +  :/!-, 

aj,        b-,        c- 

et,  en  comparant  à  l'équation  (5),  on  trouve  A  =  1 . 
On  tire  ensuite  des  formules  (8) 

( 9 )  v^  =  al  —  aJi  —  h],   -  b\  -:  c/,  —  c\. 

Ce  qui  prouve  que  les  ellipsoïdes  S,,  et  S,,  doivent  être  homofocaux.  Si  l'on  prend 
yî=  [,  on  voit  que  toutes  les  surfaces  S,,  Sa.  .   .  ,  S«  sont  homofocales. 

91.   Si  l'on  pose  maintenant 

h\  zr:  a\  H-  //,  c\  z=  a-y  +  /{, 

les  formules  (9)  donneront 

(10)  hf,^  al  ^  A ,  cJi  --al  +  A,         v,,  —.  a],  —  aj^ , 

et  dès  lors  l'équation  (a)  pourra  s'écrire 

1   ^  —       A     V     ^    r"  -y  +  af.  —  aJ, 

27:1 ùf,    ^     ^'\[      is-^af.){.s-i-bf.)ir' 

Le  second  membre  de  cette  équation  a  le  signe  de  h  qui  doit  dès  lors  être 
positif.  En  appliquant  la  condition  précédente  à  la  surface  S^^,,  on  trouvera 


^^-"-'     ^ 


/•=i 
'/=« 


(.ç  --  «;-)  (.V  -t-  /^-.)  A,- 


ce  qui  peut  encore  s'écrire,  comme  on  s'en  assure  aisément, 

'■=/' 

1  n  =  " 


2  7rf  ~       b 

'    '  '       /■=! 
(12) 


s-i-  a'p 

—  «;.+, 

rf<t 

(•« 

-+-«?■)( 

^  +  Z^;)A, 

s  +  a,;  — 

«/'+! 

{s  +  rt,;)(.vH-  6,;)A„ 
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Si  l'on  retranche  (ii)  de  (f'->),  il  vient,  en  supprimant  le  facteur  A, 


(i3)    <         +    ^   -o.f^ 


O  ::= 


s-^  nf.  --  nl^ 


s  -\-  a}.  —  a ,-,  \  ds 


h'    ,  bl  J  ( .s-  -r  af.  )  (.V  4-  /> ■;,  )  \, 


'/  =  " 


.V  -H  a,}  —  nj,  ^ ,         .V  -h  a.;  —  nj, 


ds 


bf,^i  bf.  J  {s-^af,){s   \-by)X, 


Or  on  a 


'/=/'  +  ' 


'/>+i 


d'où 


.ç  4-  a;  —  «; 


<  ^'/;, 

/>/,+-,  <  b,„ 

>  .V  -\-  aj.  - 

-^h 

.V  4-  «;^  — 

a],^y  >  s-ha-y 

s  +  aj.- 
b^ 

■af, 

» 

s  +  ol  — 

a'U,  ^  s-a;,- 

^v, 

^            b"- 

'/" 


Donc  les  éléments  des  deux  premières  séries  des  intégrales  qui  figurent  dans 
la  formule  (i3)  sont  essentiellement  positifs.  II  en  est  de  même  de  ceux  des  in- 
tégrales de  la  troisième  série,  comme  on  le  voit  en  remarquant  que  le  numéra- 
teur >Ç -f- «5~  <T!^+,  croît  de  o  à  «/^  — «j;+,;  donc  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (i3)  est  essentiellement  positif  et  ne  peut  être  égal  au  premier  qui  est  nul. 
Les  conditions  d'équilibre  des  surfaces  qui  séparent  les  divers  milieux  sont 
donc  incompatibles;  de  là  le  théorème  de  M.  Hamy  : 

Une  masse  fluide  en  équilibre  relaiij,  dans  laquelle  la  densité  croît  constamment 
de  la  surface  au  centre,  ne  peut  pas  admettre  des  ellipsoïdes  comme  surfaces  de  sé- 
paration de  ses  diverses  couches  homogènes. 

92.  Toutefois,  si  l'on  ne  peut  pas  vérifier  ainsi  rigoureusement  les  conditions 
d'équilibre  de  toutes  les  surfaces,  on  peut  le  faire  d'une  manière  suffisamment 
approchée  pour  les  besoins  de  la  Géodésie  et  de  l'Astronomie,  lorsque  la  vitesse 
angulaire  co  de  la  rotation  est  faible. 

Supposons  en  effet  que  les  surfaces  S,,  S^,  ..  .,  S„  soient  des  ellipsoïdes  dont 
les  figures  diffèrent  très  peu  de  la  sphère,  de  manière  que,  quel  que  soit  ^,  les 
différences  Ir^—d;^,  c'-^  —  a'~^  soient  de  petites  quantités  du  premier  ordre,  que 
nous  représenterons  en  général  par  la  lettre  e.  Si  nous  nous  reportons  à  la  for- 
mule (7),  nous  verrons  que  l'expression 

a-  h^ a- 

'''/  +  "l  —  Al  ( '^'1  +  *'/)  =  ^  "a2-  '-  ^^'/  +  «7  (  f^l  —  «;-  )  -+-  «/' («'/  —  ''l ) 
sera  de  l'ordre  de  e;  donc  ~^  sera  de  l'ordre  de  e-,  et,  si  l'on  consent  à  négli- 
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ger  e"^  on  aura 

d(i)-  d'ù- 

La  vitesse  angulaires,  assignée  par  nos  formules,  sera  donc  la  même  en  tous 
les  points  de  chacune  des  surfaces  S^. 
Posons,  d'une  manière  générale. 

Les  quantités  e^  et  £/,  que  l'on  nomme  les  elliplicités  des  sections  principales 
xOy  et  xOz  de  la  surface  S,,  seront  supposées  petites  et  nous  négligerons 
leurs  carrés  et  leurs  produits  de  deux  dimensions.  Les  quantités  A  et  ^-  intro- 
duites précédemment  étant  positives,  il  en  sera  de  même  de  e^  et  £/,  de  sorte 
que  nos  ellipsoïdes  auront  leurs  plus  petits  axes  dirigés  suivant  l'axe  de  rota- 
tion. Revenons  à  la  formule  (a),  et  posons,  pour  un  moment, 

*^=    i^s^al){l-^bj.)l,.  ' 

> 

Le  numérateur  de  l'expression  de  E  pourra  s'écrire 

(^>p-«/>)(^A>+«A>)    ,    (arf^p—apbr){arbp-hapb,.)_^  , 

s 7-^ \- 7-^ —  -i  Acy,  -t-  2  a^  [^tp  —  e,.  )  -\-  .  .  .  . 

t>p  f^p 

Puisque  ce  numérateur  est  du  premier  ordre,  on  pourra  négliger  complète- 
ment les  ellipticités  dans  le  dénominateur 


7 

ce  qui  le  réduira  à  — — p^-  On  opérera  de  même  pour  F,  et  la  formule  (a) 
pourra  être  réduite  à 


\ 
T.  —  H. 
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On  voit  qu'il  suffira  de  calculer  v^  en  y  négligeant  les  ellipticités.  Or,  dans  ce 
cas,  les  formules  (4)  et  (5)  donnent 


a2+(3^4-y2_     .  «2+ (32 4- y'  _ 

5 —  '  )  ', —  ï  i 

Vq  -h  a-  aj, 


d'où 
Or  on  a 

Vy  =:  aj,  —  «1 . 

f           ^A-            _      2                                  /""           ds            _       -i 

r"         ds     _   1            r*    .     ds      _  2 

^(^-4(^  +  «^)^~^""     ^^-4(^  +  «?)^~'" 

La  formule  (i4)  donne  ensuite 


/■=i  t/=p+i 


Si  dans  cette  équation  on  attribue  à  y?  les  valeurs  i ,  2,  . . . ,  /i,  on  aura  n  équa- 
tions du  premier  degré  qui  fourniront  pour  les  n  inconnues  e,,^^,  . . . ,  ^,^,  des 
valeurs  qui  seront  de  l'ordre  de  co-. 

En  traitant  de  même  la  formule  (b),  on  serait  arrivé  à  la  relation  générale 


On  aurait  donc  pour  déterminer  £,,  £^,  . . . ,  e,^,  «  équations  identiques  à  celles 
dont  dépendent  e^,  e.,,  . . . ,  e^',  on  en  conclut 

tous  nos  ellipsoïdes  seront  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation  Ox,  et 
aplatis  dans  le  sens  de  cet  axe. 

Glairaut  a  réussi  à  démontrer  quelques  propositions  très  générales,  indépen- 
dantes du  nombre  des  couches  et  de  leurs  densités  et,  en  premier  lieu,  le  théo- 
rème suivant. 

93.  Les  ellipticités  vont  en  croissant  du  centre  à  la  surface  de  la  masse  fluide. 
Reprenons,  en  efl'et,  l'équation  (i4)et  celle  qu'on  en  déduit  en  changeant /> 
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en  />  H-  I  ;  nous  aurons 

p  n 

'^'^  e,,{s-v-  aj.)  —  e,.al    ,    ,    V    -i         /"*       e,,{s -\- aj,)  —  aj^e^ 


&)^        X7     „         /      e,,{s-v-  a-)  —  e,.a-    .     ,    V     i         /  "i>'"    '   -'i  >      -•i^t  ^ 


e,,^i(;î  +  a?)  — ^/-^r^^,    V^3.^^        /""  g»+i(^+4)  — «ygy  ^^^ 


En  retranchant  la  première  de  ces  équations  de  la  seconde,  il  vient 


{s+af,y 


' "/'  ~  ''y  ey,-n-y  +  a.^(gp+i  — gy) 


d'où 

> 

en  désignant  par  H^  la  quantité  positive 

On  en  conclut 
ou  encore,  en  désignant  par  H^K^  la  quantité  positive  %  (  -g ^  )» 

n 

La   quantité  Kp  est  essentiellement  positive.  Si,   dans  cette  inégalité,   on 
attribue  à/?  les  valeurs  n  —  i ,  n  —  i,  n  —  3,  . . . ,  il  vient 

g/(— 2  g»  -1   ^  **•«  — 2  '^«'''^rt  (g«  — 1  g«  )) 

e„_3  —  e„_2  >  K„_3[«,^_, Y]„-i(g„-2  —  g«-i)  +  ««Tr)«(g«-2—  g«)], 

g«-4  —  g«-3  >  K„_i[«,^_2-0„-2(g«-3—  ^//-2)+  ««-iTn„-l(g«-3—  g/,-l)  +  «/^  Y;«  (g„-3  —  g«  )]> 
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La  seconde  de  ces  inégalités  donne,  en  tenant  compte  de  la  première, 
la  troisième  donne  de  même,  en  ayant  égard  aux  deux  premières, 

e„_3—  ^„_2  >0. 

Le  théorème  est  ainsi  démontré  de  proche  en  proche,  et  l'on  a,  d'une  manière 
générale, 

(i5)  e,  >e2>.  .  .>e;,_i  >e„. 

94.  Nous  allons  démontrer  une  autre  série  d'inégalités  qui  jouent  aussi  un 
rôle  important  dans  la  théorie  actuelle. 

2 

Multiplions  par  5  l'expression  (A)  de  ô— :•  et  posons 

(.6)  ^=5[i--i:(^:y-']' 

I  /•  4-  1 

nous  aurons 

En  changeant/)  en/?  -j-  i  comme  ci-dessus,  on  pourra  écrire 

p  " 

1  /)+i 

L'élimination  de  co^  entre  les  deux  dernières  équations  donne 

n 

^P+i  L/;+i  —  e^  Lj,  =  (  — ;7J  )  y  «y  ^,,-0^  >  o 

ou  bien,  en  remplaçant  L^  et  L^^,  parleurs  valeurs  conclues  de  la  relation  (i6). 


8 


"i 

1  /)  +  ! 


i-Tln  >0 
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OU  encore 

Le  second  membre  étant  positif,  on  en  conclut 


^l>+ 1  ^/' 


o. 


On  a  ainsi  les  inégalités  cherchées 

95.  Les  quantités  L^  sont  susceptibles  d'une  représentation  simple.  On  a,  en 
effet, 

n 

Soit  Mp  la  masse  renfermée  à  l'intérieur  de  la  surface  S^;  on  aura,  en  négli- 
geant les  ellipticités,  ce  qui  revient  à  négliger  le  second  ordre  dans  la  for- 
mule (17), 


Il  vient  ainsi 


yip—^r.  [pj,  {al  —  a■f,^^)  ^  .  .  . -\-  p„  al] 
3  ,  3M„ 


L, 


Posons 

(19)  M,,=  :^r.alî),,; 

Dp  sera  par  définition  la  densité  moyenne  de  la  partie  du  corps  qui  est  renfer- 
mée dans  la  surface  S^,  et  l'on  trouvera 

5 

(20)  *"/'  ~  3     '" 

c'est  l'interprétation  cherchée.  On  auia,  en  particulier, 

5  5 

en   désignant  par  A  la  densité  moyenne  de  la  masse  entière.  Si,  dans  la  for- 
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mule  (17),  on  donne  à  p  les  valeurs  n,  n  —  i,  . . . ,  i,  on  trouve 


O    711 


8  Tlf 

(A')     /5ro^ 
'   8  Tlf 


Yi.,  =  o, 


e,Y)i  +  e2-02  +  -  •  •  ~l-e„_2(Y)„_2—  L„_2)  +  e,,-]  ( 


- —      -/l,,-!  +  e„    - —     r)„  —  o, 
a„_2  /  \«/,-5 


Remarque.  —  Pour  résoudre  les  équations  (A')  par  rapport  à  e,,  e^,  ...,  il 
conviendra  de  retrancher  chacune  d'elles  de  la  précédente.  On  trouvera  ainsi 

e„    yj„  —  L„  —  (  -^-^^  j  Tin     +  ^//-i  I-«-i  =^  o, 


La  première  de  ces  équations  déterminera  -^^^5  la  seconde  -^^ ,  •  •  ;  en  substi- 
tuant  dans  l'une  des  équations  (A'),  on  trouvera  e„. 

On  voit  que  le  rapport  -^^-^  ne  dépend  que  de  a„,  a^^^,  c„  et  p„_|  ;  en  général, 
les  rapports  des  quantités 


^H>  ^«_|> 


>       ^n  —  i 


ne  dépendent  que  do 


P/n       P/(-M        •  •  •  )        P/i  —  iî 


ils  resteraient  les  mêmes  si  l'on  faisait  varier  d'une  manière  quelconque  les  di- 
mensions et  les  densités  des  couches  placées  au-dessus  de  la  surface  S„_,. 

96.  Calcul  de  la  pesanteur  en  un  point  quelconque  de  la  surface  exté- 
rieure de  la  masse  fluide.  —  Soit  g\  cette  pesanteur  au  point  N(a,  (îl,  y);  on 
aura 

^-•J  =  A'r  +  (B.  +  o)^(3r  +  (C.  +  o,2yy^ 


ou  bien,  en  vertu  des  relations  (5'), 


(21) 


V^^-^^P^ 


+  y^). 
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On  a,  d'ailleurs, 

(22)  A,  =2^'/- 

1 

La  composante  X^  est  celle  qui  provient  de  l'attraction  exercée  sur  le  point 
extérieur  par  l'un  quelconque  des  ellipsoïdes  Y,^  de  densité  y;^.  Les  formules 
du  n"  36  donnent,  en  négligeant  le  second  ordre, 

V  4      .  ; ,  a  r     ,    c.  ^7  —  «'/  3;3^'4-3y-— 2a-  j 


On  a 


(3^ +  y2^(a^- a'-)  (1  +  2  6,), 
OC'— al 

(a^  +  ^^  +  7^) ^^ ' 

aqbf^=al{i-i-2  e,,) ,         a,,  bjj  (  6,^  —«;))  =  2  a;  e,, . 


On  trouve  ainsi  sans  peine 


A,        4      ,.  /  '         o       ^■— «r\     w  \  4     <.  3rt;  — oa 

a  6       \a\  rtj 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  A,  dans  la  formule  ('-ii),  et  qu'on  remplace 


y/a^+^((3^  +  Y^)     par     «.(^+^^^^.)' 
il  vient 

n  /t 

4        f  /         ,       ex.-  —  «f  \  V^     o  X  4     n  3  a:  —  5  a^  v'     .. 

^''  =  3  ^  ^  V  -^  ^^'  —ôT)  ^''''^'  ^  '"^^"''^  "^  o  ""^ — ^1 —  2«;^.%- 

1  1 

Or  la  formule  (A)  donne,  en  y  faisant/?  =  t, 

n  n 

3  w^         I    e,   Y^  '     V    -. 

(23)  8^  =  3  ^  Z<r^'-  -|  2«^^^^^- 

1  1 

Il  n 

On  peut,  à  cause  du  facteur  e<,  remplacer  Va^Tj^  par  V«,^(r+2ey)rjy, puisque 

1  1 

cela  revient  à  introduire  des  termes   du  second  ordre,  que  nous  regardons 
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comme  négligeables.  On  peut  tirer  ensuite  de  la  formule  précédente  la  valeur  de 

n 

\]«,Je^y]y  et  la  porter  dans  la  dernière  expression  de  g^  qui  deviendra 
La  masse  totale  M  est  égale  à 


I 
On  pourra  donc  écrire  encore 

(24)  gi  .-=  —     I  -  cy  +  or 


"i 


itti 


Au  lieu  de  w',  on  a  l'habitude  d'introduire  le  rapport  o  de  la  force  centrifuge 
équatoriale  à  la  pesanteur  correspondante.  On  aura  donc 


^  ~  f  M  ~    f  M 

d'où 


fM 


ai   ' 


et  la  formule  (24)  deviendra 

fM/  a«  +  rt?  5a2— 3aî\ 

Soit  >!>  la  latitude  du  point  M;  on  pourra  écrire 

formule  dans  laquelle  on  a  négligé  le  second  ordre,  e,  et  cp  étant  considérés 
comme  de  petites  quantités  du  premier  ordre. 
Soit^',  la  pesanteur  à  l'équateur;  on  aura 

fM/  3 

et,  par  suite, 

/  5 
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ce  qui  peut  être  réduit  à 

(25)  ^1  =  /,  (i  M- /iSill-'Jy), 

eu  posant 

(26)  n  :z^  -  O  —  t'i. 

2    ' 

Ces  deux  équations  expriment  le  beau  théorème  de  Clairaut  :  De;  l'équateur  au 
pôle,  la  pesanteur  varie  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude  ;  la 

somme  de  rellipticité e^  et  du  coefficient  n  de  sin-j'  dans  '^  est  égale  à  -  o,  quelle 

que  soit  la  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  masse  fluide.  Ainsi  se  trouve  exprimée 
la  liaison  entre  la  forme  extérieure  de  la  masse  et  l'attraction  qu'elle  exerce  sur 
les  points  de  sa  surface. 

97.  On  admet  que  les  planètes  ont  été  liquides  à  l'origine  et  qu'alors  les  di- 
verses substances  qui  les  composaient  se  sont  superposées  par  ordre  de  densités 
décroissantes,  les  surfaces  de  séparation  étant  des  ellipsoïdes  de  révolution  peu 
aplatis.  On  peut  donc  appliquer  la  théorie  de  Clairaut,  sauf  à  voir  comment  elle 
s'accorde  avec  les  faits. 

Occupons-nous  d'abord  de  la  Terre.  Soient  /et/'  les  longueurs  du  pendule 
simple,  à  la  latitude  j»  et  à  l'équateur.  On  aura 

o-     ^2  / 

O  1   —  '•    *» 

et  la  formule  (23)  deviendra 

(27)  l-^V{\^.'  n%\\\^\'), 

de  sorte  que  la  longueur  du  pendule  simple  doit  varier,  à  la  surface  de  la  Terre, 
proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude.  C'est  bien  ce  qu'indiquent 
les  observations  prises  dans  leur  ensemble;  soient  /,  /, ,  /o,  ...  les  longueurs  du 
pendule  mesurées  aux  latitudes  •-{;,  J;,,  'l-^ On  devra  avoir 


(28) 


4—  /'-h/'«sin*4'-' 


Ce  sont  des  équations  du  premier  degré  contenant  les  deux  inconnues  /'et 
T.  —  II.  26 
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l'n.  En  les  résolvant  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  on  trouve/'  et  l' n, 
par  suite  n. 

M.  Clarke  a  obtenu  ainsi  (Clarke,  Geodesy,  Oxford,  1880),  en  combinant  les 
séries  anglaises,  russes,  indiennes,  des  déterminations  du  pendule, 

/*  =:  0,005  249  4- 

On  a,  comme  on  l'a  vu  au  n"  51, 


•^88, 08 
En  portant  ces  valeurs  de  n  et  o  dans  l'équation  (2G),  on  trouve 


I 
e,  — 


Voilà  donc  la  valeur  de  l'ellipticité  à  la  surface  de  la  Terre,  telle  qu'on  la  dé- 
duit des  mesures  du  pendule  con.sidérées  et  en  admettant  la  théorie  de  Clai- 

raut;  elle  s'accorderait  très  bien  avec  l'aplatissement  — j— .-  auquel  M.  Clarke  a 

été  conduit  par  la  Géodésie.  Nous  reprendrons  en  détail,  dans  un  Chapitre  spé- 
cial, la  discussion  de  l'ensemble  des  observations  du  pendule. 

98.  Limites  de  Tellipticité.  —   Clairaut  a  démontré  encore  que,  quels  ((ue 
soient  le  nombre  des  couches  et  leur  nature,  on  a  toujours 

(a9)  t<^''<4' 

Nous  allons  prouver  ce  théorème  important. 
L'équation  (28)  donne 


(ù-       I  ^1  v:'   w  V  I    V    ^ 


or  on  a 


1 

de  sorte  qu'il  vient 

n 

©X     M     _      I      "^    " 
~"  2)  4^  -'  5^f  2d''''^'i'^"r 
1 
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On  en  conclut 

n  I 

(c5o)  e,  —  -  =  ^ — 

1 

Le  second  membre  est  essentiellement  positif;  il  doit  en  être  de  même  du 
premier;  on  doit  donc  avoir  e^'^  f- 

Si  l'on  tire  de  la  formule  (3o)  la  valeur  de  oet  qu'on  la  porte  dans  la  diffé- 


rence-^?  e^,  il  viendra 

4 


5cp  3  e,  3      1 


4  '         2  2a*      " 

1 
OU  bien,  en  transformant, 

n 

1 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  essentiellement  positif;  car  on  a, 
pour^>i, 

donc  on   doit  avoir   e,  <|  -y^>  et  nos  deux  limites  sont  ainsi  confirmées.  Cher- 
chons dans  quel  cas  on  pourra  avoir  e^  =  y  •  Il  faut  pour  cela  que  le  numéra- 

4 

teur  de  la  formule  (3i)  soit  nul,  ce  qui  demande  que  l'on  ait 

rii=:-f\i=.  .  .  —  ri„  =  o, 
d'où 

p,  —  P2  —  .  .  .  =  p„; 

la  masse  est  donc  homogène.  Du  reste,  avec  une  masse  homogène,  nous  avions 
bien  trouvé  (p.  90)  e,  =  ^- 

Il  nous  reste  à  trouver  quelle  hypothèse  il  faudrait  faire  sur  la  distribution 
des  couches  et  des  masses  pour  trouvère,  =  -.  Or  l'équation  (3o)  donne  alors 


2"'/^'/ 


ri,,  —  o, 


2o4  CFIAPITRi:    XIH. 

ce  qui  peut  s'écrire 

pl(ai<?l—  «2^2)  -+-P2(«2^^2  — «3^3)  -^-•  •  •  +  P//-l(««-i  ^//-l—  ««e„)  -i-  «  s  p„  e„  rr.  O . 

Toutes  les  parenthèses  de  cette  formule  étant  essentiellement  positives,  on 
en  conclut 

(32)  pi  =  o,         P2— o,         ...,         p,,_i~o,         «;;p„e„  =  o. 

Donc  toute  la  masse  est  concentrée  dans  le  volume  Y„;  on  aura  alors 

M--=:  ^  7:«;l(i  +2e„)p„, 

et  il  suffira  de  faire  décroître  a„  et  de  faire  croître  p„,  de  manière  que  le  pro- 
duit rt^Ip„  reste  fini,  auquel  cas,  la  dernière  des  conditions  (32)  sera  satisfaite 
aussi. 

On  voit  donc  que  les  deux  limites  '-j-  et  -  que  nous  avons  trouvées  pour  e^  ré- 
pondent au  cas  où  la  masse  serait  homogène  et  à  celui  où  cette  même  masse 
serait  entièrement  condensée  au  centre. 

11  est  possible  de  remplacer  la  limite  inférieure-  de  e,  par  une  autre  plus 
élevée.  Reprenons,  en  effet,  la  dernière  des  conditions  (A'),  savoir 

(33)    .„  (^'Y -,,  +  .,„ ,  (^;7')"-^"  > -^  •  •  -'-  ^^  (^;)'-^-  -^  ^''  (•^' -  L. )  +  l^f  -  o. 

On  voit  que  l'on  doit  avoir 

(34)  -  ^i(tO,-Li)  +  ^.  <o, 

tous  les  auti'cs  termes  du  premier  membre  de  l'équation  (33)  étant  essentielle- 
ment positifs. 

En  remplaçant  les  quantités 


8^- 


respectivement  par 


il  vient 


5  5     IM     5 


o 


(35)  e,  >— 4— 

o  A 
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Cette  limite  est  plus  élevée  que  -•  Pour  la  Terre,  la  densité  superficielle  p,  est 
à  peu  près  la  moitié  de  la  densité  moyenne  A.  La  formule  (35)  donne  donc 


La  limite  ~  s'obtient  en  supposant  Tj,  =-2,  =  o  dans  l'inégalité  (34).  C'est 

donc  le  fait  d'imposer  une  valeur  donnée  à  la  densité  superficielle  qui  nous  a 
permis  de  trouver  la  limite  (35). 

99.  Réunissons  dans  un  Tableau  les  limites  -  et -,-»  ainsi  que  l'ellipticité  ^, 

qui  peut  être  confondue  avec  l'aplatissement,  pour  les  diverses  planètes.  Nous 
trouverons  : 


Mercure. 
Vénus. . 
La  Terre 
Mars.  '.  . 
Jupiter. . 
Saturne. 
Le  Soleil 


I 
I 

14  J 
l 

I 
I 


IV., 8 


g38oo 


5» 
4' 


I 

273 


174 

I 
5,1 

37300 


293,5 
? 


'7,' 
1 


On  voit  que,  là  où  les  aplatissements  ont  pu  être  mesurés,  ils  sont  bien  com- 
pris entre  les  limites  assignées  par  la  théorie  de  Clairaut;  cette  même  théorie 
montre  que,  pour  les  autres  planètes  et  pour  le  Soleil,  l'aplatissement  doit  être 
très  faible,  ce  qui  explique  la  difficulté  de  sa  détermination  par  des  observa- 
tions directes  deS'Contours  apparents  des  corps  en  question.  Pour  la  Terre,  e^  est 
plus  voisin  de  -7^  que  de  -;  la  condensation  vers  le  centre  est  moins  prononcée 
que  pour  Jupiter  et  surtout  pour  Saturne. 

100.  Il  nous  reste  à  introduire  un  élément  qui  joue  un  rôle  important,  surtout 
pour  la  Terre. 
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Soient  A  et  C  les  moments  d'inertie  principaux  d'une  planète  constituée  sui- 
vant la  théorie  de  Glairaut,  par  rapport  à  l'axe  de  rotation  et  par  rapport  à  un 
diamètre  quelconque  de  l'équateur.  On  sait  que,  s'il  s'agissait  d'un  ellipsoïde 
homogène  de  révolution,  de  densité  p,  on  aurait 

o    '  a  d     '  5 

Pour  l'ellipsoïde  V^  de  densité  t]^,  ces  quantités  deviennent 


et 


On  aura  donc 


■pg-  -nqaqb^ial-  bl)z-  -^  «,^(1 -h  Se^)  r),,. 


1 
n 

C—  y^  _2|a,5(n-3ey)y]^; 


d'où 


A  —  <j  , 

1 

OU,  au  degré  de  précision  adopté  jusqu'ici, 

n 

(36)  ^Zl^=J^ 

^  A  " 

1 

En  vertu  de  la  relation  (3o),  cela  peut  s'écrire 

n 

(37)  -i^C^^K,-,!)»;^ 

1 

A      p 

L'élément  que  nous  voulions  introduire  est  précisément  — r — 
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La  théorie  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  combinée  avec  l'observa- 
tion, permet  de  calculer  la  valeur  du  rapport  — . Comme  on  le  verra  dans  la 

suite  de  ce  volume,  on  a  trouvé  ainsi 

(38)  ^~^  ' 


A  3o5,6 

Il  en  résulte  donc  que  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  la  consti- 
tution intérieure  de  la  Terre  devront  vérifier  cette  relation.  Il  convient  toutefois 

de  mettre  en  évidence  dans  la  valeur  précédente  de  — r —  l'influence  des  erreurs 

qui  peuvent  encore  affecter  les  constantes  de  la  précession  et  de  la  natation.  Pre- 
nons pour  ces  constantes  les  expressions  suivantes 

5o", '235  72(1  +  rj),     9", 223(1    h  a), 

Y]  et  a-  désignant  de  très  petites  fractions;  on  trouve,  comme  nous  le  montrerons 
dans  la  suite, 

(39)  -i.-_^^-_-^^^,_,3,.5o-,-2,,580. 

101.  Il  convieijt  de  résumer  l'état  de  la  question. 
Avant  de  le  faire,  nous  remarquerons  que  les  relations 

n 


,       fMo 

a\ 

1 

M  = 

donnent 

' 

(4o) 

5  w* 
8  ^f  ' 

5 
"  6 

oA, 

Les  équation 

s( 

A')  deviennent 

ainsi 

1 

5 

6' 

:pA  +  eiTi,  + 

ej-rj. 

4-  .  .  . 

a\^=,^aln,,. 


-+-e«(-^«  —  L„)  ^o, 


(B) 


ou  i  on  a 

--/)  — 


{b)  """3 

(  -mi  —  p,        -02  =  p.  —  pi,         . . . ,        'On  —  p«  —  p„_i. 

Les  formules  (37)  et  (4o)  nous  donnent  ensuite 

n 

(C)  a\^—^a^|■n^ 
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et 

II 

,    ,    ,  I    /7  ? 

A      ~  3  V  '      2 


A  —  il       5  /  o 


1 

On  a  donc,  avec  (B),  (C)  et  (D),  un  nombre  de  n  +  i  équations. 
Voyons  quelles  sont  les  données  et  les  inconnues. 

On  aperçoit  immédiatement  que  nos  équations  ne  contiennent  réellement  que 
les  quantités 

^'     '^"     ~A^'      A' 


A  -    '' 

(-1 

^"3 

«2 

— ,2, 

a. 

A 

-'- 

-i'in 

^1 

-- 

ytn 

a-, 

::_— 

-!  7  . 

«1 

9  peut  être  considéré  comme  connu  exactement; 

('^  est  donné  par  la  Géodésie; 

i   p 

— ~—  résulte  des  observations  et  de  la  théorie  du  mouvement  de  la  Terre  autour 

A 

de  son  centre  de  gravité. 

L'écorce  terrestre  présente  de  grandes  variations  au  point  de  vue  de  la  figure 
et  à  celui  de  la  densité  :  les  matériaux  qui  constituent  les  montagnes  ont  une 
densité  égale  au  moins  à  deux  fois  et  demie  celle  de  l'eau  des  océans.  On  ima- 
gine une  distribution  fictive  :  en  rasant  les  montagnes  et  comblant  les  océans,  on 
peut  admettre  que  la  densité  de  la  dernière  des  couches  de  Clairaut  est  voisine 
de  2,5,  celle  de  l'eau  étant  prise  pour  unité.  Nous  prendrons  la  densité 
moyenne  A  du  globe  égale  à  5,5G,  nombre  donné  par  MM.  Cornu  et  Baille.  On 

peut  donc  admettre  que  ^  est  égal  à  -^—^  —  o,^i5;  toutefois  il  conviendra  sou- 
vent dans  les  discussions  de  fiiirc  varier  p,   de  2,3  à  2,8;  donc  ^  do  o,4o 
à  o,5o. 

Nous  aurons  donc  finalement  n  -\-  'i  équations  contenant  les  3(/i  —  i)  incon- 
nues 

cTo,  .  .  .  ,  jo ,1  ;     y^,  •  ■  .  ,  y ,1  ;     z^,  .  .  .  ■,  z,i. 
Ce  qui  fait, 

pour  II  ~.i 4  équations  à  3  inconnues, 

pour  n  -—?> 5  équations  à  6  inconnues, 

pour  «  rr:  4 6  équatioRS  à  9  inconnues. 
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Il  semble  donc  que,  pour  n^3,  il  devrait  être  facile  de  satisfaire,  et  même  de 
plusieurs  façons,  aux  conditions  imposées. 

M.  Hamy,  dans  sa  thèse  déjà  mentionnée,  a  discuté  en  détail  le  cas  de  «=  3. 
Il  est  arrivé  facilement  à  éliminer  les  inconnues  ce.,,  ^3,  72  et^g,  et  il  a  obtenu 
une  équation  algébrique  entre  les  deux  dernières  inconnues  z,,elz^.  Cette  équa- 
tion étant  fort  compliquée,  M.  Hamy  a  substitué  pour  z-.,  et  z^  des  séries  de  va- 
leurs numériques  admissibles  a  priori,  et  il  s'est  convaincu  de  l'impossibilité  de 
vérifier  l'équation  en  question.  Il  a  vu  qu'il  en  était  encore  de  même  en  faisant 
varier  ^  entre  les  limites  indiquées  ci-dessus.  Il  a  recherché  ensuite  quelle 
valeur  il  faudrait  attribuer  à  e,  pour  lever  la  difficulté;  il  a  trouvé  qu'il  faudrait 
supposer 


296,5 


Nous  nous  bornerons  pour  le  moment  à  remarquer  que,  si  l'on  adoptait 
l'aplatissement  de  Bessel, ?>  la  solution  du  problème  considéré  devien- 

r  299,10  I 

drait  possible. 

102.  Nous  terniinerons  ce  Chapitre  en  donnant  une  expression  approchée  du 
potentiel  relatif  à  l'attraction  d'une  planète  sur  un  point  éloigné. 

Soient  r  la  distance  du  point  attiré  au  centre  de  gravité  0  de  la  planète,  a 
et  ^  les  angles  que  fait  le  rayon  vecteur  r  avec  les  axes  principaux  d'inertie  Oœ, 
Oy  du  point  0.  Nous  avons  trouvé,  dans  le  n°  12  du  t.  I,  la  formule 

M        (A  — C)(i  — 3cos^a)  +  (H  — C)(i  — 3cos^(3) 
^  ~  7  "^  2  /■■•'  ^  •  •  •  ' 

qui  devient,  à  cause  de  B  =  C , 

(40  V^-^Tr(i  + 

Or  on  a 


/•  V  M  2/- 


1 

n 

t 


d'où 


A  —  L ^  2    1  _ 

~M~  "  5  "Z" 

1 

T.  -  II.  27 
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OU  encore,  en  vertu  de  la  relation  (3o), 

(42)  -r-^=3^H'' 

La  formule  (40  devient  ainsi 
M 


(43)  V 


/• 


ï+lv)   ('?i —%)  (  i  —  cos-a 


r       V'       2-^'\3 


En  se  bornant  aux  deux  premiers  termes,  en  -  et  -^)  on  voit  que  le  potentiel 

et,  par  suite,  l'attraction  de  la  planète  sur  un  point  éloigné  ne  dépendent  pas  de 
la  constitution  intérieure  de  la  planète,  mais  seulement  de  sa  masse  et  de  sa 


figure  extérieure. 


Pour  arriver  à  ce  résultat,  on  n'a  eu  égard  qu'à  la  relation  (3o)  qui  exprime 
seulement  l'équilibre  d'un  fluide  répandu  à  la  surface  de  la  planète  :  on  verra 
plus  loin  qu'il  en  serait  encore  de  même  si  la  planète  n'était  pas  constituée 
comme  l'admet  Clairaut. 
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CHAPITRE  XIV. 

ÉQUILIBRE  D'UNE  MASSE  FLUIDE  HÉTÉROGÈNE  CONTINUE. 
THÉORIE  DE  CLÂIRAUT. 


103.  Figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  dans  laquelle  la  densité 
croît  d'une  manière  continue  de  la  surface  au  centre.  —  Nous  admettrons 
que  la  masse,  entièrement  fluide,  est  formée  d'une  infinité  de  couches  infiniment 
minces;  la  densité  sera  supposée  varier  d'une  couche  à  la  suivante  d'une  ma- 
nière continue. 

Nous  partirons  des  formules  du  Chapitre  précédent  et  notamment  des  sui- 
vantes : 

p  -  1  n 


11     _  Pj>  (  «/l"  "p+ 1  )  +  9i>+i  (  <^r+ 1  ^  ^P+2  )  -i-  •  •  •  -i-  Pnafi 


o  3 

2  0(7 


'     L"': 


■fici 


A  — C        _i__ 

2,  «y -^7 

1 

Nous  ferons  «,  =  i .  Soit  «^  une  valeur  déterminée  de  a,  comprise  entre  o  et  i; 
nous  supposerons  que  le  nomhre  n  des  couches  du  Chapitre  précédent  croisse  à 


212  CHAPITRE    XIV. 


l'infini  et  que  toutes  les  épaisseurs  tendent  vers  zéro.  A  la  limite,  pour  chaque 
valeur  de  a  comprise  entre  o  et  i,  p  et  e  auront  des  valeurs  déterminées,  qui 
seront  des  fonctions  de  a.  Il  faut  trouver  les  limites  des  sommes  qui  figurent 
dans  les  formules  ci-dessus.  On  aura  d'abord 


puis 


1 

"  .  1  •• 

1  i  m  2  «y  -n ,,     =^J     p  ^  da  ; 


de  même 


lim 


V     ■;  /'      dia^e) 


On  trouve  encore 


,,-1 


+  —  alepp,,_y  -I-  p,,{n;c,,  —  a;^,  e,,+^)  +  .  .  .  -h  p,,a;;  e„  _ 
Les  deux  termes  en  Cp  p^_,  se  détruisent,  et,  en  passant  à  la  limite,  on  a 


En  portant  les  expressions  précédentes  dans  la  formule  (i)  et  dans  les  sui- 
vantes, et  supprimant  l'indice  yo  devenu  inutile,  il  vient 


(3) 


et 
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'                           f\^da 
_  9  _  3  Jo_  _  _^« 

da 


(4) 


r*     da^ 

d{a^e) 


A  — C  ^'o  ^«' 


6f« 


/^ 


da 


104.  Ce  sont  là  les  formules  que  nous  voulions  obtenir.  L'équation  (2),  qui 
peut  s'écrire  encore 


(5)  oea-  /      oa'-da  —  a^  \     p  —  da  —  /      0  - — ; da  —  -  «'o  A  =  o. 


t/«  6 


déterminera  e  en  fonction  de^,  quand  on  aura  remplacé  p  par  sa  valeur  p  =  cl)(^rt^ 
supposée  connue.  Il  nous  faut  chercher  à  obtenir  une  équation  différentielle. 
Différentions  une  première  fois  par  rapport  à  a,  ce  qui  fera  disparaître  un  des 
signes  /  ;  nous  trouverons 

5  (  rt-  ~  +  aae  )    /     pa-da  -\~  5epa'*  —  oa'*  I     p  -j-  da 


J'     pa-da  -\~^epa*  —  oa*  t 
n  'y  a 

.     de  d(a^e)        0.0     ,     . 


da       "^      da 
OU,  en  réduisant, 

(6)  5  (  rt- -^ [-2ae\    I     pa^da — 6a'*  I     p    j~  da -7-ff''cpA=^o 

\  /  «^  0  '-Il 

OU  encore,  en  divisant  par  5a'', 

Différentions    encore    par  rapport  à  <2,   pour  faire   disparaître    un   second 
signe  /  ;  nous  obtiendrons 

(8) 

ou  bien 

(A) 


/  I    d^e       6e  \     r        ,   ,               fde 

—  -— , r       /     p  a-  da  -!-  2  p     -r- 

\a'  da-        a*  J  J^     '                        \da 

->-)^^» 

d^e            2pa'^        de         /       2pa 

6\ 

i     oa'-da              \    1     pa-da 
Jo                                 \  '-'0 

"7"° 
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C'est  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  pour  déterminer  e. 
Quand  on  aura  substitué  dans  les  coefficients  la  valeur  p=4)(«)  supposée 
connue,  ces  coefficients  deviendront  eux-mêmes  des  fonctions  connues  de  a. 

L'équation  (A)  peut  s'écrire  aussi 

rt-    ,   ,    /      oa-da  -•-  9.ûcà  -, —  'e{  •içtà^  -  G  /      oa-da  \   -  :  o 

do' J^     '  "^       da  \'^  Jo     '  J 

OU  bien,  en  appliquant  à  In  dernière  intégrale  l'intégration  par  parties, 

(A')  a- /      pa^da  -i-  20  a'  —    -  2  e  1     a^  -,'-  da  =  o . 

du-  J^     ^  "^       da  J^  da 

105.  Il  y  a  lieu  d'étudier  en  elle-même  l'équation  (A).  Remplaçons-}  <?  par  '(; 
nous  aurons 


(») 


Supposons  que  l'expression  de  p  —  ^K''0  puisse,  pour  toutes  les  valeurs  de  a 
comprises  entre  o  et  i,  être  développée  en  série  convergente 

(9)  p--r:po(|  —  A,r/'^.  +  A,<7,'^^— .  .  .  ), 

les  exposants  a,,  a._.,  ...   étant  supposés  positifs  et  rangés  par  ordre  de  gran- 
deurs croissantes,  de  manière  à  avoir 

o  <]  i3fi  <<  a2<C . .  .  ; 

Po  sera  la  densité  au  centre,  densité  supposée  finie.  Cherchons  l'intégrale  gêné-' 
raie  de  l'équation  (B)  sous  la  forme 

(10)  Ç=rrPrt/'+Qa'/-f- 

O  <  /:>  <  ry  <  .     .  . 

On  aura  successivement 


l     P«^^«-Po«^*(|-^^«'^' 
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en  portant  ces  expressions  dans  l'équation  (B)  et  divisant  par  po«^  '1  vient 

(il)      <   \o        oci   T-  o  ) 

\  .  -h(2  — 2Aia«'-v  .  .  .)[P(/^    -i)a^-+-Q(y -!-i)a''-r.  .  .]   "O. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  a,  il  faudra  égaler  à  zéro  le 
coefficient  du  terme  de  degré  le  moins  élevé,  c'est-à-dire  de  a'',  ce  qui  donnera 

P  (/?2  r-  5/?  )  -=  o,        p  -=  o         ou        p  -  —  5 . 

Soit  ^  la  solution  qui  répond  àyo  =  o,  (^'  celle  qui  correspond  à  /?  —  —  5;  la 
valeur  de  e  en  fonction  de  a  devra  se  déduire  de  la  formule 

•      e---^FÇ-;-F'r, 

en  donnant  des  valeurs  convenables  aux  constantes  F  et  F'.  Or,  en  faisant  dans 
l'expression  (lo)/?  —  -  5  et  a  —  o,  on  trouve  Ç  -=  oo.  L'aplatissement  e  devant 
rester  fini  au  centre,  et  même  très  petit,  il  faut  que  la  constante  F'  soit  nulle  et 
il  reste  seulement 

(12)  *  e  =  FÇ. 

La  relation  (n),  dans  laquelle  on  doit  faire/?  =  o,  devient  ainsi,  après  réduc- 
tion, 

■  _.  ^L.  A,P«>,,-  ll±J^  Qa-^.  .    =o. 
ai  -t-  3  3 

Les  termes  qui  ne  sont  pas  écrits  sont  des  degrés 

a,,     «3,      ...,     cXi-^.-q,     cxo  -q,      .... 

Le  terme  en  «"■  ne  peut  pas  avoir  un  coefficient  nul,  parce  que  les  trois  quan- 
tités a,.  A,  etP  sont  supposées  différentes  de  zéro.  Il  en  est  de  même  de  celui 
de  a'f,  car  on  ne  peut  avoir  ni  ^  =  o,  ni  ^—  -5,  puisque,  dans  ce  dernier  cas, 
Z,  deviendrait  infini  pour  «  — o.  Il  faut  donc  que  les  deux  termes  a*-  et  a^  se 
réunissent  en  un  seul,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


d'où 


«i  —  7>  Z.^~~^  Al  F-- ^ y, 


^-  («,+  3)(«iH-5)^*^' 

=  P  [i  +  , ^ ^,  o-,  +...]; 

L        (ai+3)(ai  +  5)  J' 
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on  peut  faire  abstraction  de  la  constante  P,  et  prendre 

6  A, 

Cette  expression  de  "C  est  déterminée  par  les  conditions  de  vérifier  l'équation 
(B)  et  de  se  réduire  à  -+- 1  pour  a  =  o. 

Nous  remarquerons  que  le  coefficient  A,  doit  être  positif;  en  effet,  dans  le 
voisinage  du  centre,  la  densité  doit  être  inférieure  à  po» 

p„(i  —  A,««. -h  Aja*.— .  .  .)<po. 
d'où 

A,  —  A,a''.-«. +.  .  .>o, 

et,  pour  de  très  petites  valeurs  de  a,  cela  se  réduit  à  A,  >o.  Dans  les  mêmes 
conditions,  les  formules  (12)  et  (i3)  montrent  que,  dans  le  voisinage  du  centre, 
l'aplatissement  est  plus  grand  qu'au  centre  même,  ce  qui  devait  être,  puisque 
nous  savons  déjà  que  l'aplatissement  croît  du  centre  jusqu'à  la  surface. 

106.  Les  formules  (12)  et  (i3)  déterminent  e  en  fonction  de  a  et  de  la  con- 
stante arbitraire  F;  il  reste  à  dire  comment  on  pourra  fixer  la  valeur  de  cette 
constante. 

Nous  ferons  remarquer  que  nous  avons  différentié  deux  fois  l'équation  (j) 
avant  d'arriver  à  l'équation  (A);  cette  dernière  est  satisfaite  par  l'expression 
6=^  Ft,  quelle  que  soit  la  constante  F;  la  même  expression  doit  vérifier  aussi 
les  équations  (5)  et  (7).  En  substituant  d'abord  dans  (7),  il  vient 


(<4) 


/     '    0  "^11  -1 


Le  coefficient  de  F  est  constant,  car  sa  dérivée  par  rapport  à  a  est  identique 
au  premier  membre  de  l'équation  (8),  et  par  suite  nulle.  Dès  lors,  on  peut  dé- 
terminer F  par  la  relation  (i4)>  <^n  y  attribuant  à  a  telle  valeur  particulière  que 
l'on  voudra;  nous  ferons  a  =  i ,  ce  qui  nous  donnera 

d'où,  en  vertu  de  l'expression  (3)  de  A,  , 

5 
(.5)  F=-^^^     ,         .  =  FÇ. 

Il  reste  à  voir  si  la  valeur  de  e  que  nous  venons  d'obtenir,  et  qui  ne  renferme 
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plus  rien  d'arbitraire,  vérifie  aussi  l'équation  (5).  Le  résultat  de  la  substitution 
peut  s'écrire 

*     0  a- Ç  /     pa-  aa  —  a'  1     p  -r~  aa  —  /     p  — ; aa  )  — ■  ^p^  a^oa. 

\         Jo  J„       <^a  J^     "^      da  J       Ç>      ^ 

La  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  h  a  est  identiquement  nulle  d'après 
la  relation  (i4);  l'expression  elle-même  doit  être  constante  et,  comme  elle  s'an- 
nule pour  a  =  o,  on  en  conclut  qu'elle  est  identiquement  nulle.  Ainsi,  notre 
valeur  de  e 


e  =  -  9 


5  Ç 


2   ^       ^  fciK 


vérifie  bien  l'équation  (5).  Si  nous  faisons  «  =  i,  il  en  résultera  ^  =  (^,,  et  l'on 
devra  avoir  e  =  e,  ;  on  trouve  ainsi 


\da/i 0( 


formule  importante  due  à  Clairaut.  Nous  ferons  remarquer  une  autre  expression 
de  F 

(,7)  F= 


da 

2Çr 


o 


Jf     pa^da 
0 


on  l'obtient  en  remplaçant,  dans  la  première  des  relations  (4),  eparF^  :  cette 
expression  a  été  employée  par  Laplace,  et  c'est  pour  cela  que  nous  l'avons  men- 
tionnée. 

Avant  de  résumer  les  résultats  précédents,  remarquons  que  les  formules  (4) 
donnent 


^0 


^^^       A-C        I 


da  ei 


avec  les  valeurs  numériques  du  Chapitre  précédent,  on  trouve  le  second  membre 
égal  à  1,955.  Nous  adopterons  enfin  pour  la  densité  moyenne  de  la  Terre  le 
nombre  5,56,  de  sorte  que  la  seconde  des  formules  (3)  donnera 


Jf     pa^da=^  1 ,853 
n 


IL  28 
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107.  Résumé  des  formules.  —  On  suppose  connue  la  loi  des  densités, 

(I)  p==^ia). 

On  considère  l'équation  différentielle 

et  l'on   en  calcule  une  solution  t  qui  se  réduise  à  l'unité  pour  a—-  o;  on  a 
ensuite 

(111)  e  ^  ^ 


'       2 \daji 

La  loi  des  densités  doit  remplir  les  conditions  suivantes 

(IV)  <ï>'(a)<o,         pour  a  compris  entre  cet  i, 

(V)  $(i)=pi=:;un  nombre  voisin  de  2,5, 

(VI)  /    pa^ da  =^  ^  =zi,S53, 


da 


,^^T^^\  ,         ^o  A  — C         l  l  l 

(Vil)  1=   ■ j =:  , =  .î— 1^— ^ ~-  I>9i>0' 

r^      ,  ,  A  ©       3o5,6  9         ^ 

i     pa*da  e, —  -  ey  —  - 

Jo  2  2 

(VIll)  f  pa'da=  ^  z=  |3o5,6('e,-|')  .-.0,948. 

Les  formules  (3)  donnent  ensuite 

a3D=;3/     pa^da,         Di  =  A, 

et,  en  intégrant  par  parties,  on  trouve 

r  a^D.c/a"- =  A  —  3  r  pa'*  ^a  =  A  -  I  r 


ou  bien 

(IX)- 


I   f  Da*6?a.=  i  —  i  =:=i  — 3oo,6('ei—  ?")  =o,4885. 
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La  formule  (iG)  donne  enfin  la  condition 

On  voit  que,  si  la  loi  des  densités  à  l'intérieur  de  la  Terre  n'est  pas  connue, 
on  a  cependant  sur  elle  un  certain  nombre  de  renseignements  exprimés  par  les 
formules  (IV),  (V),  (VI),  (VII),  (VIII),  (IX),  (X). 

108.  Première  transformation  de  l'équation  de  Clairaut.  —  Nous  par- 
tons de  la  forme  (B)  et  nous  posons,  en  désignant  par  E  la  base  des  logarithmes 
népériens  et  par  w  une  nouvelle  variable, 

dt     d^  Ç 
On  calcule  ^,  -^,,  on  substitue  dans  (B)  :  l'exponentielle  disparaît,  et  il 

reste 

du         ,  pa^  ipa  6 

-7 h  M-  H-  2  M  ^ \-    ~ z   =0. 

da 


Jrt  Cl  /*  " 

'     pa'^da  1     pa^ 

0  •■'0 


da 


Si  l'on  pose  encore 


on  trouve  aisément 


—  V, 


Jpa^da 
0 


(18)  -^i,--  = 


dp 
a' 

da  a 


On  aura  ensuite 


ou  bien 


/     pa^da 


da__ 
da 


^fi'da 

(19)  c  = 


f%a^- 


da 


L'équation  (i8)  rentre  dans  le  type 
qui  comprend  comme  cas  particulier  l'équation  de  Riccati. 
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109.  Deuxième  transformation.  —  On  pose 
y  et  z  désignant  deux  fonctions  inconnues  de  a.  L'équation  (B)  devient 


d\y  /dz_ 

dà^  (  da 


P^'       \dy 


f    P« 


■da   J^^ 


'  d'^z  ipa^       dz 

'dâ^  '^  ~7^'      7T  dâ 


2pa  6 


I     pa^da  \    I     pa^da 

On  égale  à  zéro  le  coefficient  de  -—-, 

pa-        


] 


y  —  o. 


I  dz 

z  da 


pa^  da 

d'où,  en  intégrant  et  donnant  à  la  constante  arbitraire  la  valeur  i, 

z  l     pa^da=zi. 

On  a  finalement,  en  remplaçant,  dans  l'équation  différentielle,  z  par  sa  valeur 
précédente, 

,2«^P 


(20) 


(2,) 


d\y 
dâ^ 


da 


f   P« 


^da 


a^    '^' 


y 


f"pa^ 


da 


(22) 


Cette  seconde  transformation  a  été  employée  par  Legendre  et  par  M.  Airy, 
Si  l'on  pose 

/    /     pa'^  da\ 


a 


on  trouve  sans  peine  que  l'équation  (B)  devient 

d.K^       , 
da  a^ 
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110.  Équation  de  M.  Radau  (').  —  On  introduit  la  densité  moyenne  (D) 
de  l'ellipsoïde  dont  l'axe  est  ia  par  la  formule 

pa^da—pa^+j      a^  dp, 
qui  donne 

en  portant  cette  valeur  de  p  dans  l'équation  (A),  après  l'avoir  écrite  ainsi 


^'£-^'^ '-^p(^Ê+")^^' 


il  vient 


,   ,^                                f  ,d^e       ^  de\..             (de         \  rfD 

M.  Radau  remplace  e  par  la  variable  y]  qu'il  définit  au  moyen  de  la  relation 

(25)  Y)  =-   -J-- 

^     '  e  da 

> 

On  en  déduit 

de        e  d-e        e   /    dn 


et,  en  substituant  dans  la  formule  (24),  il  vient 
(26)  («-j^ +y)2  +  5y)  jD  + 2«(i  +  -n)  ^  =0. 

On  tire  d'ailleurs  des  formules  (28)  et  (23') 

p  a'  —  3  1     pa^da         1     a^  ~  da 


D   da~ 


da 


/Il  ^a 

pa^da  I     pa- 

de  sorte  que  l'équation  (26)  devient 

fa^i^da 

(27)  a  ^  -hSy] +10^+ 2(1  + Yi) =  o. 

^        'da    ■ 


fpa- 

i/o 


(*)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  C,  p.  972;  i885.  —  Bulletin  astro- 
nomique, t.  II,  p.  157. 
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En  retranchant  l'équation  (7)  de  l'équation  (2),  on  trouve  encore 

■  po 

(28)  ^ 

on  aura  donc 


^^-•-^(p+i   r     ea^dpy, 


I  P     ^  Pi 


et,  par  suite, 


de  dJ)  d(eJ)) 

eu  da 


Nous  avons  d'ailleurs  vu  au  Chapitre  précédent  (n'^'*y3,  94)  que,  a  variant 
de  o  à  r,  e  croît  constamment,  tandis  que  -^  décroît  sans  cesse.  On  a  donc 


e 
e 


de  a^         e  (  a  de        „\ 

-r-    >  O,  — .—    =^—    {--ï 0<0. 

da  da         a*  \e  da         ) 

On  en  conclut,  en  se  reportant  à  la  définition  (23)  de  y], 

o<y)<3. 

L'inégalité  yj  <  3  a  été  signalée  par  M.  Poincaré,  et  l'inégalité  (29)  par 
M.  Gallandreau  (').  Soient  y]o  etv],  les  valeurs  que  prend  notre  nouvelle  variable 
au  centre  de  la  planète  et  à  sa  surface.  Les  formules  (iG)  et  (25)  donnent 

5a) 
(3o)  yio  =  o,      Y),=  — ^~2. 

Nous  remarquerons  que,   si  toute  la  masse  était  condensée  au  centre,  on 

aurait 

9  59  „ 

e^  —  ^-,  — !-   —  2  =  Yî,=:3, 

2  2  e, 

tandis  que,  dans  le  cas  de  l'homogénéité,  e,  =  —--,  y],  =  o. 

Dans  le  cas  de  la  Terre,  on  a,  d'après  la  formule  (X),  v],  =  o,544- 
Après  avoir  obtenu  l'équation  (26),  M.  Radau  la  met  sous  la  forme 

(3i)  ;7-(v^H-■^i))^ — =D  =  o; 

""  ia\J \  -^t\ 

puis  il  en  conclut 

, 4  I  +  -  Y) Y]2 

:^(a^Vi-hyil))r::.5a*V^i+rîD ^ (5yj  +  V-)  D  z=  5a*D  - — ?■ — 


2  V  IH-  Yl  V^  +  ^ 


(')  Bulletin  astronomique,  t.  V,  p.  474- 


ÉQUILIBRE    d'une    MASSE    FLUIDE    HÉTÉROGÈNE    CONTINUE.  223 

En  multipliant  par  da,  intégrant  de  o  à  i ,  il  vient 


(32)  \Jl■^n,^-^t>  Ç  a^D 


H-    -fi ff 

1  lO  , 

da. 


v/i  +  Tn 


Tant  que  y]  ne  dépasse  pas  y],  --  o,54  (hypothèse  assez  plausible  ),  le  facteur 
qui  multiplie  a^D  diflère  très  peu  de  l'unité,  et  l'on  a,  à  moins  d'un  millième 
près, 

5  /    D  a*  rfa  =  A  \/ 1  -h  m, . 
En  tenant  compte  des  formules  (IX)  et  (3o),  on  trouve  alors 
(33)  .  3o5,6(e,-|).-ïy^lî^.=.^X. 

OÙ  ^<  0,0004.  t)r,   en  prenant  9  = -^5-7'   ^1  =   ^ — '   l'équation  (33) 

^  ^  ^  '         288,4  297,0 -t- a;  ^  ^       ^ 

donnerait  approximativement  k—  —  0,0021.^7;  il  s'ensuit  que  e,  ne  peut  dé- 
passer — — „• 

^  297,3 

M.  Poincaré  a  f*it  voir  que  cette  conclusion  subsiste  en  dehors  de  toute  hypo- 
thèse sur  les  valeurs  de  r^.  Il  suffit  pour  cela  de  constater  que,  r]  étant  positif,  le 
facteur  en  question  ne  dépasse  jamais  1,0007  '^^  ^  reste  toujours  -<  0,0004. 

111.  Démonstration  de  M.  Poincaré  (').  —  La  quantité  a'D  reste  con- 
stamment positive  quand  a  varie  de  o  à  i  ;  d'après  un  théorème  bien  connu, 


l'intégrale 


«^0 


I  +  -  Yl Yl^ 

2  10  , 

da 


V^I+Y) 


sera  égale  au  produit  de  /    a^Dda  par  une  certaine  valeur  comprise  entre  la 

I              I 
1+  -  Y) yj- 

plus  petite  et  la  plus  grande  de  celles  que  prend  l'expression '         , 

quand  a  varie  de  o  à  i  ;  y]  reste  compris  entre  o  et  3,  comme  nous  l'avons  vu.  Si 
donc  on  désigne  par  ^  un  nombre  convenablement  choisi  entre  o  et  3,  la  for- 
mule (32)  donnera 

(34)  v^i-hYJi  A  =  5  ^ — —   /    a^Dda. 

V'  1  -+-  ^  Jo 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CVII:  1888.  —    Voir  aussi  Bulletin 
astronomique,  l.  VI,  p.  5  el  49- 


2  24  CHAPITRE    XIV. 

En  tenant  compte  de  la  relation  (IX),  il  vient 

2  lo  2  y/i  -f-Y), 

1 

Si  l'on  applique  les  formules  à  la  Terre  et  qu'on  remplace  rj,  et  I  par  leurs  va- 
leurs numériques  o,544  et  i,955,  on  trouve 

I  +  *-  ^  -  —  H* 

2  lO    ' 

(35) ^_^i,oi8. 

Il  y  a  lieu  de  rechercher  comment  varie  le  premier  membre  de  la  relation 
précédente  quand  on  attribue  à  ^  des  valeurs  positives.  On  trouve  sans  peine 


d 


^^-J-io^'       ^K^-^) 


4  v/ï"+  ^' 


20(l  +  0' 


Cette  dérivée  s'annule  donc  pour  ^  =  o  et  pour  ^  =  ô  qui  répond  à  un  maxi- 
mum. Les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  sont  i  et  1,00074.  Ainsi, 
^  croissant  de  o  à  5)  l'expression  en  question  croît  de  i  à  1,00074;  elle  décroît 

ensuite  de  1 ,00074  à  0,8  quand  ^  croît  de  ^  à  3. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (35),  étant  ainsi  au  plus  égal  à  1,00074,  ne 
peut  donc  pas  être  égal  au  second,  qui  est  1,018,  et  l'équation  est  impossible. 
De  là  ce  résultat  important  : 

Quelle  que  soit  la  loi  des  densitéskl'intérieur  du  globe  terrestre  supposé  fluide, 
pourvu  que  cette  densité  varie  d'une  manière  continue,  il  est  impossible  de 

reproduire  la  valeur  5-^  de  la  constante  — ^ — qui  résulte  de  la  théorie  du 
mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  des  observations,  en  adoptant  pour  l'apla- 
tissement superficiel  la  valeur  — ^—z-  Pour  que  le  désaccord  cesse,  il  faut,  comme 

le  montre  un  calcul  numérique  facile,  supposer  e,  f 5- 

297'  "^ 

112.  M.  Gallandreau  a  montré  que,  si  la  loi  de  densité  est  telle  que  l'on  ait 
constamment,  non  seulement  -7^  <"  o,  mais  encore 

la  fonction  yj  croît  sans  cesse  de  zéro  à  y],,  lorsque  avarie  de  o  à  1. 
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Voici  comment  M.  Callandreau  démontre  cette  proposition  importante  (')  : 
La  relation  (20)  donne  d'abord 


di)  \   de     ,  aVd^e        i  /^e  V"| 

da       e  da       e  \_da^        e  \daj  \  ' 


-^  est  constamment  positif;  si  donc  a  est  suffisamment  petit,  —  sera  positif. 
x\insi,  a  partant  de  zéro  et  croissant,  -—  commence  par  être  positif,  et  y]  aug- 
mente. La  question  est  de  savoir  si,  à  un  moment  donné,  y]  commencera  à  dé- 
croître; ^  s'annulerait  donc  à  un  certain  instant,  en  passant  du  positif  au 
négatif,  et  alors,  à  cet  instant,  -^-J  devrait  être  négatif.  Or,  en  différentiant 
l'équation  (27)  et  faisant  -v-  =  o,  on  trouve 


ou  l  on  a  pose 


da 


f'a^'^da 
d  1         da 


C\a^ 
^0 


da 


dr 
Il  faudrait  donc  que,  pour  la  valeur  de  a  qui  est  censée  annuler  ^)  on  eût 

J  >>  G.  Or,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

J(    /     pà^da]  =r  a^ -^    /     pà^da  —  pa"^  1     a^ -f- da 
\Jo     ^  J  daj^     "-  J^  da 

OU  bien,  en  intégrant  par  parties  dans  les  deux  termes  du  second  membre, 

t/  r"     2^  \'       '    ,  dp       '    ,dp   r"dp  ,       I         r"  ,d'p  , 

J       /     pa^da      ■=.  —  a^p^  —  ô«*-t-   /     a^  ~-  da  +  j  pa-  /     a*  -^  da. 
\Jo  /  12      ^  da        3      daj^         da  4        Jo         ^^ 

Ces  trois  termes  sont  essentiellement  négatifs,  en  vertu  des  inégalités 

dp  d-p 

da<''''         ^<^' 

qui  sont  supposées  exister  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  i. 
On  a  donc  constamment  J<<  o;  par  suite  -r-  ne  peut  pas  changer  de  signe,  et  la 
fonction  y]  de  «  croît  constamment  de  o  à  yj,  quand  a  augmente  de  o  à  i . 


(')  Comptes  rendus,  t.  C,  p.  1024;  i885.  —  Annales  de  l'Observatoire  de  Paris,  t.  XIX. 
T.  -  IL  .9 


226  CHAPITRE    XIV. 

113.  Densité  au  centre.  —  Nous  avons  toujours  admis  que  la  densité  p 
décroît  d'une  manière  continue  depuis  le  centre  (po)  jusqu'à  la  surface  (p,)- 

M.  Stieltjes  a  fait  voir  (Bulletin  astronomique,  t.  I,  p.  l^65)  qu'il  est  possible 
d'assigner  à  la  densité  p»  une  limite  inférieure.  Cette  limite  résulte  de  l'inégalité 

(36)  (po-p,)Mr-p.r>(A-p.)% 

où  r,  A  sont  définies  par  les  formules  (VI)  et  (VIII).  Pour  la  démontrer,  on  peut 
employer  le  raisonnement  suivant,  indiqué  par  M.  Radau  (Bulletin  astronomique, 
t.  II,  p.  169). 
Nous  avons 


(37) 


/>  Po  /-  po  />  po 

Po—pi  =  l      dp^         A  — Pi--/      a'dp,         T—pi—         a^  dp. 


Les  rapports -} —  peuvent  donc  être  considérés  comme  des  movennes 

^^         po— pi    Po— pi  '■ 

du  type 

p  +  Pi  +  ... 

et  l'on  démontre  aisément  que  la  racine  n}^9^  de  011  (a")  croît  avec  n.  Désignons, 
en  effet,  par  x^  la  somme  pa"  +/?,«"  +  ...;  on  voit  tout  de  suite  que 

cAoQ  cAsj  —  <JUJ  =-.2 /?/?,(«  — aj)*, 
par  conséquent, 

i^*  VD  7  •  cilf)  2  .  ?A)  o   .   •   .    <C,  clv)  Q  cJ  V)  2  •  ciVo  j  c/v)  «  •  g)v£>  2  (1A9  t   •  •  •    î 

d'ofi  finalement 


1 


(38)  .i>r'<^k^^;u.,      ('^"V<f^-V-        c.  Q.  K.  D. 


C/VOa    /  \         civ) 


La  démonstration  serait  la  même  en  remplaçant  A,„  par  une  intégrale  définie.  Il 
s'ensuit  que 

'A-p,v^^/r-p/  ' 


po— pi/  \po— Pi 

comme  le  veut  la  formule  (36). 

En  prenant  A  =  5,56,  T  =  4,74,  on  trouve,  pour  la  Terre, 

avec     pi=;2,o;  2,5;  3,o; 
Po>7'3;  7,4;  7'6- 
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Remarquons  encore  que  l'équation  (7)  donne,  pour  a  =  o, 

(39)  apo^o <pA  =  3l      pde>o, 

d'où 

/  r    \  ^     5      A  Po         5  o 

(40)  e,>e  >     (p_,  V">7^ 

4     Po  A        4  e, 

ou  bien,  en  vertu  de  la  relation  (3o), 

(4.)  j>'  +  b'- 

En  nous  reportant  au  Tableau  de  la  page  2o5,  nous  trouvons,  pour  Jupiter  et 
Saturne,  ^  >  i  ,8  ;  pour  la  Terre,  ^  >  i  ,27  ou  po  >  7,07. 
L'équation  (7)  donne  encore 

3pj(e,  —  eo)<2poeo  — -9A<3po(e,  — eo), 
d'où 

(42)  3po+(2  4-Y)i)A  ^    Cq  ^     3pi+(2+Y]i)A^ 

>  5po  e,  3pi+2po 

114.  Limites  des  densités.  —  Il  est  intéressant  de  voir  si  les  données  d'ob- 
servation permettent  d'enfermer  les  variations  possibles  de  la  densité  à  l'inté- 
rieur du  globe  dans  des  limites  bien  déterminées.  M.  Stieltjes  a  examiné  la 
question  dans  un  Mémoire  publié  en  1884  (Archives  néerlandaises,  t.  XIX). 
M.  Radau  a  retrouvé  quelques-uns  de  ses  résultats  en  suivant  une  autre  voie, 
que  nous  allons  indiquer. 

Nous  connaissons  la  densité  à  la  surface  p,  et  les  valeurs  numériques  des  deux 
intégrales 

/'  /»  P»  /1  •  y^P» 

pf/a*  — p,H-l      a^dp,  r=/     pda' :=pi-k-  i      a^dp, 

qui  permettent  de  calculer  les  deux  constantes 

(43)  «-\/^'       ^^^  =  r-pj^(^zLp4, 

dont  voici  la  signification  pliysique.   Si  le  globe   était  formé  d'un  noyau  de 
rayon  «,  de  densité  po,  et  d'une  écorce  de  densité  p,,  on  aurait 

A  —  Pi  =  (po  —  Pi  )  «',       r  —  Pi  =  (po  —  p,  )  «•'  ; 

par  suite,  a  =  a,  po  -  p,  =  ^.  On  voit  aussi  que  p,  +  P  représente  la  limite  infé- 
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Heure  de  po  déterminée  par  la  formule  (36),  Avec  p,  =  2,7,  on  trouve 

3 
oc  =  o,844,         «'=5'         P==4,77»        po>7'47»        3po+2p,>5A. 

Remarquons  maintenant  que 

r— pi=/     (p  — pi)<5?a»>  /      (p  — p,)«?«^>(p—  pi)«^; 

par  conséquent, 

(44)  p_p.<r_=Pi  =  î_:p. 

On  trouve  ensuite 

p  Po  r-  Po 

(i  — a^)(A-p,) -(I  — «')(r— pi)  =  (i  — a^)  /      {a^—a^)dp-h{a^  —  a^)         a^dp>o. 

•^p.  '^Pt 

Les  éléments  des  intégrales  étant  positifs,  on  aura  un  résultat  trop  faible  en 
remplaçant  la  limite  supérieure  po  par  p,  et,  si  nous  retranchons  des  deux  côtés 
(a'  —  a*)^^p  —  p,),  il  vient 

(i-«^)(A-pO-(i--a^)(r-p,)-(«'-«^)(p-pi) 

/»p  />p 

>(i  — a')/     {a^^a'^)dp  —  {a^'~a^)        {i  —  a^)dp. 

•^Pi  «^P. 

Or  le  second  membre  est  >o,  parce  que  le  rapport  -^_    -  =  — - — :^  h — j  est 

décroissant  et  que  l'intégration  se  fait  depuis  a  —  i  jusqu'à  a  =  a.  On  aura 
donc  (les  termes  en  p,  se  détruisent) 

,,.,  (i  — a5)A— (i  — a3)r  aHi-«5)_5^5(i_«3) 

'  «'— «^  ^  a' — a» 

Les  limites  supérieures  déterminées  par  les  formules  (44)  et  (45)  coïncident 
et  deviennent  égales  à  p,  -h  (3  =  7,47  pour  «  =  a;  la  première  est  trop  élevée 
en  deçà  de  a,  la  seconde  au  delà.  On  trouve,  en  effet, 

Limites  supérieures 

a                                 (44)  (45) 

0,0 00  00 

0,3 38, o 

0,3 i3,2 

0,8 8,96  7,73 

0,844 7,47  7,47 

0,9 0,16  7,1.5 

1,0 4,74  6,79 
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Cherchons  maintenant  une  limite  inférieure  de  la  densité  p.  Afin  de  distin- 
guer les  variables  a,  p  des  valeurs  fixes  a,  p  qui  répondent  à  la  limite  d'une 
intégrale,  nous  désignerons  ces  dernières  par  â,  p,  quand  nous  aurons  besoin 
de  les  introduire  sous  le  signe  /.  On  trouve  ainsi 

'      {a^ -  a'-)  a^ dp  <         {a^^â')  a^  dp  <  {i  — a^)  {p  —  p^), 
Pi  P> 

en  ne  gardant  que  la  partie  positive  de  l'intégrale  (^i  >  a  >  à).  En  supprimant 
désormais  les  barres,  il  vient 

m  P>T=:^'        p-p.>^-^(A-p.). 

Cette  limite  descend  à  p,  pour  a  =  a  et  devient  trop  basse  au  delà.  Elle  donne 

Limites 
inférieures 

a  (46) 

0,0 4,74 

0,4 4,58 

0,5 4,47 

0,6 4,î«8 

0,8 3,28 

0,844 2,70 

Nous  avons  ensuite 

5â^(A  —  pi)  —  3  (F— pi)  =  i5  /     (p  —  pi)  {a"'— a-)  a'^da. 

Cette  intégrale  est 

<  i5  (po —  Pi)  /     («^ —  a^)a^da  =  2a^(po —  pi), 
•-  0 

d'où,  pour  po,  une  limite  inférieure 

5A-p,        3r-pi_/.a*       o^'AP 

En  faisant  a  ~  i,  on  aurait 

(48)  p„>^-^-^=6,79. 

Mais  le  maximum  s'obtient  en  faisant  a  =  a;  on  retrouve  ainsi  la  limite  p,  -+-  (^, 
déterminée  par  la  formule  (36),  et  qui  donne  po  >  7»47- 

M.  Stieltjes  obtient  des  limites  plus  resserrées  en  supposant  que  la  densité 
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augmente  à  partir  de  la  surface,  mais  de  moins  en  moins  rapidement,  ce  qui 
revient  à  prendre  -^  <  o,  y-^  <  o.  On  a,  par  exemple,  dans  ce  cas, 

pi  <  SF— 2A:=3,  lo,         po<  loA  — qF— 12,94. 

115.  On  peut  assigner  des  limites  analogues  à  la  densité  moyenne  D  que  défi- 
nissent les  relations  (23).  En  effet,  nous  avons  d'abord  p^  >  D  >  A;  ensuite 


A-F>r  \i  —  a'-)  o^  dp  >{i  —  a^)  f    a^  dp  =  {a^— a^)  {D  —  p), 


d'où 

A -F 

VH.;/  "^        «•*  —  a" 

Cette  limite  se  réduit  à  fJ  pour  a  — y..  L'équation  qui  conduit  à  l'inégalité  (4  >) 
donne  aussi 

(i  — a^)(A  — p,)-(i-a3)(F  — pi)>(i  — «^')  /      {\  -  a})a^dp  ^  {a?  -  a^)  /      a^dp, 

et,  en  taisant  sortir  le  facteur  (i  —  à^)  de  la  première  intégrale,  le  second 
membre  devient  (a^  —  a^)(D —  p),  de  sorte  qu'on  trouve 

^r.^  n       ,  ^(i-a«)A-(i-.a»)F 

C'est  la  limite  supérieure  que  la  formule  (45)  donnerait  pour  p  —  o^.  ¥À\e  se 
réduit  aussi  à  |^  pour  a  =  cf.,  et  elle  est  trop  élevée  en  deçà  de  a,  tandis  que  la 
limite  (49)  l'est  au  delà. 

Ces  limites  supérieures  de  la  différence  D  —  p  nous  fournissent  celles  du 

rapport  — i~  =  tt — ^^t-t'  en  mettant  pour  (p)  une  limite  inférieure  de  p. 

*^*-  \)  V  —  p  +  (p)  1.1-  I 

On  trouve  ainsi,  en  combinant  (49)  avec  (46),  pour  a  <  a, 


_p  A-F 

^^'^  '       D  '^  (I-  a^)A-(i-a^)F' 

et,  en  combinant  (5o)  avec  (p)  =  p,,  pour  a  >  a, 

^  p  {à^—  a')  pi 

^^^^  •  '~D<'~Cr=^5)A-(i-a=»)r' 

Pour  a  =  a,  les  deux  formules  donnent 

1)  ^  p + p, 
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Or,  en  vertu  de  (29),  ces  limites  supérieures  sont  aussi  celles  de  ,  yj.  Le  calcul 
numérique  donne 


0,0... 
0,3... 

0,0... 

0,709. 
0,8... 
0,8i4. 
0,9... 
4,0... 


Limites  de  D  — p 

(49) 

(50) 

00 

00 

33,4 

.... 

8,75 

4,63 

4,45 

4,75 

4,75 

4,45 

00 

4,09 

Limites  de  t, 

(51) 

(52) 

3,00 

2,63 

1,98 

1,62 

1,73 

»,9J 

',91 

1,87 

•  •  •  • 

1,81 

Nous  savons  d'ailleurs  que  y]o  =  o,  y;,  =  o,544»  et  l'on  voit  qu'on  a  ■rj<  2  depuis 
la  surface  jusqu'à  <2  = -•  Or  l'équation  différentielle  qui  nous  a  fourni  la  rela- 
tion (Sa)  donne,  en  intégrant  depuis  a  jusqu'à  i  et  en  désignant  par  \  la  valeur 
de  Y]  qui  correspond  à  la  valeur  la  plus  faible  du  facteur  de  l'intégrale, 


■  +  „-Ç"T^J' 


A  V  I  -t-  Y],  >  a^D  v^i  -t-  Y)  H .         /    5a* D 

ou  bien,  en  remplaçant  D  par  A,  qui  est  plus  petit, 


da- 


(53) 


a^V^i-h  rj  H-  (i  —  a^) 


1  +  -^-  — H^ 
2  10  ' 


V  I  + 1 


<\H- YJ,  =  1,242. 


Comme  le  facteur  en  question  diminue  à  partir  de  ^  =  5»  sa  valeur  la  plus  faible 

correspond  à  une  limite  supérieure  de  ^  =  r^.  En  partant  de  ^  =  1,9,  l'inéga- 
lité (53)  donne,  par  approximations  successives,  pour  a  >>  o,833, 


Limites  de  t, 

a  (53) 

0,833 1,90 

0,84 1,73 

0,80 1,54 

0,90 1,01 

0,9o 0,72 

1,00  0,54 
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CHAPITRE  XV. 


EXAMEN  DES  PRINCIPALES  HYPOTHÈSES  PROPOSÉES  POUR  LA  CONSTITUTION 

INTÉRIEURE  DE  LA  TERRE. 


Il  s'agit  de  chercher  à  intégrer  l'équation  (A)  du  Chapitre  précédent,  qui  doit 
déterminer  l'aplatissement  e  d'une  couche  quelconque  en  fonction  de  a.  L'inté- 
gration rigoureuse  est  impossible  quand  on  laisse  indéterminée  la  loi  des  den- 
sités, p  =  ^I>(«)-  On  n'a  pu  effectuer  les  intégrations  que  dans  un  petit  nombre 
de  cas  que  nous  allons  passer  en  revue. 

116.  Hypothèse  de  Legendre.  —  Nous  partons  des  équations  (20)  et  (21) 
du  Chapitre  précédent 

(•)  er^FC,  "-  ^ 


La  dernière  équation  prendra  un  aspect  plus  simple  si  l'on  suppose  la  loi  des 
densités  telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  a, 

(3)  __^„+;^2^0, 


/     pà^da 


m  désignant  une  constante.  On  en  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  en  diffé- 
rentiant, 

a-  -7-^  +  2  a  - — \-  m-  oa^z=zo 
da-  da  ' 
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OU  bien 

d'où,  en  désignant  par  G  et  H  deux  constantes  arbitraires, 

pa^Gsinma  -hKcosma. 
La  densité  p  doit  rester  finie  au  centre,  pour  a  =  o;  donc  H  =  o  et 

(4)  P_G-^-. 

Cette  valeur  de  p  vérifie  la  relation  (3)  quelle  que  soit  la  constante  G.  Les 
formules  (2)  et  (3)  donnent 

(5)  ■d^"''^~â^^=''- 

On  cherche  l'intégrale  générale  de  cette  équation  sous  la  forme 

y  r- u  sin ma -{- vcos ma, 

uetv  étant  des  fonctions  inconnues  de  a.  On  forme  les  dérivées  première  et 
seconde  dey;  on  substitue  dans  (5)  et  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  de  sinma 
et  de  cosma.  On  trouve 

d'^u  dv         6      

da^  da       à^  ' 

d^v  du        6      

da^  da        a^  ' 

On  cherche  une  solution  de  ces  deux  équations,  avec  deux  constantes  arbi- 
traires, en  posant 

a         a^ 
a         a- 


En  substituant,  il  vient 


/wBi^-3Ao  mBa  —  A. 

li H2 zzzo. 


/nA,-i-3Bo  /wAj-t-Bi 

■ -H  2  = r=  o. 


T.  -  IL  3o 
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d'où 

B,  =  4--Ao,         b,=  -Abo; 

u  —  kAi 5—5  ) Bo, 

\         rn^a-  )        ma 

P  ;:-:  Bo  (  I -,^  )  4 Ao  ; 

\         irra^  j        ma 

( 6 )    r  r=r  Ao    (  I .7-1  )  sin  ma  4 cos  ma    H-  Bq     (  i 5—,  ) 

"^  W        m^ay  ma  J  \        m^a^J 

On  a  ensuite,  par  les  relations  (3)  et  (4), 

r"     ,  ,  (t}  dp       ,^  s'inma  —  ma 

après  quoi,  les  formules  (i),  (6)  et  (7)  donnent 


3     . 

cos  ma  ■ sin  ma 

ma 


cos  ma 


3    \   .  3  /  3    \  3     . 

smma-] cos  ma  ^      i ^z]cos  ma— sin  ma 


/OS    y  2^0  \         m^a^J  ma  ,  Bo  \         m^ay  ma 

(j  sin  ma  —  ma  cos  ma  (i  sin  ma  —  ma  cos  ma 


Pour  de  petites  valeurs  de  a,  on  a 


f)i  a  ma  ma 

sin  ma —  ma  cos  ma  =:  ma ^ 1-.  . .  —  ma-i . .  .=r  — j; —    1-. 

6  26 

3     \    .                  3                     /  3    \  /  m^a^       m^a^ 

I r— s     sin  ma  h cos  ma  :=[  1 r— r      ma  — 


m^a^  J  ma  V         m^a^J\  6  120 


3    /         m^a'-       m^a'  \  i       ,    , 

I H  — ...     — ^  m^a^ 

ma\  1  il\  J  i5 


V         m'' a'') 


3      . 

cos  ma sin  ma 

m,a 


j.ji  l> 

On  voit  ainsi  que,  dans  la  formule  (8),  le  coefficient  de  — ~  devient  infini 

pour  a  —  o,  tandis  que  celui  de  —7.—^  se  réduit  à ^  :  5  =---,•  On  doit  donc 

avoir  Bo  =  o,  et,  pour  que  t  se  réduise  à  i  quand  on  fera  a—  o,  il  faut  que 
l'on  ait 

m^Ao 
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après  quoi,  la  formule  (8)  donnera 

(3  —  m- a^)  s\n  ma  —  S  ma  cos  ma 

m^a^{sinma — ma  cos  ma) 

On  aura  ensuite,  pour  déterminer  le  coefficient  F,  la  relation 

F= X__. 

'       2\da/i 
Or  on  tire  de  (9) 


^  (3  —  7/1^)  sinwi — 3/«  cosm 

^  ~~  m^{sinm  —  mcosm) 


d^ 
da 


\   ^  (m*  —  6)  sin^m  +  (12/w  —  /n*)  sinm  cos/n  -\-  {mJ*  —  6/72^)  cos^wt 

/,  /n^(sinw  — m  C0S/7J  )- 


\fd'C,\  e;  (w^ — 2)  sin^m  +  msinmcos»? -h /n^cos^m 

*       2\da)i  2(sinm  —  mcos,my 

On  en  conclut  la, valeur  de  F,  puis 

5  (tang/?? — m>"2  (3 — m^a^)  tanff/wa  —  3ma 

(10)  e=-q} ^^ -^^ ~ ^- 

2  ^  (/7i2— 2)  tang^m  +  mtangm  4- m^        m^a*(tangma  —  ma) 

Nous  allons  déterminer  la  constante  m  en  écrivant  la  condition  (VIII)  du 
n°  107,  ce  qui  revient  à  écrire  que,  pour  «  =  i,  on  doit  avoir  e—-e^.  La  for- 
mule (10)  donne  alors 

,     ,  m — langm  3m  +  (/n^— 3)  langm  ie,  000 

(11) i—        —^ * ^ -< — i T": i  —  t=  ^  =:  o ,  393  o32 , 

m^  m-H-m  tangm-h  (m* — 2)tang*/n        09  ^ 

C'est  là  une  équation  transcendante  pour  déterminer  m;  pour  la  résoudre, 
nous  calculerons  les  valeurs  numériques  de  son  premier  membre  on,  pour  cinq 
valeurs  équidistantes  de  m  convenablement  choisies.  Nous  trouverons 

m.  OÏL.  Différences  premières. 

138! 0,399  585 

Aic\  o    r      -c  0,003  529 

1*0 0396036  o /-  —  0,000  oqo 

,  ta  o       ,0  —  o,oo36)9  '  ^ 

^^^ 0,392437  _ooo3  7io  -0,000091 

144 0,388727  'II,  -0,000093 

A  ta  qq/    /  —   o,oo3  8o3  '  ^ 

146 0,38^924  ' 

On  voit  que  la  racine  est  comprise  entre  i4o"  et  142*'.  Un  calcul  d'interpola- 
tion facile  d'après  le  Tableau  ci-dessus  donne 

m  —  i4i°4o'28"  —  2,472  688. 
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La  condition  (VI)  du  n''  107,  jointe  à  la  formule  (7),  donne 

„„„       ,,  sinm  —  m  cosm 
1 ,  853  =  (ï  ■ z ; 

je  remplace  m  par  sa  valeur  numérique  et  je  trouve 

Je  vais  résumer  la  solution  :  en  remplaçant,  dans  la  formule  (10),  9  et  /tî  par 
leurs  valeurs  numériques,  je  trouve 

mr=  )/4i°4o'28"  =1:  2,472  69, 

,    ,    „  sinm« 
(12)  {    P-^'^'^      .-' 

I  rn^a'^  (tans ma  —  ma) 

—  11^  72    Q I  -  • — • 

e       '    '^    (3  —  m*a^)  langma  —  3 ma 

Il  faut  voir  maintenant  comment  cette  solution  répond  aux  autres  conditions 
imposées.  Pour  a  =  i,  on  trouve  p,  =  2,74;  c'est  une  valeur  admissible  égale  à 
très  peu  près  à  la  moitié  de  la  densité  moyenne  du  globe.  En  second  lieu,  on  a 

dp        „  ma  —  tanff/wa 

-T-  —  G  ces  ma ~ , 

da  a^ 

quantité  négative  quand,  w  ayant  la  valeur  numérique  donnée  plus  haut,  a  varie 
de  o  à  I.  Ainsi,  la  densité  décroît  bien  constamment  du  centre  à  la  surface; 
nous  trouverons  d'ailleurs,  pour  «  =  o, 

po=:G/W  =  10,94,  t 


364,5 


4  rr 

Il  nous  reste  à  savoir  quelle  valeur  nous  obtiendrons  pour — r — ;  nous  savons 

d'avance,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n^^ilO  et  111,  que  nous  ne  pouvons 
pas  obtenir  le  nombre  fourni  par  la  précession  des  équinoxes.  On  a 


f  P«' 

•-M) 

-'0 


/ 


da 

t  * 

pa-da  est  connu;  c'est  ^-  On  a  ensuite 


/     pa""  da^=G  I     a^'àinmada. 
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En  appliquant  plusieurs  fois  l'intégration  par  parties,  on  trouve 

I  a^  sin  ma  da  ■=-- 7, cos  ma  -\ r si  n  ma  -\-  const. , 

J  m^  nv* 


X 


,  ,         „  (6m  —  m^)  cos/n -I-  (3/n2 — 6)sinm 

na''aaz={j[ r : 

'  m*  ' 


on  trouve  finalement 

A_— C  _      I 

A  3oo , 7 

Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  recommencer  les  calculs  précédents  avec 
d'autres  valeurs  de  l'aplatissement  superficiel  e^.  Toutefois,  j'ai  trouvé  plus 
commode  d'attribuer  à  la  racine  m  des  valeurs  équidistantes  et  de  calculer  ^'^  par 
la  formule  (12).  Voici  le  résultat  des  calculs  : 

-.  p..        p„.        G.      ^— ^. 

o 

138 288,7  *>93  10,53  4j37  294,7 

140.   ...^ 291,2  2,83  10,75  4,40  297,9 

142 293,9  2,73  10,98  4j43  3oi,2 

144... 296,7  2,63  11,22  4>46  3o4,8 

146 299,7  2,52  11,47  4î5o  3o8,5 

117.  Hypothèses  de  MM.  Roche,  Lipschitz  et  Maurice  Lévy(').  —  Re- 
prenons l'équation  différentielle  de  Clairaut  sous  la  forme 

Supposons  la  loi  des  densités  telle  que  l'on  ait 

3  /     pa'^da 

Po,  k,\  ^i  ]x  désignant  quatre  paramètres  constants.  On  en  tirera 

3p«2r.po^[a^(t-AVO(-]; 


(')  Roche,  Mémoire  sur  la  loi  de  densité  à  l'intérieur  de  la  Terre  {Académie  des  Sciences  de 
Montpellier,  1848);  —  Lipschitz,  Journal  de  Crelle,  t.  LXU;  —  Maurice  Lévv.  Sur  la  théorie  de  la 
figure  de  la  Terre  {Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  CVIj. 
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d'où,  en  effectuant  les  opérations  et  simplifiant, 


(r5)  pr--zp,{i~ka'>-)i>-'  ["i  _  A:«X /j  .|.  ^ 


Telle  est  donc  la  loi  de  densité  que  nous  adoptons  actuellement. 
En  vertu  des  formules  (i/|)  et  (r5),  l'équation  (i3)  devient 


(•6; 


Il  y  a  lieu  de  poser 
ce  qui  donne 


ka^ 


X, 


dK        1  ,    ),_!  a?s  ,  dt,        ,       dX, 

cla  dx  da  dx 

da^  dx  dx- 


^d'I       ^.-         .       rfÇ        ,^    ^dK 


L'équation  (i6)  devient  ensuite 


=^  o. 


Quand  on  a  chassé  le  dénominateur  i  —  œ,  il  y  a  des  réductions;  le  facteur 
"kœ  apparaît,  et,  après  l'avoir  supprimé,  on  trouve 


-)] 


dK  p-  ^ 


ou  bien 


•^('-^)  ^  +[7-  (a  +  [3  +  i)^]  ^  -a(3Çr=io, 


en  déterminant  les  quantités  a,  p,  y  par  les  formules 


5  5 

^4-1  =  y,  4-2^=^+  [3, 


2jUt.  _ 


«(3; 


on  en  déduit 

EXAMEN 
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2a--=^H-  2^  +  y/^  +12^  +4^l^ 

(.8) 

'     o       5                    /25            u.       ,    o 
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Si  l'on  pose 

Ç  =  i  h-Bij^4-B2j:;^4-  63^*  +  . . . , 

qu'on  substitue  dans  l'équation  (17)  et  qu'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  x,  on  déterminera  de  proche  en  proche  les  coefficients 
B,,  Bo et  Ton  trouvera 

i.y  i.2.y(y  +  i) 

c'est  la  série  hypergéoniétrique 

(19)  >  Ç=.F(a,  (3,  y,  a.). 

L'exposant  A  est  essentiellement  positif:  sans  quoi  p  deviendrait  infini 
pour  «  =  o;  po  est  la  densité  au  centre.  Il  est  évident  que  D  doit  être  positif  et 
plus  petit  que  p^.  On  aura  donc,  à  cause  de  l'expression  (i4)  de  D, 

o<  (i  — A:a^)(*<i. 

Il  résulte  de  ces  inégalités  que  ^  et  [x  doivent  être  de  même  signe;  nous  lés 
supposerons  positifs  :  alors  on  devra  avoir  en  outre  k<^^\.  Les  expressions  (18) 
de  a  et  ^  seront  réelles.  On  aura 

o<  J?<  I. 

118.  Il  reste  à  indiquer  comment  on  pourra  déterminer  les  quatre  para- 
mètres po,  k,  X,  [JL  qui  figurent  dans  la  loi  des  densités,  d'après  les  condi- 
tions (V),  (VI),  (VII)  et  (VIII)  du  n«  107. 

En  faisant  a  =  i  dans  la  formule  (i4)»  il  viendra  d'abord 

A 

(20)  Po 


(l  —  A-)!^' 

puis,  la  relation  (i5)  donnera 


da 


240  CHAPITRE    XV. 

OU,  en  remplaçant  p»  par  sa  valeur, 

Pi  \\i.      k 

Ayant  égard  maintenant  à  la  condition 

L  (^\  —  ^^^  _  2 

nous  aurons  pour  a  —  i,  x  =^  k,  'C,  —  F(a,  (3,  y,  k), 

[i.y  i.y(y-l-i)  "j' 

La  condition  (22)  deviendra  donc 

Ikoc^  F(oc  +  I,  (3  +  1,  y-t-i,  A-)  _  59 
'~y  F  (a,  P,  y,  ^)  "~  2^1 

ou  bien,  en  remplaçant  a,  [^  et  y  par  leurs  valeurs  (18), 

La  formule  (IX)  du  n°  107  donne,  en  remplaçant  D  par  sa  valeur  (14)  et 
mettant  ensuite  pour  p^  son  expression  (20), 

(24)  ^-    /     a^{i~-ka^)V'dar=,~(i ')  =0,244. 

{i~k)V-J^        '  2\         1,955; 

Les  équations  (20),  (21),  (23)  et  (24)  détermineront  nos  quatre  inconnues. 
Mais  nous  savons,  sans  avoir  besoin  de  faire  la  discussion,  d'après  le  théorème 
du  n°  111,  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  valeurs  réelles  des  inconnues 

avec  les  valeurs  numériques  adoptées  actuellement  pour  e^  et  — ^ — 

J'engage  néanmoins  le  lecteur  à  voir  pour  cette  discussion  les  Mémoires  de 
MM.  Lipschitz  et  Roche,  et  aussi  une  Note  que  j'ai  publiée  dans  les  Comptes 
rendus  de  r Académie  des  Sciences,  t.  XCIX,  p.  679. 
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La  loi  de  densité  étudiée  par  M.  Lipscliitz  est 

p  =  po(i  — ^i«^'); 

on  la  déduit  de  l'expression  générale  (ï5),  laquelle  est  due  à  M.  Maurice  Lévy, 
en  y  supposant  [jl  =  i . 
M.  Roche  avait  adopté  la  loi  plus  simple  encore,  qui  répond  à  A  =  2, 

p  =  Po(i  -  A'irt^), 
avec  les  valeurs 

Po  =  IO,IO,  Al  =r  0,764. 

119.  La  Terre  est  formée  sans  doute,  dans  son  intérieur,  de  substances  de 
densités  différentes  et  de  natures  diverses  au  point  de  vue  chimique.  Dans  l'igno- 
rance où  nous  sommes  relativement  au  nombre  de  ces  substances  et  à  leurs 
densités,  l'hypothèse  d'une  densité  augmentant  d'une  manière  continue  avec  la 
profondeur  offre  une  base  de  discussion  qui  peut  n'être  pas  bien  éloignée  de  la 
vérité;  mais  Laplace  a  envisagé  cette  hypothèse  à  un  autre  point  de  vue.  Il  s'est 
proposé  de  montrer  qu'on  pouvait  satisfaire  aux  données  de  l'observation  en 
supposant  la  Terre  formée  primitivement  d'une  seule  substance  fluide  (de  la 
lave  en  fusion,  par  exemple).  Les  variations  de  densité  avec  la  profondeur  pro- 
viendraient alors  de  la  compressibilité  du  liquide  sous  les  pressions  énormes 
qu'il  supporte. 

Indiquons  d'abord  le  calcul  approché  de  ces  pressions.  Nous  négligerons  ici 
la  force  centrifuge  et  les  aplatissements  des  couches  de  niveau,  qui  seront  sup- 
posées sphériques.  Soit  R  la  résultante  des  attractions  sur  l'unité  de  masse 
placée  à  la  distance  a  du  centre;  les  couches  dont  le  rayon  est  supérieur  à« 
n'exercent  pas  d'action,  et  l'effet  des  autres  est  le  même  que  si  toute  la  masse 
était  réunie  au  centre.  On  aura  donc 


R  :=:  — 7-   /     0  rt-  < 


On  a  ensuite,  en  désignant  par/?  la  pression, 

a?/>  r=  p  ( X  0?^  -h  Yâfx  4-  Z  «fc  )  —  —  p  R  o?«  ; 

d'où,  en  remplaçant  R  par  sa  valeur  ci-dessus, 

47rfp  /     pa^da 

(25)  clp=: 1^^ da, 

a?- 

T.  -  IL 
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p  et  p  sont  des  fonctions  de  a;  on  pourra  écrire 

,  dp 

(26)  dp  —  TT~\^ 

et  cette  formule  donnera  le  petit  accroissement  dp  de  densité  obtenu  par  l'ac- 
croissement dp  de  la  pression.  Laplace  dit  qu'il  est  naturel  de  penser  que  les 
liquides  résistent  d'autant  plus  à  la  compression  qu'ils  sont  plus  comprimés 
déjà.  La  fonction  'l'(p)  doit  donc  être  une  fonction  croissante  de  p.  Le  type  d'une 
pareille  fonction,  adopté  par  Laplace  comme  étant  le  plus  simple,  est 


i^(p)  —hp, 

d'où 

dp  —1  h 

pdp. 

La  formule 

(25) 

donne  ensuite 

h  dp  -zzz. 

4 

r" 

71  f  /     pa^da 

— ^-^i da 

a- 

ou  bien 

«2 

dp 
da 

f\TZ\ 

r 
■=  0. 

^a 

_  « 

da 

f        f 

Cette  équation  est  identique  à  l'équation  (3),  en  faisant  m"^  =  -^-  On  arri- 
vera donc  ainsi  à  l'hypothèse  de  Legendre,  qu'il  convient,  pour  cette  raison, 
d'appeler  hypothèse  Legendre-Laplace. 

M.  Roche  a  proposé  de  prendre,  au  lieu  de  ^(p)  =  hp, 

(27)  4.(p).=  Ap  +  A'p^r=-_^. 

L'équation  (25)  donne  ensuite 


d'où,  en  différentiant, 


(.8)  ,  ^,  [«'(/> +  A'P) 


dp 
da 


H-  ^TZÏQa'^z=:z  O. 


C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  pour  déterminer  p  en  fonc- 
tion de  a.  Sans  en  rechercher  l'intégrale  générale,  M.  Roche  a  montré  qu'on 
peut  satisfaire  à  cette  équation  par  une  expression  de  la  forme 

(29)  p  =  p,\i-k,a^). 
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En  substituant  en  effet  cette  expression  dans  l'équation  (28)  et  égalant  à  zéro 
les  coefficients  de  a*  et  a",  on  trouve 

—  3Ai(A  -H  /i'po)  +  2711"  =  o,  SA'i/i'p^;—  27rf  :=o, 

d'où 

'  ili'  10  h 

C'est  par  cette  voie  que  M.  Roche  est  arrivé  à  son  hypothèse  qui  se  traduit 
finalement  par  la  formule  (29). 

120.  11  y  a  lieu  de  déterminer  les  coefficients  de  compressibilité  qui  résulte- 
raient des  deux  hypothèses  précédentes. 

Plaçons-nous  à  la  surface;  soit  [x  le  coefficient  de  compressibilité;  un  accrois- 
sement de  pression  dp  =  t;j  produira  l'accroissement  (xp,  de  densité.  Dans  la 
formule  (26),  on  peut  donc  faire 

dp  r=zm,  dp=z^pi,  0  =:  pi, 

ce  qui  donne 
(3i) 


pi^(Pi) 


Soient  H  la  hauteur  du  baromètre,  exprimée  en  prenant  pour  unité  le  rayon 
terrestre,  D  la  densité  du  mercure.  On  a 


m  = 

HD^-, 

S  — 

m. 

d'où 

m 

4 
^  3 

TTfHDA, 

et  la 

formule 

(3,) 

devient 

ainsi 

(32) 

F- 

47rfHDA 

Dans  l'hypothèse  de  Laplace,  on  a 

4>(p,)  =  /«pi-=-^pi; 

il  en  résulte 

rn^H  J)A 

^~     3      pï  ' 
On  a,  d'ailleurs, 

p,  :r:2,74;  A=:5,56;         D:=i3,6; 

m— 2,47;         H  =  -— -f ; 

6070000 
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on  trouve  ainsi 

1^1  =  0,0000024. 

Dans  l'hypothèse  de  M.  Roche,  on  a 
OU  bien,  à  cause  des  relations  (3o), 

En  portant  cette  valeur  dans  la  formule  (32),  il  vient 
(33)  IX 


5/1 H     DA 

1+  ?  Pi   P' 
2   po 


M.  Roche  a  adopté  dans  la  t'orniule  (29),  comme  nous  l'avons  déjà  dit, 

/•,—   0,764,  po=:lO,IO,  d'où  p,=:'2,38. 

La  relation  (33)  donne  ensuite  [x  =  0,000004^,  c'est-à-dire  à  peu  près  le 
double  de  la  valeur  fournie  par  l'hypothèse  de  Laplace.  On  ne  connaît  pas,  bien 
entendu,  le  coefficient  de  compressibilité  de  la  lave  fondue;  nous  nous  borne- 
rons à  rappeler  que  celui  du  mercure  est  0,0000029,  et  celui  de  l'eau  o,oooo5o. 

121.  Théorème  de  Saigey  (').  —  Si  nous  faisons  abstraction,  et  de  la  force 
centrifuge,  et  de  l'aplatissement  des  couches  de  même  densité,  la  pesanteur  g 
en  un  point  de  l'intérieur  de  la  masse  située  à  la  distance  a  du  centre  aura  pour 
expression,  d'après  le  n°  119, 

(34)  g^  '^-TT   I     pa^-da. 

Cherchons  comment  varie  ^  quand  on  fait  décroître  a  de  i  jusqu'à  o,  et  dé- 
signons par  ^,  et  ^0  les  valeurs  correspondantes  de  ^.  On  a  évidemment  ^u=  o; 
c'est  d'ailleurs  ce  qu'il  est  facile  de  déduire  de  la  formule  précédente.  Si  la 
densité  p  était  constante,  on  aurait 


-3-pi«, 


(1)  Saigey,  dans  sa  Petite  Physique  du  globe,  t.  II,  p.  i85,a  mis  en- relief  le  Ihéorème  dont  il  s'agit, 
ol  nous  avons  cru  pouvoir  citer  son  nom,  surtout  pour  rappeler  son  petit  Ouvrage,  très  clair  et  assez 
peu  connu. 
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et  g  irait  constamment  en  diminuant  de  i  à  o.  Mais,  p  étant  supposé  variable 
dans  la  formule  (34),  le  facteur  ~,  croît;  l'autre  facteur  /    pa-da  décroît,  puisr 

qu'on   ne  prend  plus  qu'une  partie  des  éléments  tous  positifs  de  l'intégrale 

/•'  .  .        , 

/    pcr  da.  11  peut  donc  se  faire  que  g  passe  par  un  maximum.  On  trouve  imme- 

diatement 

d'où 

(35)  {•ig)=krjL^\x\ 


Si  donc  on  a 


da      ~^      V'       3 


g)^-_.4.f(po-|D„)^|.l>„>o, 


(36)  P'<1^' 

on  voit  que  \-j-)  et  [-f-)   sont  de  signes  contraires.  II  y  a  donc  certainement 

une  valeur  de  a  qui  annule—;  à  cette  valeur  de  a  correspond  un  maximum 
de  g.  Dans  le  cas  de  la  Terre,  l'inégalité  (36)  revient  à 

pi  < 3,71; 

elle  est  certainement  vérifiée.  Donc,  si  l'on  suppose  qu'on  pénètre  dans  l'inté- 
rieur de  la  Terre,  à  partir  de  la  surface,  en  suivant  un  rayon,  la  pesanteur  com- 
mencera par  augmenter;  elle  atteindra  un  maximum  et  décroîtra  ensuite  jusqu'au 
centre,  où  elle  sera  nulle. 

Pour  calculer  la  valeur  a'  de  a  qui  répond  au  maximum  g'  de  g,  il  faudrait 
connaître  exactement  la  loi  des  densités.  En  adoptant  celle  de  M.  Roche,  avec 
les  constantes  indiquées  plus  haut,  on  trouve,  par  la  formule  (34), 


^  =  47rfpo(^| 


5 


cette  expression  atteint  son  maximum  ^  =  -  i^fpo^'  pour 


a  =  a'  =  t  /  — ,-  ■=.  o ,  853  =  i  —  75—5 
V  9^1 


I 

678 


Ainsi,  la  pesanteur  augmente  à  partir  de  la  surface,  jusqu'à  une  profondeur 
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voisine  du  septième  du  rayon.   On  a  d'ailleurs 

et  il  en  résulte 

1=  I ,o5. 


g'  2         a' 

^^      "   ^    T  ^    k 


xVinsi,  la  pesanteur  n'augmente  que  de  la  vingtième  partie  environ  de  sa  valeur 
à  la  surface. 

Supposons  que  l'on  descende  au  fond  d'un  puits  de  mine,  à  une  profondeur  A 
estimée  en  fraction  du  rayon  terrestre.  La  formule  (35)  donnera,  en  faisant 
oa  =  —  h. 


On  a  d'ailleurs 


il  en  résulte 


ôé'.  =  47rr(|A-p,)//. 


^^.=zfM=.|7rfA; 


o  1 


2-3  g)  A. 


Supposons  qu'on  fasse  osciller  un  même  pendule  simple,  de  longueur  /,  à  l'ori- 
fice du  puits  et  au  fond,  et  que,  pendant  un  même  intervalle  de  temps,  il 
effectue  dans  les  deux  cas  des  nombres  d'oscillations  représentés  par  n^  et 
n,  -h  §/^^.  On  aura 

V  ^1  V  ^i+^^i 

d'où,  avec  une  précision  suffisante, 

(37)  ^^l^^/,_3pX^_ 

^  «1      2  ^1      V      2  a; 

Si  donc,  on  connaît  n^,  Bn^  et  h,  on  en  pourra  conclure  ^-  Or,  M.  Airy  a  fait 

cette  expérience  en  iSS/j,  dans  l'un  des  puits  de  la  mine  de  Harton,  dont  la  pro- 
fondeur était  de  385™.  Il  a  trouvé  qu'en  un  jour  solaire  moyen,  le  pendule  à 
secondes,  qui  faisait  86400  oscillations  à  l'orifice  du  puits,  en  effectuait  2,24  de 
plus  au  fond  pendant  le  même  temps.  On  a  donc 

/«jr=864oo,        (5ni  =  2,24,        /< — 


6871 000 
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La  formule  (37)  donne  alors 

^=0,381,  Pj=2,I2. 

Cette  valeur  parait  un  peu  faible. 

Des  expériences  faites  récemment  par  M.  R.  de  Sterneck,  en  Saxe  et  en  Bo- 
hême, confirment  l'augmentation  de  pesanteur  prévue  par  la  théorie,  mais  don- 
nent pour  p^  des  valeurs  plus  faibles  encore  que  celle  obtenue  par  M.  Airy  (voir 
Helmert,  Géodésie,  t.  II,  p.  499>  et  Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  234). 
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CHAPITRE  XVI. 

THÉORIE  DE  LA  FIGURE  DES  PLANÈTES,  FONDÉE  SUR  LES  DÉVELOPPEMENTS 
EN  SÉRIES  DE  FONCTIONS  SPHÉRIQUES.  -  POLYNOMES  DE  LEGENDRE. 


Les  bases  de  la  théorie  que  nous  avons  exposée  dans  les  Chapitres  précédents 

ont  été  posées  par  Clairaut  dans  son  admirable  Ouvrage  intitulé  :  Théorie  de  la 

figure  de  la  Terre.  On  peut  retrouver  les  mêmes  résultats  et  leur  donner  plus 

de  généralité  à  certains  égards,  en  suivant  une  voie  entièrement  différente,  qui 

repose  sur  les  travaux  de  Legendre  et  surtout  de  Laplace. 

122.  Considérons  le  potentiel  V  relatif  à  l'attraction  d'un  corps  sur  un  point  M 
ne  faisant  pas  partie  de  sa  masse,  et  dont  les  coordonnées  rectangulaires  seront 
représentées  par  x,  y,  z. 

V  sera  une  fonction  de  oo,  y,  -,  et  l'on  aura,  comme  on  l'a  vu  au  n"  4,  l'é- 
quation de  Laplace 
,  ,  .  ./     ^'-V       d^\       d^'Y 

Si,  au  lieu  des  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z-,  on  introduit  les  coordon- 
nées polaires  r,  6,  '|  par  les  formules 

(2)  .3;--/-cos6,         7  = '■  sin^sinJ;,        ^= /•  sin5cos(|', 

l'équation  (i)  se  transforme  (voir  le  n"  5,  p.  8)  en 

Cette  équation  aux  dérivées  partielles  a  lieu  quel  que  soit  le  corps  attirant, 
pourvu  que  le  point  attiré  ne  fasse  pas  partie  de  sa  masse.  11  convient  de  la 
transformer  en  posant 

(4)  COSÔr^p.. 
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V  devient  ainsi  une  fonction  de  r,  u.  et  '|.  On  a 
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dV  .    .âV 

-TT  =^  —  sin  y  -T— 
â9  diJ. 


sir 


dr  y'  dr)  "'     âr'   '' 
de  sorte  que  l'équation  (3)  devient 


équation  fondamentale  dans  la  théorie  que  nous  allons  exposer. 

Soient  0  (Jig.  20)  l'origine  des  coordonnées,  que  nous  supposerons  placée  à 


l'intérieur  du  corps  attirant  A,  xM'  un  élément  quelconque  d/n'  de  la  masse  de  ce 
corps,  ^'^y,  ^'  ses  coordonnées  rectangulaires,  /',  0',  \'  ses  coordonnées  po- 
laires, A  la  distance  MiM',  n  l'angle  MOM'.  Nous  aurons 


(5) 


_  rdm' 


l'intégration  s'étendant  à  toute  la  masse  du  corps  A;  d'ailleurs 


(6) 


A^ 


COScr  := 


r'-h  r 

a-x'  +  yj 


2/V   COSa, 

/ 


/•/• 


d'où,  par  les  formules  (2)  et  les  formules  analogues  en  ,r',  y,  z', 
(7)  cosc7  =  cos6icos9'  +  sinSsinô'cos('|  —  d^'). 

Si  l'on  pose  aussi 


(4') 


cos&'^pi.', 


T.  —  11. 
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on  pourra  écrire 


(8)  coso-==  ft|ut.'+ v/i  — /i-^V/"  ~  i^'^  cos(4' —  ^'). 

D'après  la  formule  (5),  nous  devons  nous  occuper  d'abord  du  développement 

de  -r' 

A 

123.  Développement  de  ^-   —    La  relation  (G)  donne,  en  désignant  par  E 
la  base  des  logarithmes  népériens, 

Nous  supposerons  que,  pour  toutes  les  positions  du  point  M'  à  l'intérieur  du 
corps  A,  on  ait  constamment 

Alors  les  deux  facteurs  (  ï -E*^*^"')     ,   (i  — — E"*^*^"')       peuvent  être  déve- 

/•' 
loppés  suivant  les  puissances  de  — ;  il  en  sera  de  même  de  leur  produit,  et  nous 

pourrons  écrire 

(9)  -l  =  7'+P.^+P=^+--=iP";^- 

0 

Nous  ferons  connaître  bientôt  l'expression  générale  de  P„.  Nous  nous  conten- 
terons pour  le  moment  d'une  induction  pour  prévoir  la  nature  de  cette  expres- 
sion. 

Pour  y  arriver,  il  vaut  mieux  partir  de  la  formule 


•'2\n     2 


I      I  r      /2/'  /'ni 

^  =  7['-(— COS.--JJ 

qui  nous  donne 

I         if         1  /2r'  r'2\         1.3/2/-'  r'^Y 

-r  =  -      ï  +  -      COS  <7 ]   -] 7     ces  (7  —   ^- 

A        /•  L        2  \  /•  /■-/        2.4  \  /•  r^  / 

1.3.5/2/-'  r'-'Y  1 

ou  bien,  en  effectuant  les  calculs, 

I         I        /•'  r'-'  /3        ,  i\        r"  /5        ,  3  \ 

-  =  -  -\ — ^  ces  a  -1-  — r     -  cos^  a -f — -     -  cos-*  a ces  c    + . 

A         /•         /-  /•"*    \2  2/  r'   \2  2 
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En  comparant  avec  le  développement  (9),  on  trouve 


2.11 


(10) 


o 

Po^rl,  Pi  =  COS(T,  P2=-C0S^a- 5 

2  2 

D  5  3  3 

2  2 


On  peut  prévoir  que  P„  sera  un  polynôme  entier  du  degré  n  en  cosa,  ne  conte- 
nant que  des  termes  de  même  parité  que  n. 

En  remplaçant  dans  les  formules  (lo)  cosa  par  son  expression  (7),  on  trouve 
sans  peine 

;  P,  z=.  cos9cos9'+  sin9sinÔ'cos('|  —  ^'), 

p,  rr./'-cos'^  —  -\  ("-cos^e'—  -\  •  |- 3 sin 9  cos 0 sln 9' COS 0' COS ((^  —  <]>' ) 

3 
+  -  sin^Ôsin^ô'  ces 2(4'  —  ^'), 


(II) 


1-  ces*  ô ces  5  )  (  -  ces*  9' cos  9' 

2  2  /    V  2  2 


+  '  ^i^  cos^^  -  1")  ('^  cos^ô'-  ^^  sin9  sin9'  cos(^|;  -  ^') 


i5 


+  y-  sin^  9  cos^  9  sin^  9'  cos-  9'  cos  2  ( '^  —  -y  ) 
+  I  sin^  9  sin^»  9'  cos 3  (  i];  —  ^|>'  ), 


P4  = 


On  donnera  plus  loin  la  loi  générale  des  expressions  (10)  et  (i  i);  mais,  dès  à 
présent,  on  peut  prévoir  que  l'expression  de  P„  envisagée  comme  fonction  de  6, 
'\,  6'  et  '\'  sera  de  la  forme 

P„—     F  (cos0)F  (cos9')  +  Fi(cos9)Fi(cos9')sin9sin9'cos(4/  — 4^') 
+-  FaCcosÔ)  F2(cos0')  sin-9  sin^9'  cos2(t];  —  ^') 
+  F3(cose)F3(cos0')sin^9sin»5'cos3(i];  — 4>') 


Nous  confirmerons  bientôt  cette  induction,  et  nous  donnerons  la  forme  géné- 
rale des  fonctions  F,  F,, Bornons-nous  pour  le  moment  à  constater  que  les 

fonctions  P„  sont  entièrement  définies  par  l'équation 


(i^) 


sj 


r^  +  /•' 


2/v'[cos9cos9'+  sin9sin0'cos((|i  —  -y)] 


yp  -^. 


Remplaçons,  dans  la  formule  (5),  -r  par  son  développement  (9)  et  dm'  par 
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p'r^^dr^sinb'd^'d'y,  où  p'  désigne  la  densité  du  corps  au  point  M',  et  nous  trou- 
verons 

(H)  V  = 1 ^-1 r+-'-=X  -irvr,  ' 

0 

en  posant 

( r 3 )  Y„  =r  f\\,  ,">  dm'---,  f  (  Cp'  \\,  r"'+^  dr'  sin 6'  dO'  d^ , 

OÙ  les  intégrations  s'étendent  à  toute  la  masse  du  corps.  Soit  R'  la  longueur 
interceptée  entre  l'origine  0  et  la  surface  du  corps  sur  le  rayon  vecteur  corres- 
pondant aux  angles  G'  et  '\i' \  r'  variera  de  o  à  R',  et,  puisque  nous  supposons 
que  le  point  0  est  intérieur  au  corps,  6'  variera  de  o  à  7t  et  'J;'  de  o  à  271;  p'  est 
d'ailleurs  une  fonction  connue  de  r' ,  0'  et  'Y .  On  pourra  donc  écrire 

(1 4)  Y„  —  r    r'"-^'-  dr'  f   sin  0'  dû'  f     0'  \\,  d^\' 

ou  bien,  en  introduisant  [x' —  cosO'  au  lieu  de  6', 

\      r"'^'dr'  dix'  ry\\,dY. 

l\  étant  un  polynôme  du  degré  n  en  cosa  sera,  d'après  l'expression  (8)  de  a, 
une  fonction  entière,  et  de  degré  //,  des  quantités 


]j./jl',     y/i  —  ^x'^  cos(}i  y/i  —  /J.'-cost|i'     et     \/i  —  fx-  siin]>  v^'  —  P-'^  sUn];'- 

Quand  on  substituera  dans  la  formule  (i4')  et  qu'on  efl'ecluera  les  intégra- 
tions, Y„  deviendra  un  polynôme  entier,  de  degré  n,  des  quantités 


IX,     \/i  —  IX-  cos^,     y/i  — /JL- sin^|>. 
124.  On  tire  de  l'expression  (B) 

0 

0 

dp.  '"  2d  /■"+!    dix  ' 
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et,  en  substituant  dans  l'équation  (A),  il  vient 

0 

Cette  équation  devant  subsister  quel  que  soit  r,  on  en  conclut 

^    '  àp.  \  diJ-   \        I  —  [J--    0']>- 

C'est  là  une  équation  importante,  aux  dérivées  partielles,  que  doit  vérifier  la 
fonction  Y„,  quelles  que  soient  la  nature  et  la  forme  du  corps  attirant;  Y„  n'en 
sera  pas,  bien  entendu,  la  solution  la  plus  générale,  puisque  c'est  une  fonction 
entière,  de  degré  /?,  des  quantités 


fjL,    V  I  —  ,u-  cos  'I    ot    \/i  —  jjL*  sin  '.|/. 

Si  le  corps  attirant  se  réduit  à  un  seul  point  M',  de  masse  i,  on  a,  par  défi- 
nition, 

0 

En  comparant  avec  la  formule  (B),  on  trouve 

I  „  —  t       *■  m 

et  il  en  résulte  que  la  fonction  P„  doit  vérifier  aussi  l'équation 

Supposons  enfin  que,  le  corps  se  réduisant  toujours  au  point  M  ,  ce  point 
se  trouve  sur  0.r;  on  a  alors  a-  =  0,  et  le  triangle  MOM'  donne 

A^=  r^--h  /•'-—  2  p /■/•'. 
On  pourra  donc  faire 

y I l        r^        r^  _  'y  _r^  ^ 

/-J— 7i —,  «    ~^    «2    "^     ,.3     ~^  •   • ^^      .,,  +  1   ^«' 

'  '  0 

La  fonction  X„  ne  dépendra  pas  de  >!>,  mais  seulement  de  u..  On  aura 

Y   —  /•'"  X 
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et,  en  substituant  dans  l'équation  (C)  et  remarquant  la  relation 


d^  -^' 


àXn 

il  viendra 

(,5)  ^  -l[(,-^')';|']  +  «(«  +  .)X,.  =  o. 

Les  fonctions  X^  sont  définies  par  la  formule 


x„. 


125.  Étude  des  fonctions  X„.   —   Remplaçons  [x  par  x,   qui  sera  compris 

entre  --  i  et  + 1  ;  posons 

r' 

—  =  a,         o  <  a  <C  I. 

Les  formules  (1 5)  et  (16)  deviendront 

«0 

(D)  '  ,^^^"X., 

VI  —  2aa?  H-  a*       -*" 

*  0 

(E)  ^|^(,„,..)!«^]  +  „(„  +  ,)X„  =  o. 

On  a  vu  (t.  I,  n°  191)  que  la  formule  (D)  conduit  à  cette  expression  de  X„  : 

(F)  X„  =  .'.  ■•^•V'^"-'^  [x»-  41^4  x-'  H-  n(n~.)(n-j»(n-_p  ^„_.  _       l 

^      ^  2.4...2/1  L  2(2«  —  1)  2.4(2«  —  l)(2/î  —  3)  J 

Les  polynômes  X^  sont  nommés  polynômes  de  Legendre.  Voici  les  premiers  : 

"Y"    "Y '^  ^  Y 


X. 


2  2 

35.37*^ — 3o.a7-+3  „        63.37^ — ']Ox^-^-\^.T 


23ia?^ — 3i5a;*+io5^^ — 5  „   429.3?''^ — 6930;^+ 3i5^' — 35^7     > 

126.  On  peut  trouver  facilement  une  autre  expression  de  X„,  en  écrivant 
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ainsi  la  formule  (D) 

0 

■Ad  2.Li...2p  MU  2.4-.  .27 

P  1 

En  égalant  les  coefficients  de  a"  dans  les  deux  membres,  on  voit  qu'il  faut 
prendre  q  ^^  n  —  p,  et  il  en  résulte 

X,  =  y    I.3...(2/^-l)    1.3...(2»-     2/>-l)  g(„_,^,e  v^  . 
^J  '2.[\.  .  .  lp  2  .  4  .  .  •  (,  2  «  —  2/»  ) 

P 

On  peut  grouper  les  termes  qui  correspondent  aux  valeurs  p  t\.n  —  p  ^t  l'in- 
dice, et  il  vient 

/  -,         1 . 3 .  .  .  (  2  /i  —  I )  ,        I    1 . 3 .  . .  ( 2  n  —  3 )  ,  .  . 

X„  — y^ 2  cos  «5-1 ^^ -'  2  cos  («  —  2)9 

\  2 . 4 ...  2  /i  2  2 . 4 .  • .  (  2  rt  —  2  ) 

(F')  '  H  V  y 

i  >    i.3i.3...(2//  —  5)  ,         ,,, 

-V  — 7  — 7 7 ^2C0S(/<  — 4    9  4-.... 

'  2  .  4   2  .  4  .  .  .  (  2  /i  —  4  ) 

Si  n  est  impair,  le  dernier  terme  répondra  à  la  valeur />  =  et  sera 

1 .3.    .(/*  —  2)        1 .3. .  .  «  ^ 

— -, r  — ; 7 2  COS  y. 

2  . 4 . . .  (  /i  —  I  )  2  . 4 . . .  (  /i  +  I  ) 

Si  n  est  pair,  le  dernier  terme  répondra  \{p  =  q  =  -,  et  il  sera  égal  à 

[■■^■v<"^>1'x.. 

L     2 . 4 . . .  /i    j 

Nous  rappelons  que  l'on  a  posé 

ju  z=  cos  0 . 

il  est  facile  de  déduire  de  la  formule  (F')  des  limites  entre  lesquelles  X„  se 
trouve  toujours  compris.  On  voit  en  effet  que  la  valeur  absolue  de  X„  est  au  plus 
égale  à  la  somme  des  coefficients  de  cosnO,  cos  (n  —  2)6,  . . . ,  c'est-à-dire  à  la 
valeur  X^^  que  prend  X„  quand  on  y  fait  0  --  o,  et,  par  suite,  .r  =  -h  r .  Or  la  for- 
mule (D)  donne,  dans  ce  cas, 

'     ■  -^=ya«x;; 
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on  a,  d'ailleurs, 


—  =  y  a' 


11  en  résulte  donc  X)^=  -t-  i.  Ainsi,  la  valeur  absolue  de  X„  est  toujours  au 
plus  égale  à  l'unité,  et  X,^  reste  toujours  compris  entre  —  i  et  h-  i. 

127.  Relation  entre  trois  polynômes  consécutifs.  —  En  différentiant  par 
rapport  à  a  l'équation  (D),  on  trouve 

(^r  —  oc)  {i  —  2aa'H-a-)    ^  =  \^  «a""' X„  , 

0 

ce  qui  peut  s'écrire  aussi 

(  cT  —  a  )  y^  a"  X„  -=:  (  I  —  2  a  a-  +  OC-  )  ^  /<  oc"'"  '  X„  . 

0  0 

Cette  équation  doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  o 
et  I . 

On  peut  égaler  les  coefïicients  de  a"  dans  les  deux  membres,  ce  qui  donne 

.Z--X,,—  X„-,  =  (/<  -t-i)X„+,  -  2/iJ7X„4-(/<  —  i)X„_, 
ou  bien 

((»)  {n  +  i)X„+i—  (2«-+-  i).^^-X„-i-  «X„_i  =--o. 

Si  l'on  dillérentie  maintenant  l'équation  (D)  par  rapport  à  a;,  on  trouve 


3C{1  —  2  3C  .f  -t-  3£"  j      ■  ---     T     a- 
0 

ou  bien 


3C  (i  —  2  3C.f  -1-  a-  )       ---  2^  a"  -— 


a  >   a"  A„  =  (  I  —  2  a  j:^'  +  a-  )   X  a    -y 

0  0 

En  égalant  dans  les  deux  membres  les  coet'ticients  de  a"'^\  il  vient 

Cette  formule  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

128.  Propriétés  relatives  à  des  intégrales  définies.  —  Considérons  l'in- 
tégrale définie 

(17)  u=/       ~- , 
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OÙ  ce  et  ^  sont  des  constantes  positives,   toutes  les  deux  plus  petites  que 
l'unité. 

Il  est  aisé  d'obtenir  la  valeur  de  U.  En  effet,  l'intégrale  indéfinie  est 

V/a[3 
On  en  conclut 

u  v'^p  =  log  C+°')vg+Ji±Mg  =  ,0g  (s/|:tv^Ki±v® , 


I  I 


U  =  ■-=  lo 


V'afâ 


Or,  :;  étant  compris  entre  o  et  r,  on  a,  en  série  convergente, 

I   ,        i-\-z  (  z-        z* 

en  remplaçant  z  par  yal^,  quantité  comprise  entre  o  et  i,  il  en  résulte 

(■8)  u=,r.^f +  (^?^+...-,M)i+...i. 

^  L  3  o  2/1  4-  I  J 

On  peut  obtenir. une  autre  expression  de  U  comme  il  suit  : 
On  a,  en  séries  convergentes. 


d'où 


X 

21  «"X„; 


in  =■  x   II . 


V  »  "^  "^nj  =  0/1=0 

En  multipliantpar  <^£r,  intégrant  dea;=  — ià^=H-i,  et  ayant  égard  à  (17) 
et  (18),  il  vient 


/M:=r  00     /7  -=  « 


»i  =  0     n  =  0 


»i  =  0     n  =  0 
//j  =  «   n  =: 


2«  +  I 

7«  =  0     «  —  o  "  n  ^:  0 

T.  -  II.  33 
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Cette  équation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a  et  p,  on  peut  égaler  dans 
les  deux  membres  les  coefficients  de  cl^^J  ;  on  en  conclut 

(K)  /       X,„X„«?^  =  o, 

si  //2  et  /i  sont  inégaux,  et 


j\.'^t  ClOC  ~ — 


111  -\-\ 


L'équation  (K)  est  évidente  lorsque  m  et  n  sont  de  parité  différente  ;  car,  si,  par 
exemple,  m  est  pair  et  n  impair,  quand  on  change  x  en  —  x,  X,„  reste  le  même 
et  X,j  change  de  signe  ;  le  produit  X,„Xrt  conserve  donc  la  même  valeur  absolue, 

mais  change  de  signe;  donc  les  éléments  de  l'intégrale  /  X/„X„<^a:^,  qui  répon- 
dent à  des  valeurs  de  x  égales  et  de  signes  contraires,  sont  eux-mêmes  égaux  et 
de  signes  contraires,  et  l'intégrale  est  nulle.  L'équation  (K)  cesse  d'être  évi- 
dente lorsque  met  n  sont  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  deux  impairs. 

129.  Expression  de  X„  par  une  intégrale  définie.  —  Considérons  l'inté- 
grale définie 

j .  r — ^__, 

J^    A  — Bv— icosw 

dans  laquelle  A  et  B  sont  des  constantes  réelles,  A  étant  positive. 
On  peut  écrire 

, .    /'  doi  r        cosctidoi 


^cos^w 


En  groupant  les  valeurs  des  éléments  différentiels  qui  répondent  aux  valeurs 
(o  et  tt:  —  o),  on  voit  que  l'on  a 


'^0 


cosw  d(x) 


o. 


A^+B^cos^o) 

d(x)  C  '  d(ti 


I     A^+B^cos^co-^/ 


A^+  B-cos^(o 


2,..' 


on  a  donc 


J=:2A 


d(j) 


A2^-B2cos2 


(x) 
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Si  l'on  pose 

tangw 


on  trouve 


"V  "Â— ■' 


Si  donc  A  est  positif,  on  aura 


J 


Si  A  était  négatif,  il  faudrait  prendre 


J  =  -        ^ 


V/A^  +  B^ 
On  aura  donc,  dans  le  cas  considéré  de  A  >•  o, 

Jg    A  —  B  v'^^  ces  (o  ^  v/A"  -h  B2  ' 
Si  l'on  pose  dans  cette  équation 


A  =ri  ^ — OCiV,  B=:av' 


X  —  a;'-. 


OÙ  a  est  compris  entre  o  et  4- 1,  x  entre  — i  et  +  i,  A  et  B  seront  deux  quan- 
tités réelles,  et  A  sera  positif. 
Il  en  résulte 

(■9)  --=-- -  =  l    T 


y/i  —  "Kxx  -h  a^      ,  / y     1  —  a  (a;  +  y^ —  *  V^'  —  ^^  cos  w) 
Le  module  de  a  (a?  -h  y' — i  v^i — ^^p^cosoj)  est 


il  est  donc  inférieur  à  a  et,  à  plus  forte  raison,  inférieur  à  i.  On  aura  donc, 
en  série  convergente, 

^= =r- :=  2^  °'-"  (^  +  V'""  '  V'  "■  ^^  COSùj)", 
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et  l'équation  (19)  donnera 


V^ 


En  remplaçant  le  premier  membre  par  r^.^^^^\^,  et  égalant  dans  les  deux 

0 
membres  les  coefficients  de  a",  il  vient 


(M) 


X„=-  /     (^+ v'— I  v/i  —  .j?2  cosoj)"^w. 
''•i/o 


modX„<-   /     I  mod(,37  +  v/— 1  v^i  — ^*coso))|"(ia) 
ou  bien 


On  déduit  de  cette  expression  de  X„  le  tbéorème  suivant  : 

Pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  —  i  et  -^  \ ,  les  limites  —  i  et  -^  \  étant 
exceptées,  X„  tend  vers  zéro  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

On  déduit  en  effet  de  l'équation  (M) 

X„<  -   /     [mod(,37  +  v/— 1  \/i  — ^*coso))|", 

I  r"^  "- 

niodX„<  -    /     [i— (r  — ^■2)si„2ç,3j2^^^ 
Soit  £  une  petite  quantité  positive  ;  on  aura 

On  peut  écrire 

[i  —  (1  —  u?^)  siri^wj^fl^o)  <  /     d(ji<it, 

0  «^0 

j         [i ._  (i  _  jc^-)  ^mH^Yd(^  <  I         [i  —  (i  -  ^-)  sin2£]2^co<  (7r-2e)[i  -(i  -^:2)  sin^sjS, 
/         [i  —  (i  —  jp^)  sin'^wj^f/co  <  /      d(t)<:s. 
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II  viendra  donc 

n 

(20)  modX„< h- [1  — (i  — ■r2)sin2£l-; 

£  ayant  une  valeur  déterminée,  comme  i  —  x"^  est  positif  et  différent  de  zéro, 

n 

lorsque  n  tend  vers  l'infini  l'expression  [i  —  (i  —  a;-)  sin^£]^  tend  vers  zéro. 
On  voit  qu'en  donnant  à  £  des  valeurs  déterminées,  de  plus  en  plus  petites,  et 
faisant  tendre  chaque  fois  n  vers  l'infini,  on  pourra  rendre  le  second  membre  de 
l'inégalité  (20)  aussi  petit  que  l'on  voudra;  il  est  donc  prouvé  que  le  module 

de  X„,  c'est-à-dire  la  valeur  absolue  de  X„,  tend  vers  zéro  avec-;  il  y  a  excep- 
tion pour  iT  -—  d=  I ,  cas  dans  lequel  la  valeur  absolue  de  X„  est  égale  à  1 . 

130.  Intégrale  importante.  —  On  a,  pour  a  positif  et  inférieur  à  i, 

>  »  0  • 

Posons 


OÙ  k  est  réel  et  ^  compris  entre  o  et  i  ;  il  viendra 


X- 


On  en  conclut,  en  multipliant  par ^  et  intégrant  dea7  =  —  ià^  =  +  i, 


{i^k^x')  '- 


dx 

3       / 


^  y        ^Vi  +  >t'-x^     i  +  k-'x^- 
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Calculons  l'intégrale  H;  faisons 


^=y,       a  ou       £c  =: 


y/i   I-  k'^.r^       '  y/i  —  k^y^ 

— .^  —  dy,         I  +  k-cc^-  = 


{i-^kKT''y-  ^     ^'-^" 


Il  viendra 


rfr 


L'équation 


I- 2(3/ -t- (3^(1 -A-y)  =  o 


a  ses  deux  racines  réelles  et  de  signes  contraires;  en  désignant  ces  deux  racines 
par  y'  et  — y\  on  a 


(^^)  y'=  '- j^^ '      y  = j^- 

On  trouve  ensuite 

r^^'^""  dr  r'^' 

vT+"P 

en  posant 


V  7-7 


langÇ'=V/- — '^. ,         tangC  —  1/  "      , = 

V  7Vi  +  ^'+ï  V  jV'  +  '^-'-i 

On  peut  écrire 


(23)  A-|3H=--arctangi/'^-^^=^= arctangi/^^ 


+  A-''  —  I 


Il  convient  de  poser 

(2/i)  Â  =  tang9,         T==^==^  ~^^"o9''         o<9<-,         o<9'<-, 

y  I  +  A'^*  2  2 

d'où 

lang^'  =  |3  sin  9  <  (3  lang9  <  tang9, 

9'<9. 
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On  trouve  aisément  que  les  formules  (22)  deviennent 


I  —  COSOCOSO  „         I  +  COSOCOSO 

y'= , '-. — ,  — coscp,         Y  =■ -• -; — ^.-^coso. 

•^  sin9Sin9  ^  sin<psin<p 


On  en  conclut 


//  / zï  ,           i  +  cos(9  — <p') 

y"\J  i  -H  A--  4-  I  = r 7 — r—  j 

•^    *  sincp  sinç 

,,  / ,-  I  -f-  cos  (  9  +  9'  ) 

•^  81095109' 

,  / 7-  I  — cos(o-h9') 

"^  811195109' 

r ^  I  —  cos(9  —9') 

-'    *  510951119 


et  la  formule  (23)  devient 


I  , -„                          /n-cos(©— 9')                          /l  H- cos(9 -h  9') 
-Xr^H^arctaogi/ y V  —  arclaogi/ y- V 

1    ^        ,  '^  V    I  —  cos(9  —  9')  °v    1  —  005(94-9') 

(-K       o  — o'\        /-       o-j-9'\ 

d'où 

et,  en  remplaçant  cp'  par  sa  valeur  (24), 

2  A-S 

H  =  ^-ô  arc  taog  — _=^—  • 

"^     ^  étant  inférieur  à  3,  est  plus  petit  que  i  ;  on  aura  donc,  en  série  conver- 
\li-\-k-  ^  r         r  n 

gente, 

H    -^'yAZL'^- ^-^-fi^/' 

"  —      ^  2  «  -t-  I  ?^Lti  1^     ■ 

/'-o.  (14- A:^)   2 


La  formule  (21)  donnera  ensuite 

y" s-  r  -  - ''^~-,  -^  /y  ^-^ ^^ 8'". 

„  =  o      y.   .       (i4-A'2^M   *  ;.=o     ^  (14-Â'-)    2 
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Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  ^,  on  aura,  en  égalant  dans  les 
deux  membres  les  coefficients  d'une  môme  puissance  de  (3, 


^       '  '  2«H-3  V         ^)      2  n  H-  I  an  +  l 

.2^2)      2  (l-f-A-^)      2 


y_,     (14- /r 
La  première  de  ces  formules  est  évidente. 


131.  Expression  remarquable  de  X,,.  —   Considérons  l'équation 


(25)  V  =^x  -v-  a.— 


dans  laquelle  nous  supposons  a  et  j?  réels, 

o<a<i,  —  I  •<  jr  <  I  ; 

cette  équation  résolue  par  rapport  à  v  donne  les  deux  racines 


1  — i/i  —  -iax ->r  a}  ,       I -4- v/i  —  2a,-r-+-a2 

(26)  v= 5  v'—  " 

^      '  et.  a 

Le  radical  \j i  -   iy.x  -h  a^  est  dévelop[)able  en  série  convergente  suivant  les 
puissances  de  a;  on  aura  une  expression  de  cette  forme 

\J  i  —  •lot.x  -h  a^  =  I  —  01.JC  —  Cl  a-  —  C2a^—  .  .  .  . 

On  en  conclut 

p  =  ic  +  Cl  a  +  C.2  a-  -1- ... , 

v'=^  -  —  X  —  Cl  a  —  (],  a-  —  .... 
a 

La  racine  v  est  donc  développable  en  série  convergente  suivant  les  puissances 
positives  de  a,  et  elle  se  réduit  à  x  pour  a  —  o;  (^'  devient  infinie  pour  a  —  o. 
Or  l'équation  (25)  rentre  dans  le  type  considéré  par  Lagrange 

(27)  v=zx-^af{v), 
en  prenant 

On  sait  que  la  racine  v  de  l'équation  (25),  qui  est  développable  en  série 


THÉORIR    DE    LA    FIGURE    DES    PLANÈTES.  26: 

convergente  suivant  les  puissances  positives  de  a,  a  pour  expression 

v  —  x-\--f{x)^ ■      ■'J'         -r  .  .  .  H .•^„    ;     '  H-  .  .  .  . 

I  ■  I .  î       dœ  i  .1.  .  .  n        dx"-^ 

On  aura  donc,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur  (2C))  et  /(r)  par 


2 


I  —  ^i  —  2a^-f-a-  (XX-  —  I         a-        \      2 


, ,  x^  —  I 
d 


i .  2  dx 


d"-'  '  ""' 


i .2 . .  .  n  dx"" ' 

On  en  conclut,  en  différentiant  par  rapport  à  .r. 


V^i  —  2(xx  -h  a- 

> 


a  2  a-         \       2 

I  + 


I        dx  1 . 2  rf^^ 


+ 


-    ,  x^—  I 
d" 


.  .  n  dx" 

et  il  en  résulte,  d'après  la  définition  même  de  X„, 

d"{x^-—i)" 


(0)  x„ 


2".  i  .2 .  .  .  n  dx" 


Telle  est  l'expression  importante  que  nous  voulions  obtenir. 

On  en  conclut  que  l'équation  X„  =  o,  qui  est  du  degré  n,  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  comprises  entre  —  i  et  +  i . 

On  le  voit  aisément  en  appliquant  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

{x^'~-l)"=:0. 

Cette  équation,  qui  est  du  degré  2/2,  a  toutes  ses  racines  réelles  :  n  sont  égales 
à  +  I ,  n  égales  à  —  1  ;  les  équations  qu'on  en  déduit,  en  prenant  les  dérivées 
successives,  auront  toutes  leurs  racines  réelles  et  comprises  entre  —  i  ot  4-  1  : 
il  en  sera  ainsi,  en  particulier,  de  l'équation 

d"(x-—i)" 

— ^-7- — —^  =z  o 
dx" 

ou  de  l'équation 

X„  =  o. 
ï.  -  II.  3/. 
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Nous  allons  déduire  de  l'expression  (0)  de  X„  une  formule  qui  nous  sera  très 


utile.  Calculons      .""^' -J-^;  nous  trouverons 

d.T  dx 


«X„+i       «\„_i 


<^'/+2(^2_  iy»+i 


af«  (^2  _,)«-! 


dx 


dx  2'»+'.i.2.  .  .(«  4-i)  t/a;«+2  2"--'.  1.2.  .  .(/*-  i)  dx"' 


d" 


+>.i  .2.  .  .(«  +  i)  <^.r" 
2«  +  j        d"{x^—  0" 


^2(.;c-— 0"+'        , 


of^* 


\n{n~\-  I )  ( .r' 


2_,).-iJ 


2"  .  I  .  2.  .  .  /«  dx'^ 

Or  cette  dernière  expression  est  égale,  d'après  (0),  à  (?.  «  -+-  i)X„;  on  a  donc 


(P) 


(2/î  +  l)X,,-= 


"X/;-(-l  "-^-/f  — 1 


fl^J7 


rfx 


En  donnant  à  w,  dans  cette  équation,  les  valeurs  r,  2,  3,..  ,  /<  — i,  ^,  ajou- 


tant,  et  remplaçant -T-'  par  i,  on  trouve 


(0) 


I  +  3Xi+  5X2  +  .  .  .  +  (2/i  +  i)  X„ 


«X„.j.i        d\.„ 


dx  dx 

Les  formules  (P)  et  (Q)  sont  celles  que  nous  voulions  obtenir. 
132.  Autre  propriété  importante.    -   Considérons  l'intégrale 

(.8)  *(')=£'(.-..')-^^^J=rf., 

dans  laquelle  m,  n,  r  sont  trois  nombres  entiers  positifs;  nous  allons  cbercher 
la  valeur  de  cette  intégrale. 
On  a  l'équation 


^[0-^)^ 


«  (  /«  +  I  )  X„  =:-  o  ; 


on  en  déduit,  en  différentiant  /  —  i  fois. 


^'•+'X„ 


d'-X„ 


^'  -  ^'")  -d^^:^^  -~  ^'"-^-tt:;:/  +  (''  -  ''  +  ')  ('^  +  /■) 


flf^' 


dx'--^ 


o. 


ce  qui  peut  s'écrire,  en  multipliant  par  (i  —  cc-y-* , 


d>--'X„ 
dx'-^ 
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On  a,  en  intégrant  par  parties, 
ce  qui  peut  s'écrire,  en  tenant  compte  de  (29), 

I  (1  —  a;^)'  — ; ; a J7 

J  ^  '     dx'-      dœ'' 

^  '     dx'-^      dx'-         ^  '^  /J  ^  '         dx'-^      dx'-^ 

En  prenant  les  intégrales  entre  les  limites  —  j  et  +  i,  et  ayant  égard  à  la  défini- 
tion (28)  de  $(r),  il  vient 

o    (/•)   =(«_/•-+- 1)(,^  +  ,-)    a>(/-— 1); 

on  aura  de  même 

<!>(/•  — ij  =  (/<  -/•+ 2)  (//  +  /■  — i)  <!>(/•  — 2), 


>      O     (i)       =  n{n-\-\y  *l»(o). 

On  en  conclut,  en  multipliant  membre  à  membre  toutes  ces  égalités, 

(ï>(/-j  =z{ii  _/•  +  i)  (/<-_/•  + 2)  ...  (//  +  r)*^{o). 

Or 

=:  1        X,,,  X/,  dx. 


$(0)=:J 


Cette  intéfijrale  est  nulle,  si  m  et  /i  sont  inésjaux,  et  ésfale  à  — - —  pour  m  =  n. 
De  là  le  tbéorème  suivant  : 

,     ^  '     dx'       dx' 

si  m  et  n  sont  inégaux,  et 

(S)       /    (»  -  ^'Y  (-S^)'^^-  =  ^TTiTT  (''  -  /•  +  0  ('*  -  /•  ^  2)  .  .  .  {n  +  /•)• 

Ces  équations  (R)  et  (S)  sont,  comme  on  voit,  une  généralisatioo  des  for- 
mules (K)  et  (L)  du  n»  128. 
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CHAPITRE  XVII. 

FORME  GÉNÉRALE  ET  PROPRIÉTÉS  DES  FONCTIONS  Y,,. 


133.  Forme  générale  des  fonctions  Y,,.   —  Nous  avons  vu  que  Y,^  est  une 
fonction  entière,  du  degré  n,  des  quantités 

ou  bien  de 

[t.,     y/i  — /ji^E-^^V^,     v^i  — /JL^E-"^»/-'. 

Son  expression  sera  donc  de  la  forme 

j  Y„  =  U(»)  +  U(»)  v^i"^^  cos^];  4- . . .  +  U(')  {^T^^y  cosi^  + . . .  +  U(«)  (vT^^^fj^)"  cos«^ 
(  +  T(i)  \/T^'ï^'  sin  d;  H-  . .  .  +  T(')  (v^T^^)'  sin  it];  +  .  .  .  +  T""  (y/i  —  /ji-)"  ^'^  "'^' 

où  les  quantités 

U'o),     U(»),     ...,     U('\     ...,     U(«), 

'P(I)  _  _   _  J(2)  _    _  ^        ^(,0 

sont  des  polynômes  entiers  en  \x  dont  il  faut  chercher  les  expressions  géné- 
rales. 

Or  la  fonction  Y„  doit  vérifier,  quels  que  soient  \k  et  ^,  l'équation  (C),  p.  253, 

Si  l'on  y  substitue  l'expression  (i)  et  qu'on  égale  à  zéro  le  coefficient  de  cosr|, 
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on  trouve  aisément 


(2) 


< 


On  aurait  obtenu  la  même  équation,  sauf  le  changement  de  U^'' en  T''^  si  l'on 
avait  annulé  le  coefficient  de  sinr]/  au  lieu  de  celui  de  cosrl».  Un  calcul  facile 
donne  ensuite 

En  substituant  dans  (2^,  supprimant  le  facteur(i  -    u,-)^  et  réduisant,  il  vient 

(3)  ^'~  ^'^~dIJ:' ^^^'^'^^~dir  +(«-0(«-+-^+  i)U(')=:o. 

Cette  équation  va  nous  servir  à  déterminer  U^'\  Posons,  en  effet,  en  désignant 
par/?  le  degré  de  ce  polynôme, 

/' 

(4)  •-  [JiO^-^iyj^J. 

0 

substituons  dans  (3)  et  égalons  à  zéro  le  coefficient  de  [x^,  nous  trouverons 

(y  +  i)  U  -+-  2)  Dy^2  +  [«2—  p-^n  —  i—T'-^j  —  2y(i'  +  i)]  Dy  =  o 
OU,  plus  simplement, 

(0)  (y  +  0  (y  +  2)  Dy+2-f   («  —  f  — y)  (/i  +  «•+/+  i)  D^  :=  O. 

Donnons  ày  les  valeurs/?  et/?  —  i  et  remarquons  que  D^^^  et  D^^,  sont  nuls  par 
hypothèse.  La  relation  récurrente  (5)  nous  donnera 

Il  — i  —  pzziO,  D/,_i=:0. 

Ainsi  le  degré  de  U"  est  n  —  i.  Ce  polynôme  ne  contient  que  des  termes  de 
même  parité  que  n  —  i;  car  la  relation  (5)  donne  D^_3  =  03  cause  de  D^^,  =  o; 
on  aura  de  même  D^_5  =  0, La  même  relation  (5)  permet  de  calculer  D^^. 
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D^_/,,  ...  en  fonction  de  D^,  et  l'on  trouve  sans  peine 


'^  \J  2  (  2  /i  —  I  )  ' 

+  (^^  —  0(n  — ?•  — ])  (/i  —  i—  Q.){n-^  i—'i)    „_,_4  _       1 

2./i(2/i  —  l)(2/i  —  3)  ^  ''J 


OU  bien, 

/i  ( /i  —  y)  {n  — i)(n  —  3 ) ,  , ,  ,  ^ ,  .      ., ,         .  ,  "1 

-^-M(.»-.)(^-''-3r<"-^)<"-^'---"'-'-^>'^— ■;]' 

en  posant 

D;j  =r:  «  (  /<  —  I  )  (  /<  —  2  )  ...  (  //  —  i  +  I  )  A  /. 

Cela  peut  s'écrire  évidemment 

mi)  -  A  —  L"     "'^''-'"i  .«-2  ,  /K«_-o_(_'L:::il(^^_3_)       _     i 

~      'dll-^l^  2(2«  — l)^  2.4(2/i  — l)(2/i  —  3)       ^  ■••J* 

La  quantité  mise  entre  crochets  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  polynôme  de 
Legendre,  dans  lequel  on  a  remplacé  ^  par  \k.  SoitoiL^  ce  polynôme.  Nous  au- 
rons donc 

H')  =  — ;-^  X  consl.,  1^')= — r-^  X  consl. 

Si  l'on  représente  ces  deux  constantes  par 

Ci-'"cosf^|;i"',         Ci-"' si  ni  (]>;•"', 
on  aura 

UC)  cosf^]>  -I-  ï(')  sinii]>  =  CS"'  ^^^^cos/(<]>  -  'j/i-'"). 

Au  lieu  de  0^'\  nous  mettrons  -C^,"',  et  la  formule  (i)  deviendra  finalement 


Y«=  -CS,'"orc„+  C<"V'  -  ^'  -^- cos('|  -<^'«')  +•  •  • 
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On  a  d'ailleurs 


j       _        I         rf« 


(III) 


^  2".  I  .2.  .  .  /l    <^p.'' 

,.       Yo       Y,    ,  Y„ 


On  a  ainsi  résolu  d'une  manière  générale  le  problème  qui  consistait  dans  le 
développement  du  potentiel  V  suivant  les  puissances  de  -;  on  voit  que  les  poly- 
nômes de  Legendre  constituent  les  éléments  mêmes  de  ce  développement.  On 
remarquera  que  l'expression  (I)  de  Y„  contient  2/1  +  1  constantes  arbitraires 

CJ"',  C'"', 0''\  '1'/",  . . . ,  'y,"\  qui  prendront  des  valeurs  différentes  pour  les 

divers  corps  dont  V  désigne  le  potentiel. 

134.  Expression  générale  des  fonctions  P«.  —  D'après  les  n"M23  et  124, 
P„  est  un  cas  particulier  de  Y„.  La  formule  (1)  donnera  donc 

D'autre  part,  F,,  est  une  fonction  entièrement  déterminée,  puisqu'on  l'obtient 
en  faisant  dans  le-polynôme  X,,  de  Legendre 

(-)  a:  =  jjL/ji'-h  y/i  —  p-'V'  —  ^-'^  COS(d>  —  'Y). 

Il  s'agit  donc  de  déterminer  les  2/?  +  i  constantes  qui  figurent  dans  la  for- 
mule (6).  On  peut  écrire 

d'où 

(8)      cos/('^  -  4>i"')  =  cosi{^  -  4^')  cost(4^'—  '^i'")  —  sin«"(^  —  ^')  sin /((];'—  (|1"'). 

D'après  la  forme  (7)  de  ^r,  P„  ne  doit  contenir  que  les  cosinus  des  multiples  de 
']>  —  ^';  le  coefficient  de  sin?('|  —  I)  doit  donc  être  nul,  et,  d'après  (8),  cela 
entraine 

4.'- 4.;."  =0,       4>^.'"  z.-- -y. 


L'expression  (6)  de  P„  devient  donc 


I^,  =  ^^/;';m,,  +  2cr(^A-/x^y^cos/(-^-y). 
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Il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  les  n  +  r  constantes  CJ,"' G^^"';  elles 

sont  des  fonctions  de  [x'.  Or  l'expression  (7)  de  x  montre  que  P„  doit  être  une 
fonction  symétrique  de  [j.  et  de  jj.';  si  donc  on  désigne  par  D]l'„  ce  que  devient 
:^\i„  quand  on  y  remplace  [j.  par  pt.',  on  aura 

ci.-  =  Gi-«'(v/r--^y^, 

GJ"'  étant  maintenant  une  constante  absolue  indépendante  de  [).' .  Il  vient  ainsi 

i  =  Il 

(9)  P. - 1 G-'oii„-m;,  +  2  G^."'  Wr^i^-y  (v/T^V^)'■  "'^^  ^ cos^(^ - a>'). 

Pour  déterminer  les  constantes  G''"\  nous  ferons,  dans  la  formule  précédente, 

ix'—ix,  ']^  —  'Y  =  l. 

Soit  Rn  ce  que  devient  alors  P„  ;  nous  aurons 

D'après  (7),  R„  s'obtiendra  en  remplaçant  x  dans  X„  par 

jUL^  +  (  I  —  ]U.^  )  cos>.. 

On  pourra  donc  dire,  en  se  rappelant  l'origine  du  polynôme  de  Legendre,  que  R,; 
sera  défini  par  la  formule 

V^i  —  2a[fji2+(i— >=')cosA]-+-a2       ^ 

Multiplions  les  deux  membres  de  l'équation  (10)  par  f/[i.,  intégrons  entre  les 
limites  —  i  et  4-  i  et  reportons-nous  aux  formules  du  n**  132,  qui  deviennent, 
avec  les  notations  actuelles, 

J_l  2  /«  +  I 

et  nous  obtiendrons 

(12)  i!L±l  f    R,,^^  =.  L G';"  .+-  y  («  _  i  +  x)  . . .  {n  -t-  0  Gl"'  cos^-}., 
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de  sorte  que  la  détermination  des  constantes  G^"'  revient  au  développement  de 
I      Rrtû?[J^  suivant  les  cosinus  des  multiples  de  X.  Or  on  tire  de  (f  i) 

J-t    yi  — 2acosX  +  a- — 2a(i  —  cosX)  ]J(.^       -^^      J-i 
L'intégration  du  premier  membre  s'effectue  immédiatement,  et  il  vient 

i/2a(i  — cosX)  V    I  — 2acosA4-a-       ^^      J_ 

ou  bien 

/ ; TT —  11  =  X      2h  + 1       „  +  1 

^  arc  sin  i  /    ^«('-^0^^)      _  V  ^^^  T      r    ^,, 


sj'2{l  —  cosX) 


V    1  — aacos). +  a^       ^  J_j       "    ' 


En  prenant  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  trouve,  après 
réduction, 

I  I  4-  a  v'  -2  /i  +  I     ^7-   / 

J^  I  — 2acos>. +  «■"'       ^       2  J_  ' 

''     -  n  =  0 

ce  qui  prouve  que 

est  égal  au  coefficient  de  a"  dans  le  développement  de  l'expression 

I  +  (X 


I  —  2acosX  +  ot} 
suivant  les  puissances  de  a.  Or  on  a 


I 

=:    I 


I  — 2acosX+a"^        I  —  aE^v^-'        i  —  ocE-^  v^-* 

=  I  H-  2acosA  +  201}  COS2X  +  . .  .  ; 
par  conséquent, 

I  +  a  1  +  2  a  cosX  +  2  a^  cos  2  >.  4- . . . 

1  —  2acosX  +  a-  i  ~  ce 

=  N   a"(i  +  2  cos).  +  2  COS2X  +  ...+  2  cos /«/.), 
0 

d'où  l'on  conclut  que 

(i3)  — /      R„<i|j(.  =  1  -h  2  cos).  +  2COS2X +...4- 2  cos«X. 

ï.  -  II.  35 
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La  comparaison  des  formules  (12)  et  (i3)  donne  immédiatement 


[n  —  i-\-])  .  .  .  {n-h  i) 

après  quoi  l'expression  (9)  de  P;^  devient 

(IV)    i p.  =  i .m.3ii;.+  y     <'-'-'>^<'-'-"^,  ^:  '^ cos,-(^ -  +'). 

^      ^      2     "■       2       "    ."      jhJ{n—i'i-i)...{n-{-i)     dix'       dix"  ^^       ^^ 

'=1 

C'est  la  formule  cherchée. 

135.  Démonstration  de  Jacobi  pour  l'expression  des  fonctions  P«.  — 

Cette  démonstration  est  très  remarquable  en  ce  qu'elle  permet  d'arriver  immé- 
diatement au  développement  des  fonctions  P,,,  sans  passer  par  les  propriétés  des 
fonctions  X„,  propriétés  qu'elle  met  du  reste,  la  plupart,  en  évidence. 
Elle  repose  sur  la  considération  de  l'intégrale 


dt, 


A  +  B  v/— I  cosÇ  4-  C  v^—  1  sinC 


dans  laquelle  A,  B,  C  désignent  des  quantités  réelles,  indépendantes  de  '(. 

Posons,  en  désignant  par  N  une  quantité  positive  et  par  '(„  un  arc  compris 
entre  o  et  iiz. 


B=-NcosÇ„,       C  =  -NsinÇo,        d'où        ^  =  -^s/W+C', 
et  nous  aurons 

•^-^J,     A-Nv/-icos(Ç-:o) 
ou,  plus  simplement, 

en  se  reportant  à  la  formule 

I    r^  d(xi  __  I 

T^J,    A  —  B'  v/^=^  cos  co  ~  "^  v^A'^^+  B'2  ' 

démontrée  au  n"  129,  on  trouve  que,  si  A  est  positif,  on  aura 

1  _  I        I 
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si  A  était  négatif,  on  devrait  prendre 


et  l'on  trouverait 


V/A-  +  B^  +  C^ 
Nous  supposerons  A  positif,  et  nous  aurons  ainsi  cette  formule  importante 

(i4)      ^r =-^ = =. ' 

''^'^Jo     A-^  B\ -I  cGsr  +  Cy/— isinÇ       y/A^+B^-hC^ 
Nous  prenons  comme  définition  des  fonctions  X„  l'équation 

^- —  y  a"  X,,, 

'  0 

dans  laquelle  a  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  par  définition,  la  fonc- 
tion P„  est  ce  que  devient  X„  quand  on  y  remplace  x  par 
> 

cos9cosô'-4- sin9sin9'cos('^  —  d;'), 
où  l'on  a 

o<9<7r,         o<5'<7r, 

et  où  l'on  peut  supposer  aussi 

nous  pourrons  donc  prendre  comme  définition  des  fonctions  P„  l'équation 

(i5)        - —  '  ^ya"P„. 

V^  ~~  2a[cos9cos9'+ sin9sin9'cos(J^  — ^j;')]  +  «^ 

Le  premier  membre  de  cette  équation  ne  change  pas  quand  on  change  G  et  (K 
en  Tc  —  0  et  ~  —  0'  ;  on  peut  donc  admettre  que  l'un  au  moins  des  deux  angles  0 

et  6'  est  compris  entre  o  et  -;  nous  supposerons  que  l'on  n'ait  pas  en  même 
temps  6  =  -  et  0'  =  -•  Nous  aurons  donc,  par  exemple, 

COS0'>O. 

Posons 

A  =  ces  0'  —  <x  cos  9, 

B  =  sin6'  cos^y —  a  sinO  cosiL, 
C  =:  sin  B'  sind/'  —  a  sin  5  sin  'h ; 
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d'après  l'hypothèse  faite  sur  6',  on  pourra  prendre  a  assez  petit  pour  que  l'on  ait 

A  >  o; 
alors  la  formule  (i4)  donnera 


y/i  —  2a[cos9cos6'H-  sinôsinô' cos(4^  —  ^')]  -+-  a^ 


Jo      cos9'-+-  y/—  I  sinô'cosC^;'—  C)  —  3c  [cos5  +  y^—  i  sin0cos(d/  —  C)J 
En  comparant  cette  équation  à  (i5),  il  vient 

^         "       271  .;„      cos0'+/^sin0'cos(f  ~Ç)  — a[cose  +  v/^^sinecos((];  — 0]' 
On  peut  écrire 

(.6)  ii^"»'«^^X""^^' 

_  I  r  cos9  +  y/— I  sin0cos(4^  — Ç)  1^' 

'^  ~'cosô'+v/^^sin6'cos(^J;'— 0  ['      ^  cos0'+ y/^  sin9' cos(^|;'— Ç)J 

Le  module  de 

cos  Q  +  v/—  I  sin  9  cos  (  d»  —  Ç  ) 

a  ■ ^!^ ^ 

cos  0' +  v/— I  sin  Ô' cos  ((];'— Ç  ) 
est 


V/cos^'ô  +  sin^Ô  cos«(d;  —  Ç)               \/ 1  —  sin^ 9 sin^dj  —  ^) 
(X  '  =z  a.  — ^^ 


il  est  inférieur  à  - — â,',  on  pourra  donc  prendre  a  assez  petit  pour  que  ce  module 

soit  inférieur  à  l'unité. 

L'expression  (17)  de  H  pourra  donc  être  développée  comme  il  suit  en  série 
convergente  suivant  les  puissances  de  a  : 

„ -^    „     I  cosô  +  y/— I  sin9cos(4^  •— Ç)J" 

~^^"    |cose'+v'^sin0'cos(4;'-^C)|"''*' 

En  portant  dans  (i6\  il  vient 

y  a« p  -  -L  y  ^.  r'"  [cos0  +  v/=r^sin0cos(^-c)i»  ^^, 

^         "       2  TT  ^     J„      j  cos 0'  +  y/—  I  sin  6'  cos  ( i];'  —  oJ"^'    "  ' 
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on  en  conclut 

p   ^_i_   r-""    [cos0-f-v/— I  singcos(-^  — C)]"     ^^^ 
"       27rJ„      [cos9'+v/-'' sin6'cos(d>'-Oj"^'    " 

Remarque.  —  Lorsque  0'=  o,  l'équation  (i5)  montre  que  l'on  a 

P    —  X 

la  variable  x  étant  égale  à  cosô;  la  formule  (  i8)  donne  alors 


(19) 


^•■^■^  

X„  =  —  /      f  cos 0  +  v^-  '  sin 9  cos ( J;  —  K)]"  d% 
2TrJo 


OU  bien,  en  remplaçant  cos6  par  x,  sin 6  par  y/i  —  ^r-,  '(  —  ];  par  to, 

0 

c'est  la  formule  (M)  du  n"  129. 

En  supposant  6  =  0,  l'équation  (i5)  montre  que  l'on  a 
> 

P   —X' 
la  variable  x  étant  égale  à  cosO';  la  formule  (18)  donne 

dK 


{20)  ^'"^---h-f 


[cos0'+ s/^=nsin9'cos(4;'— Ç)J"^* 
ou  bien,  en  remplaçant  cosO'  par  x  e\X  —  'Y  par  co, 

^  _  j_  r^" ^fw . 

27^Jq        (^  _|_y_  I  y/l  _  ^2  COSûj)"'^'' 

c'est  là  une  expression  nouvelle  pour  la  fonction  X„. 
Revenons  à  la  formule  (18)  et  posons 

(   [cos^H- y/—  I  sinô  cos('J>  —  %)\"  =  U,,  +  2  y/— 1  U^,  cos(<j'  —  ^)  —  2L",',  cos2(J;  —  t) 

(21)        "  

(  —  2  v/— I  U„cos3('|  — C) +. . . , 

(  [cos6'+  v^^^  sin  0'cos ((];'—  Ç)]-'«+"  ^zr  V„  +  is/^^i  Y„  cos(<];'-  C)  -  2  V;  cos2('y-  Ç) 
(22) 

(  —  2^,/—  I  \  „cos3(d^'— Ç) -t-.  .  .; 

U„,  U),.  . . .  seront  des  fonctions  de  Q; 
V«,  V„,  . . .  seront  des  fonctions  de  0'. 
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On  tire  de  (21)  et  (22) 

v=^r. =^^ ^, 

"'       2  7rJ„      [cose'4-s/-isin9'cos(4;'-Ç)|"^' 
d'où,  en  ayant  égard  à  (19)  et  (20), 

(23)  U„  =  X,„  V„=:\;. 

Substituons  dans  (18)  les  développements  (21)  et  (22),  et  remarquons  que 


on  a 

.27t 


2' 


cosp{^  —  K)  cos/?'(<ii'—  Ç)  <iÇ  —  o 

si  /j  et/?'  sont  inégaux,  et  =  -cos,p('\)  —  ']/')  si  p  --p'\  nous  trouverons 

(.4)  P„=:U„V„-2U:Xcos(-];-'y)  +  2U;v;cos2(^--|')-o.u:v::cos3(^-.y)  +  .... 

Les  fonctions  U„  et  V„  sont  déjà  connues;  il  nous  reste  à  trouver  U^,,  U'^,,  . . . , 
V    V" 

Détermination  de  U)^,  U,,,  ....  —  Ces  fonctions  sont  entièrement  définies  par 
l'équation  (21),  que  l'on  peut  écrire 

(25)  (cos9-t-  v/— I  sin9cos>.)"=rU„-l-2v/— I  U),cos?i  — 2U',', cosa^  — ay/  — i  U',"cos3>.+ 

Posons 

(26)  cos9  =  ix,        ^^^s\aO¥^^'  =  z, 

d'où 

(.7)  -  ¥M^  =  —^- 

V—  I  sin& 

11  est  facile  de  calculer  cosO  +  y/—  i  sinOcosX;  on  a,  en  effet, 

COS0  4-  \/—  I  sinO  COS >,"=:::  cos  5  + •  sin  9 (E^  >''-»-+- fi-^v^^  ) 

s/—  I    .    /-V        s  v/—  I  sin  9 

—  ••    '  sin6  '  '    ^ 


^  \s/ —  I  sin  5 

f  /         iJ.^  —  I 
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d'où 

COSÔ  +  J —  I  sin0cosX  =  -^- — 

L'équation  (23)  donnera  donc 

OU  bien 

(28)   -  ^'  ""     "^    "^sinô^       "^sin^ô^       ^sin'ô"       ^••■ 

(  —  Ij;,  sin  5  ^"-'  +  U;  sin-  5  ^"-2  —  U'^  sin^  9  g"-^  +  .  . .  ; 

on  a  remplacé  cos^X  par 

On  a  là  le  développement  du  premier  membre  suivant  les  puissances  de  z,  car 
U,,,  -^A>  •  •  •  sont  des  fonctions  de  a  seul. 


sin9 
Posons 


A,)='-^^.^. 


nous  aurons,  par  la  série  de  Taylor, 


n 


En  comparant  cette  expression  à  (28)  et  égalant  de  part  et  d'autre  les  coefti- 
cients  de  z",  z"-^\  ... ,  il  viendra 

_  f^">ijx)_      - i_ d"{ii^—i)" 

"       1 . 2 ...  «  2".i.2...n  d^j.'^ 

U'„   __     /<'*+' H /^) [ d"+^{[x}—\Y 

sin^       1 .2. .  .(/n- 1)  ~  2".  1 .2. . .(«  H- i)         d^x.'^^^ 

u;  _   /^"+-)(.^) I  d"+^{ii^-i)" 

sin^ô"  1 .2.  . .(«  +  2)  ~  2".  1 .2.  .  .(/i  H- 2)         c//ji."+2 


28o 
d'où 

(3o) 
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U„   -:  X„  = 


flf«(/JL2—  l)" 


j".  1 .2  ...  /i  d[i"^ 


Ul 


(3i) 


U(t)-__ 


(  1  —  M  )  ^  =~ 

(  «  +  I  )  (  «  +  2  ) . . .  (  /i  +  i  )  ^        "^  '     dii' 


La  formule  (3o)  donne  l'expression  remarquable  de  X„,  que  nous  avions 
obtenue  (p.  265)  en  partant  de  la  série  de  Lagrange. 

La  formule  (3i)  fait  connaître  l'expression  générale  de  U',''. 

Remarque.   —   En  comparant  dans  (28)  et  (29)  les  coefficients  de  s"  ',  on 
trouve 


(— O'sin'ÔU*;' 


/(«-'•)  (ju) 


d''-' {[1?  —  i)" 


i  .2.  .  .{n  —  i)        2".  1 . 2 .  .  .  ( /i,  —  i)  d^t."^'' 


On  a  trouvé  ci-dessus 


d'^+'di^  —  i)" 


sur 


2".  1.2.  .  .  (/i4- f)  dix"+'        ' 

il  en  résulte  cette  identité  remarquable 

cC^+i^^i  —  i  )«  _    (^n  —  i'^i){n  —  i+:i)  .  .  .  (n  +  i)  d"-'{[i^ 


dit.'' 


(F^-')' 


dix"-' 


Détermination  de  V)^,  V"^,  ....  —  Ces  fonctions  sont  entièrement  définies  par 
l'équation  (22),  que  l'on  peut  écrire 


(32) 


(cosÔ'-t-\/-i  sinÔ'cosÀ')'"'^" 

=  v„+2v^^v;,cosX'— 2v;cos2X'~  2v/=l  v;;cos3X' 


Si  l'on  pose,  comme  précédemment, 

cosô'  =  |jl',  i 


.  ,  _  d'où       E>-V^:= 

sl—i&h-iQ'¥>^-^=-.z\]  ^— isin( 


on  en  déduira 


ces  ô'  H-  y/ —  I  sin  6'  ces  X 


,_{ii'  +  z'y 
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et  l'équation  (32)  deviendra 


OU  bien 


V'" 


(33) 

(  -4;'-»-2V'„sinô'+^'-«-3V;sin2ô'— -'-»-*V';;sin'Ô'+.... 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  une  fonction  de  [l'  +  z\  les  déri- 
vées d'ordre  i  du  second  membre,  prises  par  rapport  à  ;;'  ou  à  tx',  doivent  être 
identiques,  et  les  coefficients  d'une  même  puissance  de  z'  dans  les  expressions 
des  deux  dérivées  doivent  être  égaux. 

Considérons,  dans  le  second  membre  de  (33),  les  deux  termes 

vc') 

sm'9 

> 

leurs  dérivées  1»^™*%  par  rapport  à  (x'  et  :;',  sont  respectivement 

dix''  ^  ^^  '        ^  '  sm'6' 

En  égalant  ces  deux  parties,  qui  sont  les  seules  à  contenir  la  même  puis- 
sance z'-"~\  il  vient 

Or  on  a  vu  que  V,j  =  X^^;  on  aura  donc 


(  /i  —  f  -H  I  )  (  «  —  «  -h  2  )  ...  /i  "^  d\i! 


(34)  n'-...        .,    ,w„    V;— TM-\^'-r-    ..,n 


La  formule  (24),  qui  peut  s'écrire 

p„ .=.  x„ x;.  +  2  2  (  -  0'  u^i'  v<i'  cosiX^'  -  J>' ^ 
/— I 

donnera,  en  remplaçant  UJ,"  et  V|)'  par  leurs  valeurs  (3 1)  et  (34), 

(35)    P„r:=X„X'„  +  2y -. \ ^ ,^(,_^î)î(,_^'2)î^   ^COSn^-f  ). 

C'est  la  formule  cherchée. 

T.  —  II.  36 
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Remarque.  —  La  démonstration  serait  en  défaut  si  l'on  avait  0  =  G'=  -';  mais, 

dans  ce  cas,  P„  est  ce  que  devient  X,j  quand  on  y  remplace  x  par  cos('|  —  4^'  ). 
On  vérifiera  aisément  qu'en  faisant  dans  la  formule  (35) 

la  valeur  de  P„  qui  en  résulte  coïncide  avec  l'expression  (F)  de  X,j  (p.  2j5). 
La  formule  (35)  est  donc  démontrée  dans  tous  les  cas. 

136.  Propriétés  générales  des  fonctions  Y,,.  —  7'AeoreV/2e;  Soient  Y„  et  Z,„ 
les  fonctions  générales  déterminées  par  la  formule  (1),  page  270;  on  aura,  si  m 
et  n  sont  inégaux. 


Il  ^21T 


(V)  f     d^f    Y„Z„ûf^  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,7r  X.  2  71 

(V)  /     aine  dO  \„Z,„d^  —  o, 

et  cela,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  2w  -1-2/14-2  constantes  arbitraires 
contenues  dans  Y„  et  Z,„. 

On  a,  en  effet,  d'après  (1  ),  en  désignant  les  constantes  par  C|'",  '|J"',  E^"',  gt'/"', 


(36)  Y„::=Jc;;"oii„  +  2Q"'(v'i-f^^)'^-  cosii^-d^r), 


)--m 


(37 )  Z„ .:z  i Ero\1„,+  2  ^"' (V^  -  Ï^'Y  ^^  cosy( ^  -  ^f  ' )  • 


;:^l 


Le  terme  général  du  produit  Yn'^m  sera 

Ci."'  Ey«)  (v/r^70'"'  ^1"  ^^'  cos.-(^  -  ^1"')  cosyX^  ---  <"'), 

en  ayant  soin  toutefois  de  multiplier  ce  terme  par  j  lorsque  l'un  des  indices* 
ouy  est  nul  et  par  ~  quand  ces  indices  sont  nuls  tous  les  deux. 
Le  terme  général  de 

f+l  o27C 

d^J.  Y„Z,nd^ 

-   1  «^0 
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sera  donc 


(38)  cr^rl  f^\i^-i^') 


i+j  d'  Dïb„  dJ  D\L, 


d^i 


n 


4^i"')cos./(d;-nT 


y"')^l 


Or  on  a,  si  «  ety  sont  différents, 

/       cos  i{  4^  —  '11-'"  )  cosy  ( 'h  -  nry"'  )  rf-i  =  o  ; 

•    0 

lorsque  /"  ^=^j, 

f    cos  i{  <j/  —  '11"'  )  cos  «  ( '-P  —  gt;.""  )  r/il>  =  -  cos  /(  'J^l»'  —  gt'/"'  )  ; 

enfin,  lorsque  i  =7  —  o, 

f27t 
cosiC]^  —  4-1"')  cosi('|  ^  roi"")  J'}  --  27:. 


Il  en  résulte  donc  que,  dans  le  terme  général  (^38),  on  peut  supposer  i=-j;  il 
vient  ainsi 


t  />27C 


{3g)  J^^d^  f''\„Z„,d^^^r.^CrW'^cosi{^r-^r)f     ('-f^')''^' ^^'^/^' 

où  l'indice  i  doit  recevoir  les  valeurs  entières  o,  1,2,  ...,  jusqu'au  plus  petit 
des  nombres  m  et  n,  et  où  l'on  doit  prendre,  au  lieu  de  C'"'  E„"",  -  C"^E'"'\  Or  on 
a  démontré  au  n**  132  que,  si  m  et  n  sont  inégaux,  on  a 

I       (  I  —  P-  )  — ^—- 7-^-  du.  =  o. 

J_^  '  da'         d^j.'       ^ 

Donc,  dans  ces  conditions,  l'équation  (39)  donne  la  formule  (V)  qu'il  fallait 
démontrer. 

Supposons  maintenant  m  —  n,  et  calculons  l'intégrale 

dix         Y„Z„d^. 
La  formule  (39  )  donne,  pour  m  =  n, 

+  2  <^^'"'  ^'■"'  cos.-( J'i'"  -  <"')/     (•  -  rY  (^^) '^y- 
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OU,  d'après  la  formule  (S)  du  n"  182, 


(4o) 


ii  —  n 
\  2   ^^ 

Nous  allons  supposer,  comme  cas  particulier,  Z^  =  P„  et  calculer  l'intégrale 

dix         Y„P„rf^. 
D'après  la  formule  (iV),  page  274,  on  a 


2  (s/i"::^^^'' '       di^;. 


{n  —  <■  H-  1)  ...  («  -t-  f  )     <if]:Ji'' 

En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (4o),  elle  devient 


+1       ^27: 


Or,  en  comparant  le  second  membre  de  cette  équation  à  celui  de  la  formule  (36), 
on  voit  qu'il  n'en  diffère  que  par  le  changement  de  [x  en  \t!  et  de  -}  en  'Y.  Si  donc 
nous  désignons  par  Y^,  ce  que  devient  Y,,  à  la  suite  de  ce  changement,  nous 
aurons 


+  t  ^27t 


(40  ^n^-f     d^xf  Y„P„d^^Y,. 

On  en  déduit,  en  changeant  p.  et  t);  en  jj.'  et  '|'  et  remarquant  que  P„  ne  change 
pas, 

(VI)  Y„=  -~-  f  ''  r\'„P„  dix'd^' 

ou  encore 

(VF)  Y„=:  ^±-  r"  /"'\p„sin0'^0'^^'. 

'^  «-0       "-0 

Cette  formule  remarquable  jouera  bientôt  un  rôle  important. 
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137.  Développement  d'une  fonction  quelconque  de  deux  angles  0  et  'l 
en  une  série  de  fonctions  Y„.  —  On  démontre  qu'une  fonction  quelconque 
de  deux  angles  0  et  '^,  donnée  arbitrairement  entre  les  limites  o  et  tt  de  0, 
o  et  211  de  '-1^,  et  assujettie  à  la  seule  condition  de  ne  pas  devenir  infinie  entre  ces 
limites,  peut  toujours  être  développée  en  une  série  convergente  comme  il  suit: 

(42)  AO,  ^)  ^  Yo+  Y,  -  Y,+  . .  .  -H  Y„+ . . . , 

où  Y„  désigne  la  fonction  de  Laplace  étudiée  précédemment,  les  'in  -h  i  con- 
stantes qu'elle  renferme  devant  être  déterminées  convenablement. 

Admettons,  pour  un  moment,  la  possibilité  du  développement;  en  multi- 
pliant les  deux  membres  de  l'équation  (42)  par  P^sinO^Of/'j»  et  intégrant  entre 
les  limites  o  et  71  pour  6,  o  et  2r.  pour  '^,  nous  trouverons 

'      /      P„f{e,'h)smOdOd'l>=       /      /      l\,\\&\ndd6d'i-]-... 

,r,  0         «^0  «^0         «^0 

(4^) 


-h  f    f    P„Y„s\neded^ 
Or  on  a  démontré  plus  baut  que  l'on  a 


P„  Y,„  si  n  5  d6  d^  i~o, 


ff 


si  m  est  différent  de  n,  et 

r  r\„Y„sin9d9d^^~j''--Y:r, 
l'équation  (4^)  donnera  donc 

on  en  conclut,  en  cbangeant  0  et  ^  en  0'  et  •^',  et  réciproquement, 

(44)  Yn=~^^  r  r^p,,/{e',^')sme'de'd^'. 

On  voit  donc  que,  en  admettant  la  possibilité  du  développement  (42),  les  diverses 

fonctions  Y„  ont  des  valeurs  déterminées,  lesquelles  dépendent  de  la  nature  de 
la  fonction /(O,  'j»). 
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On  en  conclut  que,  si  le  développement  est  possible,  il  ne  l'est  que  d'une 
manière. 

Avec  la  valeur  (44)  de  Y„,  l'équation  (42)  s'écrira 

Pour  démontrer  la  possibilité  du  développement,  nous  chercberons  la  somme 
de  la  série 

"  "  *  Il        'r 

nous  la  limiterons  d'abord  à  ses  m  +  i  premiers  termes,  en  posant 
(4^>)  S.«  =  y  -/---  r    f     P./(^',  -y)  sin9'^9'«r^'. 

/I  r-O 

Nous  chercherons  la  valeur  de  S,„  et  nous  montrerons  que,  m  croissant  indéfi- 
niment, S,„  tend  vers/(0,  '|);  la  formule  (45)  sera  donc  démontrée,  et  il  en  sera 
de  même  de  la  formule  (42),  les  Y„  étant  déterminés  d'une  manière  générale 
par  l'équation  (44)- 

Méthode  de  M.  Darboux  (').  Figurons  sur  la  sphère  de  rayon  i  les  points  M 
et  M'  ayant  pour  coordonnées  0  et  '\i,  0'  et  ?J/';  soit  A  le  point  où  cette  sphère 
est  percée  par  l'axe  Ox.  Dans  le  système  de  coordonnées  0'  et  'Y,  l'élément  de 
surface  de  la  sphère  a  pour  expression 

d'y'-^^mO'  d^i'  d^. 

Joignons  les  points  A,  M,  M'  par  des  arcs  de  grands  cercles  et  posons  MM'  =  y; 
le  triante  AMM'  nous  donnera 

cosy  :=-  ces 6*  cos6''-t-  sin  6*  sinô'  cos((|'  —  'h'); 


(•)  C'est  à  Laplace  que  l'on  doit  cette  importante  proposition,  que  toute  fonction  de  deux  variables 
peut  ôtre  développée  en  une  série  convergente  de  fonctions  Y„  ;  mais  sa  démonstration  manquait  de 
rigueur.  Celle  de  Poisson  {Journal  de  l'École  Polytechnique^  XIX*  Cahier)  est  incomplète  en  ce  sens 
qu'elle  suppose  des  conditions  qui  peuvent  ne  pas  ôtre  satisfaites.  Lejeune-Dirichlet  a  publié  dans  le 
tome  XVII  du  Journal  de  Crelle  la  première  démonstration  entièrement  rigoureuse  du  théorème  de 
Laplace.  Depuis,  plusieurs  géomètres  sont  arrivés  au  même  but,  plus  simplement  que  Dirichlet,  notam- 
ment M.  0.  Bonnet  {Journal  de  Liouville ,  t.  XVII)  et  M.  G.  Darboux,  dont  nous  reproduisons 
l'analvsc. 
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P„  est  ce  que  devient  X«  quand  on  y  remplace  x  par  cosy,  et  l'on  peut  écrire 

P„=  P„(cos-/); 

d'autre  part,  la  fonction /(  0',  -j/'  )  a  une  valeur  déterminée  pour  ciiaque  point  M' 
de  la  sphère;  on  peut  la  représenter  par  FiM'j.  L'équation  (  4<J  )  P<3ut  donc 
s'écrire 

(  4 7  )  S,„  =  2  '^"  '  /  F  (  M  '  j  P„  (  cos  y  )  ch'  ; 

n      0 

elle  est  ainsi  indépendante  de  tout  système  de  coordonnées,  et  les  intégrations 
doivent  s'étendre  à  toute  la  surface  de  la  sphère. 

Prenons  maintenant  de  nouvelles  coordonnées,  cp  et  y,  y  ayant  le  sens  fixé 
plus  haut  et  o  désignant  l'angle  AMM';  y  restera  compris  entre  o  etû,  et  o  entre 
o  et  2  k.  Ce  seront  de  nouvelles  coordonnées  polaires  du  point  31'  analogues  à 
0'  et  y-,  seulement  le  pôle  A  sera  remplacé  par  le  pôle  M.  On  aura 

dff'  =--  siny  dy  dc^, 

et  l'équation  (47)  deviendra 

"  -  -  '"  _  .,  _ 

(48)  ^,n=  y  ^'\1^^  /     F„(cosy)siny^/-/  /     /,(-/, 9)^9. 

Il  --  0 

Il  convient  de  poser 

'     /.(.y,  9)^?; 
il  viendra 

n^iii 

Coo)  ^"'~2""^/     ^(y)  P«(cosy)siny<iy. 


«:  -0 


Il  est  aisé  d'avoir  une  représentation  de  la  fonction  $(y);  divisons  en  effet 
l'intervalle  de  o  à  2-  en  i  parties  égales;  soient  9,,  ^o,  ...,  9/_i,  2-  les  va- 
leurs de  o;  on  aura 


<i»(y; 


r    ./'i  (  y»  ?i  ^  ^/i  ( y,  Qj ^ -^  •  •  -  +  /*,  (y.  2 TT ) 


lorsque  le  nomhre  entier  ^  croit  indéfiniment.  Donc  $(7)  sera  la  valeur  moyenne 
de  la  fonction  /(y,  9)  sur  le  cercle  décrit  du  point  M  comme  pôle  avec  y  comme 
rayon. 

Effectuons  un  dernier  changement  de  variahles  en  posant  ct~cosy;  nous 


288  CHAPITRE    XVII. 

aurons 

P„(cosy)  :— X„,         sin y  dy  z=  —  da;. 

Soit  W{œ)  ce  que  devient  ^(y)  ;  la  formule  (5o)  donnera 

S„,  :=  y  ^- ^-    /       W[x)  X„  dx 
OU  bien 

(5i)  ^'"^2  [i -i^  3X1+5X2+...+ (2m +  i)X„,]»F(.r)^^. 

Or  on  a  trouvé,  dans  la  théorie  des  fonctions  X,^  (p.  266),  la  relation 

-      I  +  3X1  +  5X2+  . .  .  +  (2m  -4- 1)  X„,  =--  -^'"^'  +  ''^"' 


doj  dx  ' 

la  formule  (5i)  va  donc  pouvoir  s'écrire 

,5,)  •        S^^i/^V^^oC^^H-f^'O^/.. 

Si  nous  supposons  que  la  fonction  W(a;)  demeure  finie  et  continue  pour 
chaque  valeur  de  ce  comprise  entre  — 1  et  +  i,  on  pourra  intégrer  par  parties 
comme  il  suit  : 


(53) 
Or 


S„,r-:.[^»P-(..-)^'^-'""'^-^]      '-    ;j""'^-'(^)(X,„^.  +  X,,)./^-. 

Vouvxzzi^hi X,„  =  +i,     X,„.^,z=+j, 

Pour    X  r      -  I X,„  =:  -  X,„^,  =^  (-  l)'«, 


et  la  formule  (53)  devient 

(54)  S„,^^^(.)--  /      W'ix)[\„.^,-^X„)dx. 

^  -  -  1 

On  peut  écrire,  en  désignant  par  £  une  quantité  très  petite, 

f     W'{x){\„,^,-\-X,n)dx=:f        +C      ^f    . 

pour  une  valeur  donnée  de  £,  l'intégrale  /        tend  vers  zéro  quand  m  croit  in- 
définiment;  car  on  a  vu  {^.  260)  que,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre 
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—  I -f- £  et  1  —  c,  X,„  tend  vers  zéro  quand  m  croît  indéfiniment.  Quant  aux 
intégrales  /  et  /     ,  elles  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  £. 

L'équation  (54)  donnera  donc,  quand  on  fera  croître  m  indéfiniment, 

limS„,  =  W(i)=.0(o); 

$(o)  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction /,(o,  9)  sur  un  cercle  de  rayon  infi- 
niment petit  décrit  du  point  M  comme  pôle;  c'est  la  valeur  de/(6,  'j»)  au  point  M; 
donc  S,„  tend  vers/(0,  ■];)  lorsque  m  croît  indéfiniment. 

La  démonstration  précédente  s'appuie  sur  l'intégration  par  parties  et  n'est 
valable  que  sous  certaines  conditions.  Nous  allons  voir  comment  on  doit  la 
modifier  lorsque  la  fonction  ^^(a:)  =  $(Y),  qui  représente  la  moyenne  des  va- 
leurs dey(6,  '>p)  sur  des  cercles  décrits  du  point  ÎM  comme  pôle,  est  une  fonction 
continue  en  général,  mais  présentant  un  nombre  limité  de  discontinuités. 

Dans  cette  bypothèse,  la  fonction  U'*(ip)  deviendra  discontinue  pour  certaines 
valeurs  de  x  en  nombre  fini,  x^,  x.,,  . . . ,  Xp,  comprises  entre  —  i  et  -h  i  ;  mais, 
dans  l'intervallQ  de  ces  valeurs,  elle  demeurera  continue  et  aura  une  dérivée 
finie  en  général,  mais  qui  pourra  devenir  infinie  pour  un  certain  nombre  de 
valeurs  de  x. 

Alors,  dans  chacun  des  intervalles  de  x^  à  x^^^,  on  pourra  appliquer  l'inté- 
gration par  parties,  et  l'on  aura 

Cela  posé,  faisons  croître  m  indéfiniment;  la  partie  intégrée  de  S,„  se  réduit 
à  ^(i)î  ^^'''  pour  toutes  les  valeurs  a?,,  x.,,  . . . ,  Xpde  x,  X,„  et  X,„^.,  ont  pour 
limite  zéro  lorsque  ///  croît  indéfiniment;  la  limite  est  donc  la  même  que  s'il  n'y 
avait  pas  discontinuité.  Quant  aux  intégrales 


^  r  '"V'(^-)(x,„^i-i-x,„)^^, 


chacune  d'elles,  et  par  conséquent  leur  somme,  tend  vers  zéro;  cela  est  évident 
si  W'(x)  ne  devient  pas  infini  entre  les  limites  de  l'intégration. 

Si,  au  contraire,  W(x)  devient  infini  pour  a?  =  a,  on  pourra  isoler  de  l'inté- 
T.  -  IL  37 
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grale  précédente  la  partie 

J'X—t  ^CL 

^  Jrt-  f 


a  — £ 


X,„  étant  compris  entre  ±1,  les  deux  dernières  expressions  sont  plus  petites 
en  valeur  absolue  que 


/         W{x)dx=:W{oL  +  z)  —  W{oc), 
(        ^"{x)dx—'^{a)  —  W{0L  —  t'). 


On  pourra  donc  choisir  £  et  €  assez  petits  pour  que  ces  intégrales  soient,  quel 
que  soit  m,  plus  petites  qu'une  quantité  donnée,  et  l'on  pourra  ensuite  prendre 
m  assez  grand  pour  rendre  ce  qui  reste  de  l'intégrale 

/         W'(^)(X„,^,  +  X,„)^^ 

plus  petit  que  toute  quantité  donnée. 

La  démonstration  est  donc  ainsi  étendue  au  cas  considéré. 
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CHAPITRE  XVIII. 

ATTRACTION  DES  SPHÉROÏDES.  -  THÉORIE  DE  LAPLACE. 


138.  Attraction  d'un  sphéroïde  peu  différent  d'une  sphère.  —  Cherchons 
l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  extérieur. 

L'origine  0  étant  supposée  intérieijre  au  corps,  soient 

r,  G,  ']>  les  coordonnées  du  point  attiré  M  supposé  extérieur; 

r',  G',  'Y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M'  du  corps; 

p  la  densité  au  point  M'; 

dm'  l'élément  de  masse  au  même  point; 

V  le  potentiel  relatif  à  l'attraction  du  corps  sur  le  point  M. 

Nous  poserons  (voir  le  n°  123) 

(■)  v  =  M+"yZ^, 

V„  =  CVn  /•'"  dm' 

\„=  f  f  fp  P„  r"  ^2  sin  9'  dr'  dO'  d'i^' , 

f     &m6'de'         Pnd^'         pr'"+'-dr'- 

R'  désigne  la  portion  du  rayon  vecteur  r'  comprise  entre  le  point  0  et  la  surlace 
du  corps. 

Supposons  actuellement  le  corps  partagé  en  couches  d'égale  densité,  sépa- 
rées les  unes  des  autres  par  les  surfaces  de  niveau.  Si  le  sphéroïde  est  recou- 
vert d'un  liquide  en  équilibre,  la  pression  étant  supposée  la  même  sur  toute  la 
surface  extérieure,  cette  surface  extérieure  sera  elle-même  une  surface  de 
niveau. 


ou  bien 
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L'équation  générale  de  ces  couches  contiendra  un  paramètre  variable  a  et 
pourra  être  représentée  par  l'équation 

(3)  /•'=---:F(«,  r/,^;'). 

En  faisant  varier  a  depuis  zéro  jusqu'à  «, ,  on  aura  toutes  les  couches,  depuis  le 
point  0  jusqu'à  la  surface;  la  densité  sera  la  même  pour  tous  les  points  d'une 
même  couche;  elle  variera  d'une  couche  à  l'autre.  Ce  sera  donc  une  fonction 
de  a 

pour  «--«,,  on  aura  la  densité  à  la  surface.  On  voit  que  nous  admettons  que 
la  densité  est  la  même  en  tous  les  points  de  la  surface. 

r"' 

Dans  l'intégration  /  pr'"+^f/r',  0'  et  '\'  devront  être  considérés  comme  des 
constantes,  r  et  p  devront  être  remplacés  par  leurs  expressions  (3)  et  (4);  on 
aura  donc  une  intégrale  de  la  forme  /  f(a)da.  Pendant  l'intégration,  r'  ne 
varie  que  parce  que  a  varie;  on  a  donc 

dv' ■=.    —- da\ 
ôa 

il  en  résulte 

/      pr'"^^dr'=—^l      p-'^ da, 


et  la  formule  (2)  donnera 


da 

ôa 


OU  bien 


,11      ^211 


Supposons  que,  en  partant  de  l'équation  (3),  on  sache  trouver  le  développe- 
ment de  A-'"^'  en  une  série  de  fonctions  de  Laplace,  comme  il  suit 

(  6  )  /-'«-^^  =  y;'"'  +  Y',""  +  y;'«'  + . . . , 

où  les  quantités  Y)""  seront  des  fonctions  de  a,  0'  et  '|'  ;  on  aura 

(7)       f     f     P„r"'+'s\nd'dd'd']>'=  f    f     P,,[Y;'«'-HY;""HrY;""  +  ...]sinÔ'^ô'^4;'. 

«•'0      «-^0  '^^      «-^0 
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Or  on  a,  d'une  manière  générale. 


,71      ^27; 


si  i  est  différent  de /i,  et 

f    f     P„  \T '  si  n  5'  dS'  d^'  =  -A?—  Y<^"  ; 

Jo     J„  2  /<  +  I 

la  formule  (7)  donnera  donc 

f    f     P„  /•'«+'  sin  6'  dS'  d'J^'  =  -^^^^  Y^f , 
et  (5)  deviendra 

OÙ  YJj"'  est  maintenant  une  fonction  supposée  connue  de  a,  0  et  'vp,  et  p  =  9(^)î 
on  aura  ensuite,  pour  l'expression  du  potentiel, 

(q)  V  = [-  /ak  >    : r  /      p  -— ^  f/«. 

^^'  /•         *    ^  (i/i  4-1)  («  + ii)  /•"-' J^     '     c/a 

n  -  1 

Pour  appliquer  cette  formule,  il  faut  admettre  qu'on  sait  obtenir  les  dévelop- 
pements de  r"',  r'%  r",  ...  en  séries  de  fonctions  de  Laplace. 

139.  Pour  aller  plus  loin,  nous  supposerons  que  toutes  les  couches  de  même 
densité  soient  à  peu  près  spbériques;  on  pourra  écrire  alors 

(10)  /•'  =  a(i  H-  aw'), 

a  étant  un  coefticient  numérique  très  petit,  a  le  paramètre  variable  d'une 
couche  à  l'autre  et  u'  une  fonction  de  ô',  'Y  et  a.  Nous  admettrons  qu'on  puisse 
négliger  le  carré  de  a.  On  tire  de  (10) 

La  fonction  u'  des  deux  variables  Ô'  et  -j»'  peut  être  développée  en  une  série  de 
fonctions  de  Laplace,  et  l'on  aura 

u'  =  U'o  -+-  U'i  +  U2  H-  . . .  ; 
/•'=a(i  -4-  aU'o)  -j-«a(U',  +  U'jH-.  .  .); 
(t  1)  r"^+^=z  a«+3[i  +  {n  4-  3)  aU'o]  +  («  +  3 )  a'^+s a ( U',  +  U;  +  ...)+•••  • 
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On  en  conclut,  en  se  reportant  à  la  définition  (6)  de  Y^"", 

Y;'"'  =  a«^»[i  +  (/i  +  3)aUo], 


Y^«'  =(/z  +  3)a"+3  3jU„; 


après  quoi,  la  formule  (8)  donnera 

-X 


'      p  -^ — r aa, 

'  âa 


(12 

On  peut  faire  quelques  simplifications  : 

1°  Soit  ç^  le  volume  compris  à  l'intérieur  de  la  couche  quelconque  qui  corres- 
pond au  paramètre  a  ;  on  aura 


ou  bien 


«^0       «^0       "^0 

3/  XX     '^„^rfasin9'</.'rf+' 


et,  en  mettant  pour  r'^  son  développement 

A-'^-a'(i  +  3aU;)H-3aa3(U'i  +  U;  +  .  .  .) 
déduit  de  (i  i), 

^'=1  f  da~  f    f    a3[i  +  3aU'o+3a(U',  +-U;  +  ...)]sinÔ'«r9'c/4>'. 

Or  on  a,  en  vertu  d'un  théorème  général, 

(    f    []\sin9'd9'd^'  =  o, 
'      /      \]'^s\n9'd9'd^'  =  o, 

f    f     sin9'd9'd'^'  =  ^n; 
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il  viendra  donc 


^=TX"^L«Mi  +  3aU'J^«. 


47T 


Si  nous  prenons  pour  paramètre  a  le  rayon  de  la  sphère  ayant  mèmevolume 
que  celui  renfermé  à  l'intérieur  de  la  couche,  nous  devrons  avoir 

en  comparant  cette  expression  de  va  celle  trouvée  plus  haut,  il  vient 

U'o  =  o, 
et  l'expression  de  r'  se  réduit  à 

(i3)  r'  =  a[i-^cc{y]\+[],+  l}',  +  ...)l 

La  seconde  des  équations  (12)  donnera 

« 

m  :^  tçt:  I      P  -^-~  aa  ^^  ■ift  I      pa^  da. 
^    J,  da  J^     ^ 

2°  On  a  V,  =  y  V,r'  c/m'  ou  bien,  en  remplaçant  P,  par  son  expression, 

Vi--cos9  /  i  '  cos  6'  dm'  -î-  sind  sifï'])  j  r'  s'm  6'  sin^'  dm' -h  sinO  cos^  j  r'  s,in  6'  cos^'  dm' 

OU  encore,  en  désignant  para?',  y',  z'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  du 

corps, 

Vi=:  cosQ  (  x'  dm'  ^  sinô  sinij;  /  y'  dm'  -h  sinôcos^'/  z'  dm' . 

Si  l'origine  des  rayons  vecteurs  est  placée  au  centre  de  gravité  du  corps,  les 
trois  intégrales  /  x' dm' ,  j  y'dm',  j  z' dm'  sont  nulles,  et  il  vient  V,  ==  o;  il 
en  résulte,  en  tenant  compte  de  la  première  des  équations  (12), 


(i4)  1      p — ^^ — da^=zo. 

•^0 


da 


La  formule  (9)  donnera  finalement,  pour  l'expression  du  potentiel  V  relatif  à 
l'attraction  du  corps  sur  un  point  extérieur, 

(i5)  v^z-^A^Try- ^^— -.   r  'p-i- («"-*"' U„)rfa. 
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140.  Figure  d'équilibre  d'un  sphéroïde  très  peu  différent  d'une  sphère, 
dont  toutes  les  parties  s'attirent  mutuellement  suivant  la  loi  de  Newton, 
et  qui  est  animé  d'un  mouvement  de  rotation  très  lent.  —  Le  sphéroïde  peut 
être  entièrement  fluide;  dans  ce  cas,  la  surface  extérieure  sera  une  surface  de 
niveau.  Ou  bien  il  y  aura  à  l'intérieur  un  noyau  solide  recouvert  par  un  fluide; 
la  surface  qui  limitera  le  noyau  solide  devra  être  peu  difl"érente  d'une  sphère 
et  être  une  surface  de  niveau. 

Le  potentiel  relatif  à  l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  extérieur  sera 
donné  par  la  formule  (i5),  que  nous  appliquerons  aux  points  mêmes  de  la  sur- 
face extérieure. 

Soient  co  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  surface  extérieure  :  on  devra  avoir,  pour  tous  les  points  de 
cette  surface,  l'équation 

(16)  fV+ —  (j2+ -2^  — const. 

Soit  9  le  rapport  de  la  force  centrifuge  équatoriale  à  l'attraction  pour  la  sur- 
face extérieure;  on  aura 

9  est  une  petite  quantité  de  l'ordre  de  w^;  en  tenant  compte  de  (17),  (16)  donne 

V  co 

îv  +  — -  r^  sin'^5  :=:  const. 

M        2a\ 

ou  bien,  en  remplaçant  V  par  son  développement  (^i5), 

18)  -+  -^„- /-^  sin^ 0  +  ^,~.~  >^ r—--.   /      p  -  ^—3 "'  da  ---  const. 

Soient  Y,,  Y^,  Y3,  ...  ce  que  deviennent  les  fonctions  U<,  U2,  ...  à  la  sur- 
face extérieure,  c'est-à-dire  pour  «  =  a,  ;  on  aura  ^ 

(19)  /•^ai[i4-a(Yi  +  Y2  +  ...)], 

d'où,  en  négligeant  a'-^, 

\  =  l[i_a(Y.  +  Y2-f-...)]. 

Si  l'on  porte  cette  valeur  de  -  dans  (^18)  et  si,  dans  les  termes  qui  contiennent 
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o  et  a,  on  remplace  r  par  a^,  il  viendra 

«  =  2 
Y2  a  l'expression  générale  suivante  {voir  p.  270) 

t/OIL,         d^'dW, 


OU 


ol>oOrL2+  ^1,1  V^l  —  [i.^  -j^  COS(t^  —  ^1)  +  --^2(1  —  V-"")     ^    2"  C0S2(i|>  —  62), 


3    .,       I 

JlL2=  -[>.- 


ou  bien,  en  remplaçant  [j.  parcosG  et  changeant  de  constantes, 

(21)     Co  (  cos'^6/  —  ô  )  +  sinÔcos5(Ci  cos-^  h-  CaSint];)  +  sin^ô(C3  cos2'^  +  Ct  sin2  4'). 

On  voit  que  cos^  ô  —  -^  est  une  fonction  Y.;  cela  posé,  (20)  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

n  =  2 

Or,  quand  on  doit  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  G  et  '\>,  l'équation 

(23)  Wo  +  W,  +  ...  +  W„  +  ...  =  o, 

W„,  W,,  . . .  étant  des  fonctions  de  Laplace,  il  faut  que  l'on  ait  séparément 

.    W„  =  o,         W,  =  o, 

On  s'en  assure  en  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (23)  par 
P^sinOrt^Gf/'j»  et  intégrant,  relativement  à  0,  de  o  à  ir,  et  de  o  à  2t.  relativement 
•à']/;  il  vient,  en  effet. 


2n  -\-  i 


et,  0'  et  j»'  étant  arbitraires,  il  en  résulte 

quels  que  soient  G  et  •j'. 

T.  —  II.  38 
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Dès  lors,  l'équation  (22)  donnera 

(24)  Y,  =  o, 

et,  pour  des  valeurs  de  n  supérieures  à  2, 

OU,  plus  simplement, 

M(2/i  +  i)a«  /      "^ 


da 


da. 


Ce  sont  là  des  conditions  qui  doivent  être  remplies;  on  les  a  obtenues  en  expri- 
mant seulement  l'équilibre  de  la  surface  extérieure  de  la  masse  fluide. 

Il  y  a  encore  une  condition  qui  va  réduire  à  trois  le  nombre  des  cinq  con- 
stantes arbitraires  qui  figurent  dans  l'expression  de  Yo. 

Les  planètes  tournent  à  fort  peu  près  autour  d'un  des  trois  axes  principaux 
d'inertie  qui  correspondent  au  centre  de  gravité.  S'il  en  était  autrement,  l'axe 
de  rotation  se  déplacerait  en  effet  d'une  manière  très  sensible  dans  le  corps 
même  de  la  planète;  or,  dans  le  cas  de  la  Terre,  l'observation  n'indique  aucun 
déplacement  de  ce  genre.  Nous  admettrons  donc  que  l'axe  Ox  doit  être  axe 
principal  au  point  0,  ce  qui  entraîne  les  relations 

/  xy  dm  =  o, 

œz  dm  =  o  ; 


or 


il  viendra  donc 


/ 


X  :=  /'COSS, 

y  =  r  sin  6  cos^^, 
z  r=  /sin  9  sin^^, 
dm  z=:  pr'^  dr  sin  9  dQ  d^\i  ; 

I   I   I  pr'*  dr  cos  9  sin^Q    .    ^d9d<]i:^o, 
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ce  que  l'on  peut  écrire 


299 


'        ôaj  J  sin^ 

OU  bien,  en  remplaçant  rpar 

a{\  ^-  a(Ui-f-  U2  +  .  .  .)]» 
et  négligeant  a^, 

1      pda-j-  I      I      a^[j  -h5ot{\]i-\-\].2-\-  . .  .)]s'm9cos9  sin<\isin9  ddd^^=o. 

Or  sinG  cosOcos'j»  est  une  fonction  Y^,  et  il  en  est  de  même  de  sinO  cosG  sin'j/; 
les  équations  ci-dessus  deviendront  donc 

(27)  I      pda-^   I      I      a^\J2S\n9  cos9  cos'\isin9d9d^^=^o, 

(27)  I      pda^  I      I      a''\]2s\n9  cos 9  s'in^sm 9 d9ddiT=zo. 
Dans  l'expression  (21),  U2  est  de  la  forme 

(28)  U2=  Co  [cos^9  —  ô  )  -+-  sin9cos9(C,  cos^  +  C2  sin-ji)  +  sin2  9(C3  cos2^  +  C4  sin2^|;). 
On  trouve  aisément 

'      /      V^sm^ 9  cos 9  cos^  d9 d^  =  Tz Cl  /     sin^ 9  cos^9  d9, 

0      «-'0  «^0 

'      /      U2s\n^9cos9sm'\)d9d'\>  =  7:C2        s\n^9  cos^9  d6; 

0      *^0  «-0 

les  conditions  (27)  et  (27')  deviendront  donc 


da 

29) 

'C2) 


ifp'-K^da  =  o, 


fi  ^^ 


,         dar=z  o, 
da 


)00  CHAPITRE    XVTÎT. 


Revenons  à  l'équation  ('25)  ;  d'après  (29)  et  en  ayant  égard  à  l'expression  (28) 
de  U2,  on  trouvera 


2V  3/       5M 


da 


sin^Q  cos2i];  /      p  "'^'"1  ^'^'  da 
«^0 


H- sin^ô  sin  2(|»  /      P -^^;^ — -daU 

expression  de  la  forme 

(3o)  Y2=  A,  (cos^e  —  1  j  +  sin2  0(A2COS2  4;-h  Basina^p). 

On  voit  que  Y2  prend  la  même  valeur  quand  on  remplace  0  par  tt  —  0  et  aussi 
•^  par  TT  +  ']/,  ce  qui  répond  à  deux  directions  opposées.  Si  donc  Y3,  Y^,  . . .  sont 
négligeables,  les  deux  hémisphères  de  la  planète  seront  symétriques  par  rapport 
au  plan  de  l'équateur. 

141.  Calcul  de  la  pesanteur  apparente  g  en  un  point  de  la  surface  du 
sphéroïde.  Théorème  de  Clairaut.  —  La  direction  de  la  pesanteur  faisant  un 
très  petit  angle  avec  le  rayon  vecteur,  on  peut  la  confondre  avec  sa  composante 
suivant  r,  en  négligeant  a^,  ce  qui  donne 

g——  ^(^fV-4-  -w^r^sin^e^^:—  f^  —  w^z-sin^Ô. 
^  dr\  Q.  )  Or 

Or  on  tire  de  (i5) 

d\    M    ,    "v      '*  +  •       r"'    à  ,  „^.,,  ,, 

or       r^  .Ad  (2«  + 1) /-"^^  /      ^  da 

n  =  2 

On  aura  donc,  au  degré  de  précision  réalisé  jusqu'ici, 

n  =  x 
/!  =  2 

OU  bien,  en  tenant  compte  de  (2f))  et  (26), 
fM 


.   _       3  f9M  /       ,,       i\       fMa  v^  , 
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OU,  en  remplaçant  -^  par  -i  [i  —  2a(Y2  4-  Y3  -»-. . .)]  et  w-  par     '3    > 

(3,)  ^  =  i|J,+  .2("-)Y"-|?  +  ^H«-5)]- 

Considérons  en  particulier  le  cas  de  la  Terre  et  admettons,  pour  un  moment, 
qu'il  soit  prouvé  par  la  Géodésie  que  la  surface  extérieure  de  niveau  est  un 
ellipsoïde  de  révolution 

x^         y2  H-  '■.^ 

Nous  en  conclurons,  en  remplaçant  x-  et  j- -h  :?-  par  r^cos^O  et  r^sin^O,  et 
négligeant  i^. 


I  —  2£  sin^9 


/•  =  a,(n-£siri^9)  =  a,     i  +  ^e  — s  (cos^5—  ^  j    • 

Si  nous  identifions  cette  valeur  de  r  avec  celle  qui  résulte  de  l'expression  (3o), 
en  faisant  r=  a^{ï  -t-  aYa),  nous  trouverons 

A2=:0,  62  =  0, 


d'où 


,         2   \              .             sa, 
a,  =  a,  (  n-:^£  I,         aAi  = 


«¥2  =  —  e  (  cos^ô  —  ô  )' 


et  la  formule  (3i)  devient 

Soient 

gi  l'intensité  de  la  pesanteur  au  pôle; 
gi  l'intensité  de  la  pesanteur  à  l'équateur. 

On  aura 

f  M  /  2 


fM  /        3         £ 
a\   \        2  '        3 


3o2 

d'où 


(33) 
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g\ 

fM 

^^  =   al 

(JT-e), 

^ 

—  e. 

Cette  équation  exprime  le  théorème  de  Clairaut,  qui  a  lieu,  comme  on  voit, 
sous  la  seule  condition  que  la  surface  extérieure  du  fluide  soit  un  ellipsoïde  de 
révolution  autour  de  la  ligne  des  pôles.  La  densité  peut  varier  à  l'intérieur  sui- 
vant une  loi  quelconque,  sans  que  le  théorème  cesse  d'avoir  lieu. 

Nous  venons  de  grouper  tous  les  résultats  que  l'on  peut  déduire  des  condi- 
tions qui  assurent  seulement  l'équilibre  de  la  surface  extérieure.  Pour  achever 
la  solution,  il  faut  faire  intervenir  les  conditions  relatives  à  l'équilibre  intérieur 
de  la  masse  fluide;  nous  le  ferons  dans  un  moment,  après  avoir  traité  une 
question  préliminaire. 

142.  Attraction  d'une  couche  sphéroïdale  sur  un  point  intérieur  à  la 
couche.  —  Soient  M  le  point  attiré;  r,  0,  j»  ses  coordonnées;  W  un  point  quel- 
conque de  la  couche;  r' ,  0',  ^J;'  ses  coordonnées;  V  le  potentiel  correspondant  au 
point  M;  dm'  l'élément  de  masse  en  M';  MM'  =  A.  On  aura 


-I 


dm' 


■-f-  /■'- —  2/v'  cosy, 


en  désignant  par  y  l'angle  M'OM. 

Supposons  que,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M'  entre  les  deux  surfaces 
qui  limitent  la  couche,  on  ait 

r  <  r'  ; 

il  en  résultera,  en  série  convergente, 


I  I  I  /         ^    r        ,^    r 


^2 


—  irr  cosy 


On  posera 


A       y/,.2+,.'2_2r/-'cosy        '"' V  /'  / 

n  =  a 

n  =  C 
n  —at> 

=2'"/ 


n  —  X 

n  =0 
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OU  bien 

(34)  Y=^ynr\ 

n  =  0 

et  l'on  aura 

(35)  v„=y^,^m' 


ou  encore 


y„=:  f  f  fp  P„  /•'!-«  dr'  sin  S' dQ'  d^'. 

Supposons  que  Ro  et  R,  désignent  les  portions  du  rayon  vecteur  r'  comprises 
entre  l'origine  et  les  deux  surfaces  qui  limitent  la  couche;  on  pourra  écrire 

f     sine' de'         P„rf4>'/      pr''-''dr'. 

Supposons  la  jcouche  sphéroïdale  décomposée  en  couches  élémentaires  ayant 
chacune  la  même  densité,  cette  densité  variant  d'ailleurs  d'une  couche  à  l'autre; 
soit  a  le  paramètre  variable,  qui  variera  de  a^  pour  la  surface  intérieure  à  a, 

pour  la  surface  extérieure.  Dans  l'intégrale  /     pr'*~"clr\  qui  figure  dans  (36), 

6'  et^l»'  sont  considérés  comme  des  constantes;  r'  ne  varie  qu'en  raison  de  a. 
On  a,  en  supposant /ij  2, 


f\.n-.„.'=^r, 


da. 


da 


expression  dans  laquelle  p  doit  être  considéré  comme  une  fonction  de  a.  La 
formule  (36)  deviendra 

V„  =  — ^  /     sin  9'  dS'  /      P„  d'Y  /      0  ^ da, 

ce  qui  peut  s'écrire  ainsi 

(3;)  \,,  =  ^j\daUfJf^'^r'-'^'P,,smB'dB'dA- 

r'  est  de  la  forme 


3o/i  CHAPITRE    XVIII. 

Dans  le  cas  de  n  =  2,  on  aura 

(38)  V,=j^"V^a-^4^Y'p.log/-'smô'rfô'«?4>'). 

Supposons  actuellement 

(3(j)  ,•'  =  a  [i  +  a(u;  +  u; +  ...)]; 

on  en  conclura 

/■'2--«  =  a^-"  [i  -V-  {2  —  n)  oc  (U'i  H-  U'^  +  .  .  .)]» 

Jq      Jo  0  0 

ou  bien,  d'après  un  théorème  connu, 
et  la  formule  (37)  donnera 

(4o)  ^«—  2/iH-lJ         ^  (?« 

On  tirera  ensuite  de  (39) 

log/-'  =  loga  +  log  [i  +  a (U',  +  U;  +  ...)]  > 
log/-' =  loga -H    a    (U'i  4- U'a +  ...)+•••  5 

on  aura  donc 

f    f    V. Aog  r' sin  9' dB' d^' =.  log  a         /      P2  sinô'û^Ô'ûfi];' 

Jo    -^0  -^0    -^o 

«^0     «^0 

et  la  formule  (38)  deviendra 

--        ^aiï   f"'    dUi  , 
(4i)  ^-^-T-j     P^^^- 
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Cette  expression  de  Vo  se  déduit  de  l'expression  générale  (4o)  de  V„  en  y  fai- 
sant n  =  2. 

La  formule  (35)  donne  d'ailleurs 


.27r  ^U, 


-^-  —        s\nO' cFj'  /      df  /      p /■' dr', 

Yo=-  f    pda-^f  f   sxn^'dO'  f     pr'^d'h'j 

ou,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur, 

V,^-  f  \da-f-\a''  f    f     [i  +  2oc{\]\-^U'^-^...)]s\ne'de'dd>'\. 


Or  on  a 


f    f     [i  +  2a(U;  +  U,4-...)]sin9'^9'rf'y=  r    f     sm  6' d9' d^' ^  fi  t.; 


il  en  résulte  donc 


r        da-  C 

Vo=  2  7:  /      p      —  da  ^=:  ^r.  I      po  da. 

On  trouvera  finalement 

/•"        r"'    âid'-"l]„) 


(42)  V=47r/      pada-i-U-^  ^-^1^—  I      p 


da 


143.  Potentiel  d'un  sphéroïde  par  rapport  à  un  point  intérieur.  —  Le 

sphéroïde  est  supposé  partagé  en  couches  d'égale  densité.  Soit  M  un  point  de  sa 
masse  dans  son  intérieur.  On  cherche  le  potentiel  W  relatif  à  l'attraction  du 
sphéroïde  sur  le  point  M. 

Faisons  passer  une  surface  de  niveau  par  ce  point  M  et  soit  a  la  valeur  du  pa- 
ramètre variable  pour  cette  surface  particulière,  a,  étant  la  valeur  qui  répond 
à  la  surface  extérieure  S.  On  décomposera  ainsi  le  sphéroïde  en  une  couche 
sphéroïdale  et  en  un  noyau. 

Soient 

V  le  potentiel  relatif  à  la  couche; 
V,  le  potentiel  relatif  au  noyau. 
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On  aura 

(43)  W=3V  +  V,. 


V  se  calculera  par  la  formule  (4^) 


(44)  \  z^  !\'K  l      pada  -^  ^ocTi  y ■  /      p 


/•"        f"'     d(a^-''l]„) 


da 


da; 


Yf  est  donné  par  la  formule  (i5)  du  n"  139,  relative  à  l'attraction  d'un  sphé- 
roïde sur  un  point  extérieur.  Donc 

(45)  V,=  -i-/     pa2^a-i-4a7r  >  7- r^rzT  /     P  ^-3 ^^«• 

^     ^  /■  Jo  ^^  (2«  +  i) /•«+!/     f^         da 

re=2 

144.  Équilibre  intérieur  du  sphéroïde.  —  Soit  />  la  pression  en  un  point 
quelconque  de  la  masse;  on  a 

dp  =  p{Xdœ-{-Ydf-{-Z dz)  =  pdf{W  +  -  w2/-2  sin^  A . 
On  doit  donc  avoir  en  tous  les  points  d'une  surface  de  niveau 


f  W  +   -  W2(j2+  -2)  _  coj^st. 


OU  bien 


W  G,)2 

(46)  7 1- T5 — t;/'^  sin^0  =  const.: 

mais  nous  avons  aussi,  pour  l'équation  de  cette  surface, 

(47)  r  =  o[i  +  oc{\], +  {],  +  ,..)]. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  fonctions  U,,  U2,  

En  tenant  compte  de  (43),  (44)  et  (45),  (46)  peut  s'écrire 

I      p  a  da  -{-  X   y   ■ /      p ^ da 

J       ^  ^  ■2n-\-\  J       ^  da 

+  -  1     pa^-da+x   y-. ,    „_^,    /     p -. da-hô~i>>   s,\n^O=consl. 

rj     ^  -Ad  (2/1 4-i)/'"+v^    "^     -   da  Stti 

n  =22 

On  peut,  dans  les  termes  qui  contiennent  a  ou  co-  en  facteur,  remplacer  /-par  «; 


THEORIE    DE    LAPLACE.  J07 


pa^da,  on  écrira 


^[i-a(U,+  U,+  ...)]; 


il  viendra  ainsi 

I      oada  -\-  a.  y    /      p ^ da 

+  a  >   ;^ ; — ^-„xî  /     P Â "«^  +  -Q—e    Q  ~  cos^y     —  const. 

-Ad  (2rt  H- 1)  a"+i  J^    "^         da  87:1  \3  y 


)a^da 


On  doit,  dans  cette  équation,  annuler  les  termes  qui  contiennent  des  fonctions 

sphériques  des  ordres  i,  2,  ...,  n, 

On  trouvera  ainsi 

(A)    /      p  ^—r '^  da \     ûa^da  + -— --r  /     p  -^-., '^  da  —  o 

et,  pour  n  ^  '2,    • 

/«N     «'  r"'    ^U,   ,         U2    r"      ,   .  I      r"    âia^l].),  w2«^  /i  ,A 

(  li )     -^  /      p  -V—  «« /     pa-  da  -h  ^r~r,   I     p s "«  +  s — f-    rr  —  cos-  9    —  o . 

«^a         ^^  ^  -^0  oa^J^    ^       da  8  71  f  a  \3  / 

On  peut  comprendre  ces  deux  équations  en  une  seule 

a«        r"'     dia^-"l]n) 


g"       r 

1   2  «  +  I    /       ''  da 

(C)  ' 


^« 


en  posant 

Zj  —  o,         Zj  =  o,         Zi  =  o,  ...  ; 

Il  s'agit  de  déterminer  U„,  qui  est  une  fonction  de  a,  ô  etj',  par  l'équation  (C). 


3o8  CHAPITKE    XVllI. 

On  en  tire 


/ 


"'    d(a'-'^l]„) 


? 


ôa 

(48)  ^  -"' 


-  da 


(2«  +  i)a-'*-'U„  /     pa'-da-ha-'-"-^        p         ^^     "'  da  ~'r  {2/1  +  i)!^  — o  ; 
d'où,  en  différentiant  par  rapport  ha, 

-  p  ^^'''~"  ^"^  -(2/14-1)  «-"-'  U„pa^  -  (2/^  +  1)  «-"-'  ^   r   P«'^« 
+  (n  +  i)  (2«  +  i)  a~"^^U„  /     pa^da 

Il  y  a  des  réductions;  les  ternies  qui  ne  renferment  pas  d'intégrales  dispa- 
raissent, et  il  reste,  après  avoir  divisé  par  2/1  -h  i. 


[(«  +  ,)«— U„- a-"-' ^]J   pa^da-a-^'^-^f^    p^^^^^^^^a^o 


•   OU  bien 


(49)  [{n-^^)a'^l^,,-a'^-^^y^%a^da-J^%'^^'''2^''^  da=.o; 

en  ditférentiant  encore  une  fois  par  rapport  à  a,  il  vient 

««+i^i^    /    p^2^«  +  2pa«+3       «  _  u,J/i(/i  +  i)a'»-i  r   pa^da  —  2pa''+A—o 
OU  bien 

(D)        ^  +   y''"   ^ -!-  u„  r  ^^p^    _  ^^^^n  =0, 

I     pa^da  \    I     pa^da  1 

équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients  variables,  qui 
servira  à  déterminer  U„  en  fonction  de  a;  les  deux  constantes  arbitraires  seront 
des  fonctions  de  6  et  4^. 

Considérons  d'abord  l'équation  qui  répond  k  n  =  i,  savoir 

,^  ,  â'-\J,  2pa^        dVi        .^    /       ipa  2\ 

/      pa-da  \     /      pa-da  J 
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En  faisant 

(5.)  U,:=^, 

S,  étant  une  fonction  inconnue  de  a,  0,  j^,  on  trouve,  après  réduction, 

d^^i        f      1^0}  2\  d%x 


d'où 


da-         (      /•"      -,  a   \  da 

a-  da  I 


o, 


da^  2  2  0  a- 

da 


I     pa^da 


en  multipliant  par  da,  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire,  il 
viendra 

/      oa^da\ 


da 


Supposons  que  la  densité  p  soit  développable  en  série  convergente,  suivant 
les  puissances  de  a,  comme  il  suit 

(53)  p=rpo(i  — Aia^'  +  A^a»^— ...), 

OÙ  l'on  a 

o<  «1  <  «2  <  . . . . 

Il  en  résultera 


^  Il  > 

/     pa^da 


2^1         Ain-^i         A,a^-  • 

po^'As  ""^^;^r3  "^^^7+^ 


En  substituant  dans  (52),  on  trouvera 

da        pla* 

^(a)  étant  une  fonction  de  a  qui  se  réduit  à  i  pour  a  =-  o. 

On  voit  que,  si  G  n'est  pas  nul,  en  intégrant,  le  second  membre  sera  compa- 

C 
rable  à  -r  et  deviendra  infini  pour  a  =  o. 


3lO  CIIAPITUE    XVIll. 

Or  on  a 

/•  r=  a  -1-  a  a  Ui  +  a  a  U2  +  .  .  .  . 

Il  faut  que,  pour  «  =  o,  on  ait  r=o;  donc  aU,  =  S,  =  o;  il  faut  donc  que 
C  =  o,  et  alors  l'équation  (62)  donne 

——=0,  d  OU  h,  =  Ci, 

aa 

G,  désignant  une  fonction  de  0  et  '|,  indépendante  de  a,  ou  bien 

(54)  aU,  =  Ci. 
Or,  à  la  surface  extérieure  du  sphéroïde,  on  a 

«  =  «,,        U,  =Y,. 

On  a  vu  antérieurement  que  l'on  doit  avoir  Y,  —  o;  donc,  en  appliquant  l'équa- 
tion (54)  à  la  surface  extérieure  du  sphéroïde,  on  en  conclut 

Cl  =  0. 

Il  en  résulte  que  l'on  a,  quel  que  soit  a, 

(55)  U,  =0. 

Ainsi  le  terme  U,  manque  dans  l'équation  d'une  couche  quelconque. 
Considérons  maintenant  l'équation  générale  (D);  on  peut  l'écrire 


„(«  +  x)---— i -        / 


(56)  -,  -    =  — ^  I  «  (n  +  i) -J I --i r — 

■  aa 


Or  on  tire  de  (53) 

laa?             „         I  —  Aia^i  +  Aofl!^" — ...               ^         6  a,     . 
— ;r- —^ T-K ô\ =6 5-Ai«' 

/     aa^da  i ^^  '-I ^«^  —  ••• 

et  l'équation  (56)  devient 


(57) 


da 


6    d\}n  (  «1 


Aia^'. 


a    da  \        «1+  3 
Pour  intégrer  cette  équation,  supposons  que  U^  soit  développé  en  une  série 
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procédant  suivant  les  puissances  croissantes  de  a,  de  cette  forme 

(58)  U„  =  a/'Q(«)  +  «''.Q';"-h..., 

OÙ  l'on  a 

o<P<Pi  <  ■•; 

en  substituant  dans  (Sy),  il  vient,  après  quelques  réductions, 

l     (/>  +  «   +  3)  (/?—«-+-    2)«A'-2Q(«)    _^(y^j_|_,i  +  3)(^,   _,i+2)rt/^.-2Q<»'  +  ... 

En  égalant  à  zéro  le  coefficient  du  terme  aP~-,  qui  est  du  degré  le  moins  élevé 
par  rapport  à  a,  il  vient 

(p  -h  n  -+-  3)  {p  —  n  -+-  2)  =:o; 

d'où 

/?  =:        n  —  2, 

»  p=—n  —  3; 

à  chacune  de  ces  valeurs  de  p  répond  une  série  particulière  qui,  étant  multi- 
pliée par  une  constante  arbitraire,  sera  une  intégrale  de  l'équation  (56);  la 
somme  de  ces  deux  intégrales  donnera  l'intégrale  générale. 

On  doit  rejeter  ici  la  série  qui  répond  à  ^  =  —  /z  --  3;  car  il  en  résulterait 
aVn  =  =c  pour  a  =  o,  d'après  (58),  et  l'expression 


n  =  Q 


2;ii. 


ne  se  réduirait  pas  à  zéro  pour  «  =  o. 

Il  suffit  donc  d'attribuer  à/>  la  valeur  /^  —  2.  L'équation  (09)  deviendra 

(/>,  +  n  +  3)  (/>!  —  /i  -+-  2)  «/» -2Q<«'  +  .  .  . 

:=:-^^A,a°'.[(«  — !)««-*  Q(»)+(oi +  !)«'' -2  Q(«)-f...]; 

on  en  conclut 

Pi  —  2  =z  Xi-h  n  —  4> 

/?,  =  3Ci  +  /i  —  2, 

{p,+  n  +  3)  {pi-n  +  2)  QV"  =  -^  A,(«  -  i)  Q(«), 
^      ^  .  ^*         (2/i4-a,+  i)(a,+ 3)^      ' 


3l2  CHAPITRE    XVin. 

(58)  donnera  ensuite 

(6.)  U„  =  Q(«)  \a"-'^-i-- ^\^']~'^^' a^.-^"-' +  ...]. 

^     ^  L  (a,  +  3)  (ai  H-  2/2  4- 1)  J 

Les  angles  6  et  «j^  ne  peuvent  entrer  que  dans  le  facteur  Q'"^;  l'autre  facteur 
ne  dépend  que  de  a. 

Cette  conclusion  est  valable  pour  /i^  2. 
En  posant 

(62)  hin)  ^  a'-^- -^ C(^-OAi ^^a.+.-2_^.. 

^      ^  (a,+ 3)(a,  + 2/2  +  i)  ' 

on  aura 

(63)  U„-Q(«) /?("), 

et,  en  substituant  cette  équation  dans  (56),  Q^"-  disparaîtra,  et  il  restera 


d^h^"^  _        r  n{n-hï)  2pa       "[  2p«*         i_  d/i("^ 

I  I     pa^aa  l         j     P<^' 


'  da 


Nous  allons  prouver  que  A^"'  est  une  fonction  croissante  de  a.  En  effet,  puisque 
l'on  doit  avoir,  de  «  =  o  à  «  =  «,, 

do 

£<"• 

en  appliquant  cette  condition  aux  valeurs  positives  très  petites  de  a,  l'équa- 
tion (53)  donnera 

Ai>o, 

et  nous  tirerons  de  la  formule  (62) 

î^„^         „   9^               6('^  —  i)Aia*i  "1 

pour  n  -  2 A(«)  =  o"-'^    i  + ^^— — ^ — î + .  . .     . 

'■  "  L         (ai4- 3)  («1+ 2/i  +  1)  J 

On  en  conclut  que,  pour  «  positif  et  très  petit,  h^"'>  et  —7—  sont  positifs.  Je  dis 

que,  a  croissant  de  o  à  a,,  A^"'  croît  sans  cesse.  Supposons  en  effet  que,  pour 
a  =  a'.  A'"'  cesse  de  croître  et  décroisse  ensuite;  A^'"  serait  alors  un  maximum  et 
l'on  aurait,  pour  a  =  a', 

dhC'^  d'h^"^ 

(64)  hO^^>o,         ~^=o,  -^^<o. 

Reportons-nous  maintenant  à  l'équation  (E).  On  a,  p  étant  une  fonction  dé- 
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croissante  de  a, 

/     p  a^  da  ^  p  I     a^  da  ^  p  -^  j 

p  étant  la  densité  qui  correspond  au  paramètre  a.  On  en  conclut 

20  a  'ion         <) 

<  -^  <  —  ; 


on  aura,  a  fortiori, 

9.0 a  n(/i  -h  ï) 

1     pa^da 

puisque  /i  est  au  moins  égal  à  2  et  que  ji  (n  +  i)  est  au  moins  égal  à  6;  donc  le 
coefficient  de  A'"',  dans  le  second  membre  de  (  E),  est  positif.  Si  donc  on  fait 

dhC') 
a  ■=.  a  ,  —, —  =0, 

da 

l'équation  (E)  montre  qu'il  en  résulterait 


da"" 


>o. 


ce  qui  est  en  contradiction  avec  (64).  Donc  — ^ —  ne  peut  pas  s'annuler  et  A^"' 

croît  sans  cesse  avec  a. 

Nous  allons  prouver  que,  pour  n  >  -i,  on  doit  avoir 

En  effet,  dans  l'équation  (A),  supposons  «  =  «,  ;  nous  trouverons 
Or  on  a 


\]{n) --  Q{n)  hin) , 

Soit  A'/"  la  valeur  de  A^"^  pour  a  —  a^\  l'équation  ci-dessus  deviendra 

QUO  |^_  __  A.- j^      pa^^a-^—J^     p  -^^ ./«  J  =.  o 

ou  bien 

(65)  Q(«)     —  (2/i  +  i)/iV"«';^      pa'da-i-j      p^         ^  r/a    =  o. 
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3l4  GHAPITRK    XVIII. 

Or  on  a 

I  pa^da=  ^pn^ —  -,    f  à^dp, 

f      p  n-  da  ---  -  pi  «'l  —  ô    /      «'  dp,  . 

/  0  ^^'^       "    J^„  ^  oa"  ^''/aC')  —  /  «"-Vif")  r/p, 
,'   '  ^rt  ,,/ 

l'équation  (6.))  devient  ainsi 

(66)         Q(")  \—  ?  (/i-    i)  p,a'i'+V?'i"'+  r"«^  (^"^T"^  "^^ ''»"'  ~  ^'"^'^"0  ^^p]  —  o- 
Or  on  a 

d'où 

?j!i±_L  «;'  A</'  '  —  «"//('»)>  o , 

■  p 


r  '  «3  /  ^^^  +  '  ««  /tw  _  rt«  /i{«  )"!  dp  <  o. 


Donc,  dans  l'équation  ((36),  le  coefficient  de  Q'"'  est  négatif  et  essentiellement 
différent  de  zéro,  et  l'on  doit  avoir 

11  reste  donc  finalement 

(67)  /—«(i+aU^), 

(68)  \]^:=.Q(Vh; 

h  est  une  fonction  de  a  qui  vérifie  l'équation 

,  -   .  d^ h  9.po*        dh        /       ipa  6  \   , 

da^  r"      .  ,     da       1      r        ,  ,  «    I 

/      pa-da  \     I     pa-da  I 

et  dont  les  deux  premiers  termes  du  développement  sont,  d'après  (62), 

(«1+  3)  («1+  5) 
Q^-^  est  une  fonction  de  6  et  ji  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
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Il  suffit  de  substituer  l'expression  (68)  de  Uo  dans  l'équation  (B);  on  trouve 


ainsi 

( 


Q^^^  étant  indépendant  de  a,  on  peut,  dans  l'équation  (70^,  donner  à  a  la  va- 
leur «,  ;  en  posant 

6Aia'f' 


/?,  =  14- 


(ai  +-3)(ai  4-5) 


il  viendra 


-3—^7-    ^  —  cos-  0 
(71)  Q<-  ^^'^^^ 


On  a 


d'où 


et  (71)  devient 


aQ(^ 


— „-   /      oa-da — _ — r   /      0 — ^ — -  cla 


•  "1 

9  (  -^  —  COS-  ^  )   /      p  «'^  d(i 
;  /< ,  /      oa-da  —  ■: — 5^   /      0 ; rta 


ou  bien 


(72)  aQ(2)  =  iil,  (  -  -cos^g), 

en  posant,  pour  abréger, 

(-3)  1)1,^  


C-^da 

2/«i  —   - 


G^a 


-  0 

On  aura  ensuite,  en  se  reportant  à  (67)  et  (68), 

(-4)  •  /•  =  a  ji  4-  //  itl'  Q  —  cos^  9  j  I . 

Soient  r,  le  rayon  polaire,  /^  le  rayon  équatorial  de  la  surface  de  niveau  con- 
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sidérée,  £  son  aplatissement.  On  aura 


2 


/■2  =  a  (  I  +  ^  A  il!>  ) , 


/•j  —  /"i  =:  ah \ll), 


I  -f-  ^  h  m. 


AilL 


en  remplaçant  ofl^  par  sa  valeur  (73),  on  trouvera  donc 

/icp 


(75)  B  = 


I  ^ 

:ia 


djo'^h) 
ôa 


/      pa^da 


L'équation  (74)  montre  que  les  surfaces  de  niveau  sont  toutes  des  ellipsoïdes 
ayant  Ox  pour  axe  de  révolution;  l'équation  (7)),  qui  fait  connaître  l'aplatis- 
sement d'une  surface  de  niveau  quelconque,  avait  déjà  été  trouvée  d'une  autre 
manière  (p.  217). 

Le  lecteur  désireux  d'approfondir  les  travaux  de  Legendre  et  de  Laplace  sur 
la  figure  des  corps  célestes  pourra  consulter  avec  fruit  l'Ouvrage  de  Todhunter  : 
Hislory  of  the  malhematical  théories  of  attraction  and  the  figure  of  the  Earth. 
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CHAPITRE  XIX. 

REMARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DE  LAPLACE.  -  POTENTIEL  D'UN  ELLIPSOÏDE 
DE  RÉVOLUTION.  -  POTENTIEL  D'UNE  PLANÈTE.  -  ÉNERGIE  POTENTIELLE 
DE  DEUX  PLANÈTES.  -  THÉORÈME  DE  STOKES. 


145.  Réflexions  sur  la  théorie  de   Laplace  pour  la  figure  des   corps 
célestes.  —  Cette  théorie  repose  sur  les  formules 


cl/n' 


du  11**  123;  d'où  l'on  a  déduit 

(0  ^  =  7^1; 


.«+1 


Si  le  développement  de  -r  est  convergent,  il  en  sera  de  même  de  celui  de  V. 

Cela  arrivera  si  la  sphère  de  rayon  r,  ayant  son  centre  au  centre  de  gravité, 
comprend  tout  le  corps  dans  son  intérieur;  mais,  si  des  points  du  corps  sont 

r' 
extérieurs  à  la  sphère,  pour  ces  points,  le  rapport  —  sera  ;>i,  et  la  série  qui 

donne  ^  sera  divergente.  L'intégration  par  laquelle  on  déduit  V  de  ^  pourra 

sans  doute,  dans  certains  cas,  restituer  la  convergence  au  développement  de  V 

suivant  les  puissances  de  -;  mais  c'est  une  chose  qu'il  faudrait  démontrer,  et 

dont  Laplace  ne  parait  pas  s'être  préoccupé,  car  il  suppose  toujours  que  l'on 
peut  appliquer  la  formule  (i)  à  tous  les  points  de  la  surface  même  du  corps. 
C'est  là  un  desideratum  important  que  présente  la  théorie  de  Laplace,  malgré  la 
grande  généralité  des  développements  ordonnés  suivant  les  fonctions  Y,,. 

Il  existe  ccrlaincment  des  cas  on  la  convergence  du  développement  (i)  se 
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maintient  jusqu'à  la  surface.  Cela  arrive  notamment  pour  un  ellipsoïde  homo- 
gène; on  peut  s'en  convaincre  immédiatement  en  faisant  intervenir  le  théorème 
de  Laplace  (n**28).  Soient  a,  b,  c  ses  demi-axes,  a>>è>>c,  Y  son  potentiel 
sur  le  point  extérieur  M;  le  développement  (i)  est  certainement  convergent 
pour  /\>  «;  il  s'agit  de  voir  s'il  l'est  encore  pour  c  <^r<^a.  Concevons  un  ellip- 
soïde homofocal  intérieur,  aux  demi-axes  a',  h',  c',  et  désignons  par  Y'  son 
potentiel  sur  le  point  M;  nous  aurons,  d'après  le  théorème  mentionné,  ou  mieux 
encore,  en  nous  reportant  au  n"  32, 

(.)  Y  =  y'^'. 

^    '  abc 

On  a  d'ailleurs 

a'-'  —  a'  =z  b'-'  —  fy^  =  c'-^  —  c'-,  a' >  h' >  c' . 

Le  développement  de  V  suivant  les  puissances  de  -  est  convergent  tant  que 

l'on  a  r^a',  et  il  en  sera  de  même  de  celui  qu'on  en  déduit  pour  Y  en  appli- 
quant la  formule  (2).  Il  nous  suffira  donc  de  voir  si  l'on  peut  prendre  a'  =  c\ 
cela  donne 

c'—(r  =  b'^—b^:=zc''—C^, 

d'où 

b''^  z=  b- -\-  c- —  a-,         c'-  r=  2  6'- —  a-. 

Ces  valeurs  de  b'  et  c'  sont  admissibles  si  l'on  a  «*  <  'ic-  ;  c'est  le  cas  des  ellip- 
soïdes faiblement  aplatis  que  nous  avons  considérés  jusqu'ici.  Le  potentiel  de 
ces  ellipsoïdes  est  donc  développable  en  série  convergente,  suivant  les  puis- 
sances de  --,  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  a  ei  c  et,  par  suite, 

quelle  que  soit  la  position  du  point  attiré  à  l'extérieur  ou  sur  la  surface  même 
du  corps.  Il  en  sera  de  même  d'une  couche  homogène  comprise  entre  deux  ellip- 
soïdes ayant  môme  centre  et  mêmes  directions  d'axes,  et  aussi  d'un  corps  formé 
d'une  série  de  couches  de  cette  nature,  la  densité  variant  de  l'une  à  l'autre. 
Quand  on  suppose  en  outre  les  ellipsoïdes  de  révolution,  on  obtient  ainsi  la 
constitution  admise  par  Clairaut  pour  les  corps  célestes,  et  l'on  voit  que,  dans 
ce  cas,  la  théorie  de  Laplace  ne  laisse  rien  à  désirer. 

M.  Callandreau  a  réussi  à  prouver  plus  généralement  {Journal  de  l'École 
Polytechnique,  LYIIP  Cahier)  que,  si  le  corps  attirant  est  homogène,  de  révolu- 
tion, et  présente  un  équateur,  la  série  (i)  représente  encore  le  potentiel  jusqu'à 
la  surface  du  corps,  si  elle  est  convergente. 

Mais  il  peut  n'en  être  pas  ainsi  quand  il  s'agit  de  corps  dont  la  densité  pré- 
sente des  variations  brusques,  ou  dont  la  surface  est  plus  ou  moins  irrégulière, 
telle  que  la  swYhcQ physique  de  la  Terre. 
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146.  Potentiel  d'un  corps  de  révolution.  —  Supposons  que  toutes  les  sec- 
tions déterminées  dans  le  corps  par  des  plans  passant  par  Oa-,  l'axe  de  révolu- 
tion, soient  identiques,  et  pour  la  figure,  et  pour  la  distribution  des  densités. 
Soient  r,  6  et  '|  les  coordonnées  du  point  attiré,  M  la  masse  du  corps;  le  poten- 
tiel y  sera  donné  par  le  développement  (i),  dans  lequel  on  a  (n"  133) 

Y„  =  A„  Dïi„  -  2  Ai;'( .  -  iJ.'-r-  '-^  cosii'b  -  4>:/'), 

i  =  i 

I  d"(lJ.-—i)" 


lULrnCOS^,  ÙK 


2".  I  .2.  .  .  «  du." 


et  OÙ  les  AJI'  et  'Y'/  représentent  des  constantes  arbitraires.  11  est  évident  a  priori 
que,  dans  le  cas  actuel,  V  doit  rester  le  même  quel  que  soit  'j*,  r  et  ô  ayant  des 
valeurs  déterminées  et  d'ailleurs  quelconques.  On  en  conclut 

\\r=o,     Kr=o,     ...,     Ai;"=:o, 

et  il  en  résulte 

y_M    ,    A,,m,    ,  ,    A„DTL„    , 


/'  /'- 


Gela  posé,  supposons  que  l'on  connaisse  le  potentiel  V,  du  corps,  relatif  à  un 
point  quelconque  de  l'axe  de  rotation,  situé  h  la  distance  rde  l'origine  0, 


V,=F(/-). 

On  pourra  développer  F(r)  comme  il  suit 

(fi)                                           Fir)—  ^^  a-  ^'    .           ' 

B„ 

u ;                                 ^  \'  )  —  f.    '  f.2    ■    ■  -^ 

fU-t-l       '      • 

où  Bo,  B,,  B^,  . . .  sont  des  constantes  déterminées  dépendant  de  la  nature  de  la 
fonction  F(r).  On  peut  du  reste  déduire  V,  de  l'expression  générale  (3)  de  V, 
en  y  remplaçant  ij.  par  h-  i  ;  on  sait  qu'on  a  alors  .Tc„  =  +  i  ;  il  viendra  donc 

^T       ^       A,  A„ 

Vi  = h  -^  + .  .  .  +  -r^  + 

Ce  développement  doit  être  identique  à  (4);  il  en  résulte  A„  =  B,^.  De  là  le 
tbéorëme  suivant  : 

Étant  connu  le  potentiel  V,  =  F(r)  pour  un  point  extérieur  quelconque, 
situé  sur  l'axe  de  révolution",  et  la  fonction  /étant  développée  sous  la  forme 

(-)  F(,)  =  M+2;^' 
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on  aura  le  potentiel  pour  un  point  extérieur  quelconque,  dont  le  rayon  /•  fait 
avec  l'axe  de  révolution  un  angle  0  ==  arc  cos[x,  par  la  formule 

V     '  /•        ^     /•■'  +  ' 

1 

On  connaîtra  donc  le  potentiel  pour  tous  les  points  extérieurs,  quand  on  saura 
le  déterminer  pour  tous  les  points  de  l'axe  de  révolution. 

Supposons  maintenant,  en  outre,  que  le  plan  mené  par  l'origine  0  des  rayons 
vecteurs,  perpendiculairement  à  l'axe  de  révolution,  soit  un  plan  de  symétrie 
pour  le  corps.  V,  ne  devra  pas  changer  si,  r  restant  le  même,  on  donne  à  0  les 
valeurs  o  et  tt,  et  par  suite  à  [x  les  valeurs  -h  i  et  —  i.  Or,  pour  a  =  —  i, 
nn„  —  ( — t)";  la  formule  (3)  donnera  donc 

V  _^"  —  y  L"J1!A". 

on  en  conclut  que  A„  est  nul  si  n  est  impair,  et  l'expression  du   potentiel 
devient 


(*■)  v=y+2^. 


147.  Développement  en  série  du  potentiel  d'un  ellipsoïde  homogène  de 
révolution.  Soient  2«,  2b,  2c  les  longueurs  des  axes  de  l'ellipsoïde,  Y,  son 
potentiel  sur  un  point  extérieur  de  coordonnées  a,  [3,  y.  D'après  le  n''  27,  on 
aura 

3,^  r*/  «'  S^  y^     \  du 

4      J.,     \        a-+u        h^-i-u        c'+  11}  s^l{a-->r  u)  {b^  +  u){c^  +  u) 

V  désignant  la  racine  positive  de  l'équation 

a^  +  y        b--\-  V        c-  -\-  y 

Nous  appliquerons  ces  formules  en  faisant 

br^c,         a<.b,         CL  z=z  r ':>  a,         (3  =  o,         y  =  o  ; 
nous  trouverons  v  =  r-  —  a-,  -et 

4      J,.._„.\         a'-t-"/  (i'+i;)vV-(-" 
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OU  bien,  en  faisant  cr  -h  ii  =^  t-, 
l'intéffi'ale  indéfinie  est 
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•+   ^2 


62  _  ay  6*  —  a^  +  r        (  6'  -  «'  )  Tv 


^C; 


arc  laiiu; 


cousl.; 


on  aura  donc 


Si  l'on  a 


a  >  yT;-  —  a*,  6-  <;  2  a- 

pour  tous  les  points  de  l'axe  Ox  extérieurs  à  l'ellipsoïde. 


est  >  I ,  et 


il  vient,  en  série  convergente, 


—  arc  tant 


après  quoi  la  formule  (j)  donne 

M 


Jb- — a-         Jh^ — a- r  v^ 

arc  lanj; -- r-  \Jb-—  a-  y 


\  b-  —  a  - 

^v^  (-0"  (6^-«-)' 


2/*  -+- 1      /- 


*  (M  -  y  +  ^M^  (2«  +  I)  (2«  4-  3)  r^"^' 


On  en  conclura,  par  le  théorème  précédent,  que  le  potentiel  de  l'ellipsoïde, 
pour  un  point  quelconque,  a  pour  expression 


(c) 


M 


-i     {—i)"(b'—a'-)"    Ole,,, 


r  ^  (2/t  +  i)(2« +  3)  /•*«+»' 


et  ce  développement  est  applicable  à  la  surface  même  de  l'ellipsoïde,  pourvu 
que  l'on  ait  6  <  a\^. 

11  est  facile  d'en  conclure  le  développement  du  potentiel  d'un  corps  formé  de 
couches  ellipsoïdales  homogènes,  toujours  relativement  à  un  point  extérieur. 

Hemplaçons,  en  effet,  dans  la  formule  (c),  h-  —  cr  par  h^e^,  e  désitcnant  l'ex- 
T.  -  II.  '41 
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ceiitricité  de  la  section  méridienne,  et  M  par  7.  T:p/>^  \Ji  —  e'K  Nous  aurons 


M 


(-i)"'^r^. 


Soit  d\  le  potentiel  relatif  à  l'attraction,  sur  le  même  point  extérieur,  de  la 
couche  homogène  de  densité  p  comprise  entre  l€s  deux  surfaces  ellipsoïdales 
ayant  pour  demi  grands  axes  ^  et  6  +  db  et  pour  excentricités  e  et  en-  de,  on 
trouvera,  en  différentiant  l'équation  (6)  par  rapport  à  h  et  considérant  e  comme 
une  fonction  de  b,  tandis  que  p,  r  et  [jt.  seront  supposés  constants. 


dW  = h  4 


^^   (  2  /i  +  I  )  (  2  « 


(—  i)"OH,„  d{b^''+^e^"\/i  —  e'') 


(2/i  H-  1)  (2«  4-  3)/-='«-^' 


db 


db. 


En  intégrant  cette  expression  de  b  =  u  à  b  =^  b,  et  supposant  la  densité  p  con- 
nue en  fonction  de  b,  on  aura  le  potentiel  de  l'ellipsoïde  hétérogène 


(d) 


V=: 


'     ^ ^ db  ; 


^^ 


'2b ^  est  le  grand  axe  de  la  surface  extérieure 


Si  l'on  remplace  dans  les  premiers  termes  les  [)olyiiùmes  de  Legendre  par 
leurs  expressions,  on  trouve 


{d') 


V  = 


M    .   ^^U^ 


d(b'e'-  \  i  —  e^j 


db 


db 


,     ,  35    ,        i5     ,       3 
5.7./-^ 


/-•% 


''    d{^b'e^\l\  —  e-) 


^^ 


^^» 


î3i 


16 


16/    /•'''    a?(^^9e«v^i  — e'^) 


7-9-'' 


i 


^6 


rf^> 


Cette  formule  est  importante  en  ce  qu'elle  montre  que  les  divers  termes  du  po- 
tentiel 


(7) 


,.      M       Y3       Y4 


d'un  corps  céleste  hétérogène  constitué,  comme  on  l'a  indiqué,  pour  un  point 
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extérieur  ou  pour  un  point  de  la  surface,  décroissent  très  rapidement  si  les 
diverses  couches  sont  peu  aplaties;  Y^,  Y,,  ...  sont  en  effet  respectivement  du 
même  ordre  que  e;,  ej,  . . . ,  e,  désignant  l'excentricité  de  la  surface  extérieure. 

Le  rapport  de  chaque  terme  au  précédent  est  du  reste  de  l'ordre  de  (  -^  j  ;  les 

termes  successifs  diminueront  donc  très  rapidement  quand  le  point  attiré  sera 
à  une  distance  du  centre,  très  grande  par  rapport  aux  dimensions  du  corps.  On 
pourra  presque  toujours  se  borner  aux  deux  premiers  termes  et  prendre 

r         la         /•'        /      ^  db 


148.  Energie  potentielle  de  deux  corps  célestes.  —  C'est  l'expression 

_,        /'  C dm  dm  /'  ,    ,  ^  dm 

E=J   I  -^~r=l  dm  I    -^, 


OÙ  A  désigne  la  distance  de  deux  points  M  et  M'  des  deux  corps  auxquels  corres- 
pondent les  éléments  de  masse  dm  et  dm'; 


n 


est  le  potentiel  du  premier  corps  relativement  au  point  M'  qui  est  supposé  lui 
être  extérieur.  Soit  r  la  distance  de  son  centre  0  au  point  M';  si  l'on  suppose  les 
deux  corps  formés- de  couches  ellipsoïdales  de  révolution,  on  a  le  développe- 
ment de  V  par  la  formule  (7).  Il  vient  ensuite 


_       „  fdm'        fWdm'        r\.dm' 

E  =  M_/  -^  +j  -^.^     ^/-,.-    +•    ■ 


La  formule  (7)  permet  de  développer  /  — —    suivant   les  puissances  de  ^, 

R  désignant  la  distance  des  centres  0  et  0'.  Il  n'est  pas  difficile  de  trouver  des 
développements  analogues  pour  les  termes  suivants 


•  Y,  dm' 


r  Y2  dm'         r  Yt  di 

J  "/^'   '   J  ~~^' 


et,  finalement,  on  arrive  à  une  expression  de  la  forme 

^       MM'/        U,  U„ 

les  divers  termes  de  U^  contiennent  les  petits  facteurs 
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où  les  exposants  positifs  A,  A',  a,  u.'  vérifient  les  relations 

>.  +  /.'  =  2/),  [X  +  lJ.'-=p. 

Les  facteurs  (-T^j   et  i^\    proviennent  de  ce  fait  que  l'on  aurait  E  = -jt- 

si  la  distance  R  pouvait  être  considérée  comme  infinie  par  rapport  à  b^  et  6',,  et 
cela  quelles  que  soient  les  excentricités  e,  et  e\  ;  les  facteurs  e-'^  et  e"-'-''  ont  leur 

\I  Vf  ' 

source  dans  cet  autre  fait  que  l'on  aurait  aussi  E  =  ~n-'  quel  que  soit  R,  si  les 

deux  corps  étaient  formés  de  couches  sphériques  concentriques  homogènes. 

Nous  nous  bornerons  à  cette  indication,  renvoyant  à  la  démonstration  donnée 
par  M.  Gallandreau  {Comptes  rendus  de  r  Académie  des  Sciences,  t.  Cl,  p.  i/i^G); 
l'auteur  a  considéré  plus  généralement  le  cas  où  les  deux  corps  sont  formés 
de  couches  ellipsoïdales  à  axes  inégaux  et  faiblement  aplaties. 

149.  Théorème  de  Stokes.  —  Je  vais  terminer  ce  Chapitre  en' démontrant 
un  beau  théorème  dû  à  M.  Stokes  {Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal, 
18/49,  ^^  Stokes,  Mathematical  and  Physical  Papers,  t.  Il,  p.  \o\).  Il  s'énonce 
ainsi  : 

Le  potentiel  relatif  à  l' attraction  exercée  sur  un  point  extérieur  par  une  planète 
tournant  d'un  mouvement  uniforme  autour  d'un  axe  fixe  et  dont  la  surface  libre 
et  de  niveau  est  supposée  connue  ne  dépend  pas  de  la  constitution  interne. 

Voici  la  démonstration  donnée  par  M.  Poincaré  dans  un  de  ses  Cours  :  Pre- 
nons l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z\  on  aura  tout  le  long  de  la  surface  S  du 
corps,  puisque  cette  surface  est  supposée  de  niveau, 

(8)  fV+^-(.:rî  +  j2)=A, 

en  désignant  par  V  le  potentiel  de  l'attraction  et  par  A  une  constante.  On  a  d'ail- 
leurs (n°23),  en  appelant  M  la  masse  de  la  planète,  da  l'élément  de  S  et  dn  l'é- 
lément de  la  normale  intérieure, 

(9)  /^rf.  =  4,.M. 

Enfin,  pour  tous  les  points  extérieurs  à  S,  la  fonction  Y  vérifie  l'équation  de 
Laplace 

(10)  A,V  =  o. 

Concevons  maintenant  que  la  matière  soit  distribuée  autrement  à  l'intérieur 
de  la  planète,  mais  de  façon  cependant  que  sa  surface  extérieure  reste  invariable 
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et  demeure  une  surface  de  niveau  pour  la  seconde  distribution.  A  pourra  ne  pas 
rester  le  même;  soit  A'  sa  nouvelle  valeur,  et  désignons  généralement  par  Y'  le 
nouveau  potentiel  relatif  aux  points  extérieurs.  Les  équations  (8),  (9)  et  (10) 
auront  encore  lieu,  en  y  remplaçant  V  et  A  par  V  et  A'.  Si  l'on  pose 


V  -  y  ^  w, 


on  en  conclut 


;   f  VV  =  A  —  A',      le  long  de  S. 


n 

A^  W  --  o,     à  l'exlérieui"  de  S. 


Cela  posé,  l'équation  (a)  du  n"2l,  qui  exprime  le  premier  théorème  de  Green, 
donne,  en  supposant  les  deux  fonctions  qui  y  figurent  égales  à  W, 

/w..w.,../[(-)'.(fy..(-y-]..=-/w-... 

Nous  étendrons  les  intégrales  triples  à  tout  l'espace  ï  compris  entre  la  surface  S 
et  la  surface  S'  d*une  sphère  de  très  ^rand  rayon  R,  ayant  pour  centre  l'origine 
des  coordonnées;  l'intégrale  double  devra  donc  s'étendre  aux  surfaces  S  et  S', 
et,  en  ayant  égard  aux  relations  (i  i),  il  viendra 

àV       dV  I 

Or,  le  long  de  S',  dn  =  —  ôr,  -r~  et  ^—  sont  de  l'ordre  de  ^-,  V  et  V  de  l'ordre 
"  or         ()/■  K* 

de  TT>  fh  contient  le  facteur  R^.  L'intégrale  qui  forme  le  second  membre  de  l'é- 
quation précédente  est  de  l'ordre  de  jz  et  tend  vers  zéro  lorsque  R  tend  vers 
l'infini;  il  reste  donc 


/[( 


dwy-    /dwy-    /«9w\^ 


dv  =;  o. 


ôa^  /         \  ây    '        \  dz  / 
l'intégrale  s'étendant  maintenant  à  tout  l'espace  extérieur  à  S.  On  en  conclut 

dW  âW  dW 

-     =  o,  — —  z=  o,  -r—  :=:0; 

âx  or  oz 

la  fonction  W  est  donc  constante  dans  tout  l'espace  considéré  et,  par  suite,  elle 
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y  est  identiquement  nulle,  puisqu'elle  s'annule  à  l'infini.  Ainsi  l'on  a 

(12)  V'  =  V, 

et  le  théorème  est  démontré.  La  relation  (12)  a  lieu  aussi  le  long  de  S  par  raison 
de  continuité,  de  sorte  que  les  diverses  distributions  de  la  matière,  que  l'on 
peut  concevoir  quand  on  les  astreint  à  la  condition  que  la  surface  de  la  planète 
soit  et  demeure  une  surface  d'équilibre,  ne  peuvent  pas  modifier  le  potentiel  en 
dehors  de  la  surface  et  sur  cette  surface  même.  On  en  conclut  que  la  pesanteur 
à  la  surface  est  indépendante  aussi  de  la  constitution  interne. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  surface  d'équilibre  qui  limite  la  planète  soit 
un  ellipsoïde  de  révolution;  nous  voyons  que  la  pesanteur  superficielle  reste  la 
même  quelle  que  soit  la  constitution  intérieure.  Or,  quand  on  suppose  les 
couches  de  même  densité  ellipsoïdales  et  de  révolution,  cette  pesanteur  suit  la 
loi  de  Glairaut.  Donc  cette  loi,  qui  a  été  démontrée  en  partant  de  la  fluidité  de 
toute  la  masse,  aurait  lieu  encore,  quelle  que  soit  la  constitution  intérieure, 
pourvu  que  la  surface  qui  limite  la  planète  soit  de  niveau  et  affecte  la  forme 
d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

Pour  montrer  qu'on  peut  admettre  une  infinité  de  distributions  internes  telles 
que  la  surface  extérieure  d'équilibre  ne  soit  pas  modifiée,  il  suffit  de  remarquer 
qu'en  partant  de  la  distribution  par  couches  ellipsoïdales  de  révolution,  on  peut 
isoler  par  la  pensée  une  portion  de  la  masse  et  la  remplacer  par  une  autre  ré- 
partie convenablement  sur  une  couche  de  niveau  extérieure  à  cette  masse  par- 
tielle. L'attraction  exercée  sur  les  points  extérieurs,  et  en  particulier  sur  les 
points  de  la  surface  même  de  la  planète,  ne  sera  pas  modifiée  (n"  19). 

A  l'occasion  du  théorème  précédent,  le  lecteur  pourra  consulter  avec  fruit  un 
beau  Mémoire  de  Gauss,  Théorèmes  généraux  sur  les  forces  attractives  et  répulsives 
qui  agissent  en  raison  inverse  du  carré  des  distances  (Journal  de  Liouville,  t.  VI  ï, 
1842),  et  les  Vorlesungen  de  Dirichlet  sur  le  même  sujet  (Leipsick,  nS^G). 
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CHAPITRE  XX. 

APERÇU  DES  THÉORIES  GÉODÉSIQUES. 


150.  Surface  mathématique  de  la  Terre.  Géoïde.  —  11  nous  faut  mainte- 
nant comparer  les  théories  précédentes  aux  résultats  des  observations  faites  à 
la  surface  de  la  Terre,  et  cela  nous  amène  à  parler  un  peu  de  la  Géodésie.  Cha- 
cune des  surf\ices  de  niveau  de  la  Terre  est  définie  par  la  condition  d'être,  en 
chacun  de  ses  points,  normale  à  la  direction  de  la  pesanteur  en  ce  point;  la 
pesanteur  est  la  résultante  de  l'attraction  terrestre  et  de  la  force  centrifuge. 
L'ensemble  des  surfaces  de  niveau  est  représenté  par  l'équation 


2  " 


OÙ  V  désigne  le  potentiel  de  l'attraction  et  C  un  paramètre  variable.  Ces  sur- 
faces sont  fermées,  ne  se  coupent  pas  et  sont  en  quelque  sorte  emboîtées  les 
unes  dans  les  autres.  L'une  d'elles  existe  matériellement,  à  fort  peu  près  du 
moins,  et  dans  une  grande  partie  de  son  étendue.  C'est  la  surface  des  mers, 
quand  toutefois  on  la  suppose  obéir  seulement  à  l'attraction  terrestre  et  à  la 
force  centrifuge  et  qu'on  fait  abstraction  des  mouvements  produits  par  les 
vents,  par  le  flux  et  le  reflux,  et  des  courants  qui  proviennent  de  diff'érences 
dans  la  température,  dans  la  pression  atmosphérique,  dans  la  densité  en  raison 
de  la  salure  inégale,  etc. 

Cette  surface  de  niveau  spéciale,  que  l'on  peut  concevoir  prolongée  sous  les 
continents,  par  la  condition  de  couper  à  angle  droit  les  directions  de  la  pesan- 
teur en  tous  ses  points,  se  nomme  la  sur/ace  mathématique  de  la  Terre,  par  oppo- 
sition à  sa  surface  physique  qui  ne  présente  rien  de  régulier;  on  l'appelle  aussi, 
d'après  Listing,  le  géoïde.  Lâ/ig.  21  représente  la  surface  solide  AlVIB  de  la 
Terre,  la  surface  des  mers  A'C,  D'B',  et  son  prolongement  CD'  sous  le  conti- 
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lient;  A'C'D'B'  est  doncle  géoïde.  Le  but  à  atteindre  serait  certainement  l'étude 
précise  de  cette  surface;  mais  il  y  a  lieu  de  remarquer  qu'on  ne  peut  pas  faire 
de  mesures  géodésiques  en  mer  sur  les  parties  A'C  et  D'B  .  On  n'en  peut  pas 
faire  non  plus  sur  la  partie  (yD'.  Soient  M  un  point  de  la  surface  du  continent, 


l'iK. 


MP  la  direction  de  la  verticale  en  ce  point;  cette  droite  rencontre  le  géoïde 
en  M',  mais  ne  donne  plus  exactement  la  direction  de  la  verticale  en  M'.  Toute- 
fois la  différence  sera  généralement  très  faible  et  l'on  pourra  la  négliger  dans 
une  première  approximation.  Avec  cette  liypotbèse,  les  opérations  géodésiques 
permettent  de  faire  l'étude  du  géoïde.  Mais  cette  surface  doit  présenter  de  nom- 
breuses ondulations,  élévations  ou  dépressions,  reproduisant  en  petit  les  irrégu- 
larités de  la  surface  physique  de  la  Terre.  On  sait  d'ailleurs  que  ces  dernières 
irrégularités  sont  elles-mêmes  peu  importantes,  de  sorte  que,  dans  son  ensemble, 
le  géoïde  doit  peu  diflerer  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  que  nous  savons  être 
à  fort  peu  près  la  ligure  théorique  d'équilibre. 

Nous  avons  représenté  cet  ellipsoïde  en  A"B"  dans  la  ligure  précédente;  nous 
admettrons,  dans  une  première  approximation,  que  la  verticale  du  point  M",  où 
sa  surface  est  percée  par  la  droite  MP,  est  la  même  que  celle  du  pointai,  la- 
quelle est  donnée  par  l'observation.  Les  géodésiens  commencent  d'abord  par 
considérer  l'ellipsoïde  de  révolution  qui  s'écarte  le  moins  possible  du  géoïde 
dans  son  ensemble,  et  ils  cherchent  à  déterminer  les  dimensions  de  cet  ellip- 
soïde en  mesurant  des  arcs  de  méridiens  à  diverses  latitudes.  On  sait  que  les 
opérations  de  cette  nature  ne  se  font  pas  directemertt  ;  on  nous  permettra  de 
rappeler  les  différentes  parties  dont  elles  se  composent  : 

On  prend  deux  points  situés  à  peu  près  sur  un  même  méridien  et,  à  l'aide 
d'un  cercle  méridien,  on  détermine  la  différence  de  leurs  latitudes  avec  la  plus 
grande  précision  possible.  Près  de  l'un  de  ces  points,  on  choisit  une  base  de 
lo''™  à  11^""  sur  un  terrain  uni;  on  la  mesure  et  l'on  réduit  ses  divers  éléments 
à  la  surface  de  la  mer.  On  mesure  en  même  temps  l'azimut  d'une  des  extrémités 
de  la  base.  Des  points  élevés,  situés  de  part  et  d'autre  du  méridien,  servent  de 
sommets  à  une  série  de  triangles  dont.on  mesure  tous  les  angles,  réduits  à  l'ho- 
rizon, à  l'aide  d'un  cercle  azimutal;  les  deux  points  extrêmes  ainsi  que  les  deux 
extrémités  de  la  base  sont  au  nombre  des  sommets.  Si  les  verticales  des  divers 
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points  de  la  surface  physique  de  la  Terre  étaient  rigoureusement  normales  au 
géoïde,  on  pourrait  admettre  que  les  projections,  faites  par  ces  verticales,  des 
éléments  de  la  base  ou  des  trajectoires  suivies  parles  rayons  lumineux,  en  passant 
d'un  sommet  de  la  triangulation  à  un  autre,  donnent  des  «  lignes  géodésiques  » 
du  géoide.  (Le  plan  osculateur  d'une  ligne  géodésique  est,  en  chaque  point, 
normal  à  la  surface,  et  elle  représente,  en  général,  le  chemin  le  plus  court  entre 
deux  points.)  Nous  pourrons  supposer,  sans  erreur  appréciable,  qu'il  en  est 
ainsi,  et  que  cela  a  lieu  en  outre  pour  l'ellipsoïde  que  nous  substituons  au 
géoide. 

On  peut  donc  admettre  que  l'on  a  sur  cet  ellipsoïde  un  réseau  de  triangles 
formés  par  des  lignes  géodésiques;  les  angles  de  tous  ces  triangles  ont  été 
mesurés  ainsi  que  l'un  des  côtés  (la  base).  On  a  déterminé  en  outre  l'azimut 
de  cette  base  à  l'une  de  ses  extrémités.  On  pourra  calculer,  comme  on  sait,  par 
tronçons,  la  longueur  de  l'arc  de  méridien  compris  entre  les  parallèles  extrêmes  ; 
avec  la  différence  des  latitudes  de  ces  deux  parallèles,  ce  sont  les  deux  données 
finales  que  l'on  peut  conclure  de  l'ensemble  des  opérations. 

151.  Théorème  de  Legendre.  —  Mais  cela  suppose  que  l'on  sache  résoudre 
les  triangles  formés  par  trois  lignes  géodésiques  sur  un  ellipsoïde  de  révolution, 
connaissant  un  côté  et  les  angles  adjacents.  On  y  arrive  avec  une  précision  suffi- 
sante par  le  théorème  de  Legendre.  On  peut  considérer  sans  erreur  sensible 
chaque  triangle  comme  situé  sur  la  surface  d'une  sphère  tangente  à  l'ellipsoïde 
et  ayant  son  centre  sur  l'axe  de  révolution.  Soient  R  le  rayon  de  cette  sphère;  a, 
p,  y  les  longueurs  des  côtés  de  notre  triangle,  que  l'on  peut  supposer  sphérique; 
A,  B,  C  ses  angles;  A',  B',  C  les  angles  du  triangle  rectiligne  ayant  pour  côtés 
a,  ^,  y  et  S'  sa  surface.  Le  théorème  de  Legendre  consiste  dans  les  formules 

.iA=A'^^_^...,  B^B'^^+...,  C^C'4-3^+..., 

(0 

)  S'  S' 

I        A  +  B  +  C  —  u-Th-j^M-...,  'J  =  A-^B  +  C  —  71=^+...; 

u,  ou  l'excès  sphérique  du  triangle,  est  de  l'ordre  ^^  (  ^  )  ,  (  ^  )  >  (  ^  j  ,  et,  par 

suite,  très  petit,  parce  que  les  longueurs  des  côtés  des  triangles  géodésiques  sont 
petites  par  rapport  aux  dimensions  de  l'ellipsoïde.  On  a  négligé  dans  les  formules 
ci-dessus  les  termes  du  quatrième  ordre.  Voici  l'emploi  qu'on  fait  du  théorème 
pour  résoudre  un  triangle  tracé  sur  l'ellipsoïde,  dont  on  connaît  un  côté  a  et  les 
angles  adjacents  B  et  C.  On  a 

„,_  I    2  sinB'sinC 
~2^\in(ir+C')' 
T.  -  IL  42 
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On  peut  se  borner  à 

S'        I  a-    sinB  sinC 


R2  —  2  W  sin(B  +  C) 
et  les  fornfiules  cherchées  sont  les  suivantes  : 

a}  sinBsinC 

""  ~  2R2sini"  sin(B  +  C)' 

A=^i8o»-Hu-(B  +  C), 
sin  (  B  —  5  j  sin  (  C  —  ^ 


On  en  conclut 


sin  (  A  —  K  )  siii  (  A  —  0 

Quand  on  tient  compte  des  termes  du  quatrième  ordre,  les  formules  qui  com- 
plètent le  théorème  de  Logendre  sont 

3ll*\  120R2 

^  -  ^  "^  3R^  V  i^ôR^ 

K       xy       n  S'/        a2+(32+y2\ 

S' 
en  tirant  de  là  la  valeur  de  tt^  et  la  portant  dans  les  expressions  de  A,  B,  C,  elles 

deviennent 

•a.a'-.^ 

(4)  |B  =  B'+^ 

On  pourra  ainsi  se  faire  une  idée  de  l'influence  des  termes  négligés  dans  les 
formules  (i). 

Le  théorème  de  Legcndre  a  reçu  de  Gauss  une  généralisation  remarquable  : 
Considérons,  sur  une  surface  quelconque,  un  triangle  x\BC  formé  par  trois  lignes 
géodésiques;  désignons  les  longueurs  de  ses  côtés  par  a,  p,  y,  parretr'les  rayons 
de  courbure  principaux  de  la  surface  au  point  A,  par  r,  et  r\,  r.,  et  î\  les  quan- 
tités correspondantes  en  B  et  C,  par  A',  B',  G'  les  angles  du  triangle  rectiligne 
ayant  pour  côtés  a,  p,  y  et  par  S'  la  surface  de  ce  triangle.  Gauss  a  prouvé  que 


(3^ 

-|-y2_ 

lyp- 

60  R2 

+ 

y' 

+  «2  — 

2(3^' 

60  R2 

a^ 

+  ^'- 

2  y- 
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l'on  a,  en  considérant  -7^5    .      ->    ._j_    comme  de  petites  quantités  du  premier 
ordre  et  négligeant  le  quatrième, 


A  =  A' 

12 

i    ' 

1 

I 

w 

f'i'l 

r^v\ 

B  =  B' 

+  -S'| 

12 

(^ 

1 

4-  ■ r 

I 
H r 

C-=C 

12 

(^ 

I 
iH 7 

2 

+    — r 

(5) 


Appliquons  ces  formules  à  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati  ;  nous  aurons,  en 
désignant  par  a  le  rayon  équatorial,  par  b  le  rayon  polaire,  par  e  =  ^^  ~ —  l'ex- 
centricité et  enfin  par  cp,  ç,  et  Ça  les  angles  formés  avec  l'équateur  par  les 
normales  à  la  surface  aux  points  A,  B,  C, 

I    (i  —  e^sin-cp)^ 1         e-cos2  9 

rr'  a^(i  —  e^)  a^  a^  ''■'  • 

k 

de  sorte  que  les  formules  (5)  deviendront 

S'  S' 

A  =:  A' +  75-^  H- e^ -(2C0S2O+      C0S2qp,H-       008  2  0,)» 

S'  S' 

(6)  I    B  =:  B'+  Ti— T  +  ^" ;(      C0S2Û  +  2  COS2O1 -t-      C0S2G},), 

^  1  ôa^  i2a^  ^  ^ 

S'  S' 

C  =  C  4-  TT-T  4- <^^ i(      C0S20H-      C0S2©.  +  2  C0S2O2)- 

On  a  négligé  les  quantités  de  l'ordre  de  eM  -  j  >  eM  -  j  j  eM  ^  j  . 

On  voit  ainsi  qu'en  appliquant  les  formules  (i)  de  Legendre  avec  R  =  «,  on 
ne  commettra  que  des  erreurs  très  faibles,  surtout  en  France  où,  la  valeur 
moyenne  de  cp  étant  voisine  de  45°,  les  valeurs  de  cos2(p,  cos2cp,  et  cos2^2  sont 
petites.  On  pourra,  du  reste,  dans  le  cas  de  très  grands  triangles,  appliquer  les 
formules  (6)  sans  rencontrer  de  difficulté. 

Dans  la  pratique,  surtout  quand  il  s'agit  d'un  grand  pays,  on  mesure  plus 
d'une  base;  les  autres  servent  de  contrôle.  En  chaque  sommet,  on  observe  tous 
les  signaux  visibles,  de  sorte  qu'il  y  a  finalement  des  données  surabondantes. 
Il  faut  les  combiner  suivant  les  règles  du  Calcul  des  probabilités,  de  manière  à 
atténuer  le  plus  possible  dans  les  résultats  l'influence  des  erreurs  d'observation  ; 
de  là  un  travail  considérable  pour  obtenir  ce  qu'on  appelle  le  réseau  compensé, 
travail  nécessaire  quand  on  réfléchit  à  la  faible  longueur  des  bases,  d'où  il  faut 
en  somme  conclure  les  dimensions  du  globe  terrestre. 
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152.  Dimensions  de  la  Terre  conclues  des  longueurs  de  deux  arcs  de 
méridien.  —  Soit^  la  longueur  d'un  arc  de  méridien,  donc  d'un  arc  d'ellipse, 
compté  à  partir  d'un  point  fixe  jusqu'à  un  point  quelconque  où  la  normale  fait 
avec  le  grand  axe  un  angle  égal  à  cp.  On  a,  comme  on  sait, 


ds 

___                   a'-b^ 

d^ 

3. 

(a^  cos^cp  4-  b-  sin^<p)- 

Nous  poserons 

(7) 

a}  ---  b'-{i  +  s), 

d'où 

£  — 

i  —  e- 

c-  =r z^  c  —  e"^  -h ...  ; 

14-  e 


il  Viendra 

ds  *  -  ^ 

—  z=  a(i -H  £)*(i  +  scos^o)   '. 

On  peut  développer  le  second  membre  suivant  les  puissances  de  £,  qui  est  une 
petite  quantité,  environ  y^;  en  négligeant  £'  et  remplaçant  les  puissances  de 
cos^tp  par  leurs  expressions  en  fonction  de  cos2(p  et  de  cos49»  on  trouve 


ds  V         I  i3   .,       /3  9    ,  , 

—    a\  I  —  T  £  -4-  ;rr  £   —     -7  £ ^  £      COS  2  ©  -r 


d<^  L         4  64  \4  '6 


^£'cos4?J 


En  intégrant,  on  obtient,  pour  la  longueur  de  l'arc  de  méridien  aux  extrémités 
duquel  correspondent  les  valeurs  9'  et  9"  de  9, 


j  (sin2  9"— sinacp')  4-  -v^£^(sin/i9"—  sin49')    • 


(8)  ,  ,, 
/  3  9    o 

Il  convient  d'introduire  la  latitude  moyenne  9  de  l'arc  considéré  et  son  ampli- 
tude m  par  les  formules 

(9)  9"4-cp':=29,         9"— 9'=  m; 
il  vient  alors 


(10)    s  =^  a 


I  —  y  e  -\-  -pr^£'j  m  —  I  -£ ^^£"-  i  sin/«  ces 2 9  4 ^£-sin2/«  ces 4 9    ; 


I  i3 


il  serait  facile  de  compléter  cette  formule  si  l'on  voulait  tenir  compte  des  termes 

en  £%  £\  ... 
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Supposons  que  l'on  ait  mesuré  un  second  arc  de  méridien,  auquel  correspon- 
dent les  quantités  5^,,  o,  et  m,  ;  on  aura  donc 


(il)    5,  =  a 


I  I  —  7  s  4-^  £-  1  /«i —  Ijs  —  ~  £- 1  sin/Wi  CCS 291 H s^  sin2mi  ces 491 


Les  équations  (10)  et  (1 1)  serviront  à  calculer  les  inconnues  a  et  £.  On  peut 
les  résoudre  par  des  approximations  successives,  en  laissant  de  côté,  pour 
commencer,  les  termes  du  second  ordre.  On  a  ainsi 


s  =z  a  i  I  —  -  £  I  m  —  j  aesiiï/n  ces 2 9, 

I   \  3        . 

4  /  4 


ce  que  l'on  peut  écrire  aussi 


a  -h  b  ^  a  —  b    . 

m  —  6 sinm  COS29, 


2 


a  -\-  b             ,,  a  —  b    . 
,  5,= /«i — 6 sinmiCOS2  9i. 

Enfin,  lorsque  les  amplitudes  ne  sont  pas  grandes,  on  peut  simplifier  encore 
en  remplaçant  sinm  et  sinm,  par  m  et  m,  ;  les  deux  dernières  équations  donnent 
alors 


a  —  b 

I 
~  3 

s           Si 

m       mi 

s 
,         —  CCS  29.— 
a  ~h  b        m           ^ 

•^1 
—  COS29 

2 

COS291—  COS29 

2                  COS29,— 

COS29 

—  (1  +  3cos29,) 

!-(H-  3  C0S2©) 

lHi 

' 

3(cos29 

—  COS29) 

. 

s 

Si 

4                m 

/w, 

—  ces  2  ©t COS  2  9 

m  '         nii  ^ 

Quand  on  combine  ainsi  deux  à  deux  les  arcs  mesurés  jusqu'ici,  on  obtient  des 
valeurs  très  différentes  des  inconnuesaets.  Cela  tient  d'abord  aux  erreurs  d'obser- 
vation, ensuite  à  celles  que  l'on  commet  sur  les  latitudes;  car  les  triangulations, 
y  compris  les  mesures  de  bases,  sont  tellement  précises  aujourd'bui  qu'on  doit 
les  regarder  comme  très  exactes.  Mais  la  cause  principale  des  différences  signa- 
lées tient  à  des  anomalies  locales  du  géoïde,  causées  par  l'attraction  des  parties 
irrégulières  de  l'écorce  terrestre;  il  suffit,  par  exemple,  qu'en  vertu  de  ces 
attractions,  l'amplitude  m  soit  trop  forte  ou  trop  faible  de  2"  à  3",  pour  que  cela 
produise  sur  les  éléments  de  rellipsoïdè  des  variations  considérables. 
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153,  Dimensions  de  la  Terre  conclues  de  l'ensemble  des  arcs  de  méri- 
dien. —  On  a  été  amené,  en  présence  des  divergences  que  nous  avons  indi- 
quées, à  combiner  entre  elles  toutes  les  mesures  d'arc  de  méridien,  afin  d'en 
déduire  un  résultat  plus  exact. 

On  tire  de  la  formule  (lo) 

cp" —  cp'z=:  (  I  +  -£  —  ^  £^  )  — ^"  7  (s £^  )  sinm  COS29 ^e^  sin2/w  cos 4 as- 
soient ««  et  £0  des  valeurs  assez  approchées  de  a  et  £,  a^-\-  Ba^,  i^-h  §£„  ^^s 
valeurs  exactes,  cp'„  +  ^'  =  cp',  (^"^ -h  oc"  =  c^"  les  angles  formés  avec  l'équateur 
de  l'ellipsoïde  par  les  normales  menées  à  cette  surface  aux  deux  points  où 
elle  est  percée  par  les  verticales  des  extrémités  de  l'arc  considéré.  Les  quantités 
x'  et  x"  seront  petites;  nous  pourrons  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons  dit  plus 
haut,  négliger  l'erreur  de  s.  La  dernière  équation  nous  donnera,  en  laissant  de 
côté  quelques  termes  d'une  importance  minime, 


9o  —  ?o -+-  ^  —  ^  =  l  I  "^  4^0""  6^^V  ô'o  "^  4  V"~"  2   °)  sin''^cos29 
(12)    /  ^eg  sinam  cos49  —  (  r  4-^  £0) -^^«0 

[(  7  —  7r-£o  )  —  +  y  sinm  CCS 2 cp  —  TrrÊo  sin2mcos49    àso; 
V4       32     /ao       4  64  ^J 

«p'o  et  cp'o  sont  les  données  immédiates  de  l'observation,  cp  et  w  sont  calculés  par 
les  relations 

cp-?4^.         „,  =  ,;_,;. 

La  relation  (12)  est  de  la  forme 

a:"—a;'=A'-ï-Wdao+e'dso, 

où  A',  iJl)',  b'  sont  des  quantités  connues.  Pour  avoir  des  nombres  comparables 
et  faciles  à  manier,  on  pourra  faire,  si  ««  ^t  s  sont  exprimés  en  mètres, 

,         iooooeo  =  ^'; 


1000 


ce  qui  permettra  d'écrire 

(i3)  ^"— a''=A'+B'«  +  C'('. 

Cela  ])osé,  considérons  la  méridienne  de  France  et  celle  d'Angleterre;  elles 
ont  été  réunies  par  une  jonction  faite  sur  le  Pas  de  Calais  et  ne  forment  réelle- 
ment qu'un  seul  arc  (')  de  22°  10'  s'étendant  de  Fermentera,  dans  les  Baléares, 

(1)  Grâce  à  la  jonction  faite  récemment  entre  l'Algérie  et  l'Espagne,  par  des  triangles  de  70  lieues 
de  côté,  dont  un  sommet,  Mulhacén,  est  situé  à  3550™  d'altitude  sur  la  plus  haute  montagne  de  l'Es- 
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à  Saxaford,  dans  les  îles  Shetland.  Nous  ferons  intervenirnon  seulement  les  lati- 
tudes des  extrémités,  mais  encore  celles  d'un  certain  nombre  de  points  intermé- 
diaires, Montjouy,  Barcelone,  Carcassonne,  le  Panthéon,  Dunkerque,  etc.,  qui 
ont  été  déterminées  avec  soin,  en  tout  quinze  points;  cp'„  +  £r',  ç'^-i-a?",  o™-l-^"',  ... 
désigneront  les  angles  formés  avec  l'équateur  de  l'ellipsoïde  par  les  normales 
aux  points  qui  correspondent  à  Formentera,  Montjouy,  Barcelone,  etc.  Les  lon- 
gueurs des  arcs  de  méridien  qui  séparent  les  parallèles  de  toutes  les  stations 
de  celui  de  Formentera  peuvent  être  supposées  connues  par  la  triangulation. 
Nous  aurons  donc  quatorze  équations  du  type  (i3),  savoir 

(«)  1  ;r"'=:a^'+A"+B"«+CV, 


Nous  avons  en  second  lieu  le  grand  arc  russe  de  25^20'  (t'o^r  l'Ouvrage  inti- 
tulé :  Arc  de  méridien  de  iS°  20'  entre  le  Danube  et  la  mer  Glaciale,  mesuré  de- 
puis iSi6jusquen  iS55par  W.  Struve).  Treize  latitudes  ont  été  mesurées.  Nous 
mettrons  aux  lettres  des  indices  i  et  nous  conviendrons  que  x\  se  rapportera  à 
la  station  la  plus  australe.  Nous  aurons  donc  douze  équations  de  la  forme 

/  x\  =  x\  -\-  A',  -I-  B'j  II  -h  C'i  V, 

(  a,  )  <  =  ^\  +  a;  4-  b;  u  -h  c;  v. 


x\  = 

X', 

+ 

a; 

-f- 

b; 

w  + 

c; 

V, 

<= 

x\ 

4- 

A'; 

+ 

b; 

WH- 

c; 

V, 

Vient  ensuite  l'arc  indien,  de  23^50',  avec  quatorze  latitudes  mesurées.  La 
correction  oc.^  se  rapporte  à  la  station  la  plus  australe,  Kudankulam,  dont  la  lati- 
tude est  de  8°  12'.  Cet  arc  donne  le  troisième  groupe  d'équations 


(«0 


Ce  sont  là  les  trois  grands  arcs  qui  jouent  dans  la  solution  un  rôle  prépondé- 
rant. 11  y  a  ensuite  des  arcs  plus  petits  :  celui  du  cap  de  Bonne-Espérance,  dont 
l'amplitude  est  de  4**37';  celui  du  Pérou,  dont  une  des  extrémités  est  presque 
exactement  à  l'équateur,  avec  une  amplitude  de  3*^7',  etc.  Il  s'agit  maintenant 

d'utiliser  les  systèmes  d'équations  (a),  («,),  («2)» Bessel  et  Clarke  après 

lui  posent 

\]  —  x"-  +  x"^  +  .  .  .-^  x'^  +  x'\^^...  +  x'^+x"^  +  ...  ; 

en  vertu  des  relations  («),  {a^),  (a.,),  . . . ,  U  est  une  fonction  du  second  degré 

pagne,  l'amplitude  de  cet  arc  va  être  portée  à  28°.  Cette  belle  opération  a  été  exécutée,  pour  la  France, 
par  le  regretté  général  Pcrrier  et,  pour  l'Espagne,  par  le  général  Ibanez,  aujourd'hui  marquis  de 
Mulhacén. 
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des  inconnues  w,  ç,  x\  x\,  x'.^,  ...  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  de 
ces  relations,  et  l'on  détermine  les  inconnues  par  la  condition  que  U  soit  un 
minimum,  ce  qui  entraîne  les  conditions 


<?u 

^U 

d\^ 

d\} 

dV 

-  --  —  o. 

-^:—  —  O. 

-T ,     ~^     O, 

—  o, 

-T— r   — '■  O, 

du           ' 

dv 

dx' 

dx\ 

d^; 

On  obtient  ainsi  des  équations  du  premier'degré  dont  le  nombre  est  égal  à  celui 
des  inconnues;  les  voici: 


(•4) 


(.5) 


B'a;"  +  B"^'"+. . . --h  B',  ic",  +  B';  ^7 -+- . .  .^-  b;^'; +  b;^2  + . . .  =  o, 

/   x'  +  j:"  +  x'^-h  .  .  .  :=  o, 
)  jr'i  -\-  a:'[  -h  x"î  -h  .  .  .  =  O, 
"2  +  ^'2  +  ^"  +  .  .  .  =  o, 


Pour  justifier  ce  procédé  et  introduire  en  même  temps  plus  de  symétrie, 
désignons  par  x,  Xf,  x^,  ...  de  nouvelles  inconnues,  par  exemple  les  moyennes 

des  erreurs  x  qui  figurent  dans  chacun  des  systèmes  (a),  (a,), Ces  systèmes 

peuvent  alors  s'écrire  sous  cette  forme  symétrique 

f  œ'  =a:  +  A  +    B  M  +    C  c, 

\  x"  =  x-hA-{-A'-h{B  +  B')u  +  {C-hC')v, 
'  x''^  œ  -h  A  -h  A"  -i-  (B  +  B")  u  -+■  {C  +  C")  V, 


et  ainsi  de  suite.  En  égalant  à  zéro  les  dérivées  de  U,  prises  par  rapport  à  u,  v, 
X,  Xf,  X.2,  .. .,  on  retombe  sur  les  équations  (i4)  et  (i5);  on  voit  ainsi  que  le 
choix  des  inconnues  x,  .r,,  ...  est  indifférent  et  qu'on  peut  prendre  x  =  x', 

x,  =  x\, Les  équations  (i4)  et  (i5),  combinées  avec  les  relations  («),  («,), 

(«a),  . . . ,  donneront  toutes  les  inconnues  et  toutes  les  erreurs. 

Clarke  (0  ^  ^^'^  ^^  calcul  avec  quatorze  équations  de  l'arc  anglo-français, 
douze  de  l'arc  russe,  treize  de  l'arc  indien,  quatre  de  l'arc  du  Cap,  une  de  l'arc 
du  Pérou.  Il  y  a  joint  six  équations  provenant  de  la  mesure  d'un  arc  de  parallèle 
dans  l'Inde  (on  peut  utiliser  les  arcs  de  parallèle  comme  les  arcs  de  méridien, 
en  faisant  de  bonnes  mesures  des  différences  de  longitude),  et  il  a  obtenu  des 
valeurs  de  m  et  p  d'où  il  a  déduit  les  valeurs  de  a  et  de  l'aplatissement.  Cette 
dernière  valeur,  que  nous  rapporterons  seule,  est 


293,46  ±  1,07 


C)   Foi>  Clarke,  Geodesj,  p.  3i6;  1880. 


—  2,6 

et 

+  4,5 

—  3,o 

et 

+  3,9 

-3,7 

et 

+  4,5 

-4,0 

et 

+  4,5 

—  0,6 

et 

+  1 ,0 

—  0,6 

et 

+  0,6 
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Nous  ne  donnerons  pas  le  Tableau  des  valeurs  numériques  des  quantités  x'\ 
x\  . . . ,  x\,  ...  ;  nous  nous  bornerons  à  dire  qu'elles  sont  comprises  entre 

"  Il 

4,5     pour  l'arc  anglo-français, 

»  russe, 

»  indien  (arc  de  méridien), 

»  indien  (arc  de  parallèle), 

»  du  Cap, 

»  du  Pérou. 

Bessel  (  '  ),  avec  des  données  moins  nombreuses,  surtout  pour  les  arcs  russe  et 
indien,  avait  trouvé  antérieurement,  en  tenant  compte  aussi  des  petits  arcs  de 

Prusse,  du  Hanovre  et  du  Danemark,  la  valeur ^  pour  l'aplatissement. 

Enfin  M.  Airy  (^)  avait  obtenu  par  les  arcs  connus  alors,  mais  en  ne  faisant  inter- 
venir que  les  latitudes  de  leurs  extrémités,  5^- 

^  299,33 

154.  Examen  critique  des  résultats  précédents.  —  Il  n'est  pas  douteux 
que  les  dimensions  de  l'ellipsoïde,  déduites  de  l'ensemble  des  mesures  d'arc 
de  méridien,  ne  soient  plus  exactes  que  celles  auxquelles  conduirait  la  compa- 
raison de  deux  arcs,  aussi  éloignés  l'un  de  l'autre  qu'on  pourrait  les  prendre. 
Toutefois  il  y  a  lieu  de  dégager  ce  qui  est  nettement  démontré. 

Est-il  prouvé  d'une  manière  indiscutable  qu'il  existe  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion voisin  partout  du  géoïde,  et  tel  que  les  normales  à  cet  ellipsoïde  fassent 
avec  les  verticales  correspondantes,  observées  dans  les  diverses  stations,  les 
petits  angles  x\  x" ,  . . . ,  x\,  x\,  ...  dont  nous  avons  fait  connaître  seulement 
les  limites  numériques  pour  les  arcs  principaux? 

Nous  ne  le  pensons  pas.  Voici,  croyons-nous,  ce  qui  est  bien  démontré  :  il 
est  possible  de  tracer  trois  arcs  détachés  d'une  même  ellipse  s'adaptant  chacun 
assez  bien  avec  chacun  des  trois  grands  réseaux  anglo-français,  russe  et  indien, 
parla  condition  que,  dans  les  trois  cas  et  d'après  les  relations  (i5),  la  somme 
algébrique  des  écarts  entre  les  normales  aux  arcs  d'ellipse  et  les  verticales  cor- 
respondantes soit  nulle.  Mais  il  n'est  pas  prouvé  qu'en  supposant  les  trois  arcs 
dans  un  même  plan  méridien,  ce  que  l'on  peut  concevoir  pour  simplifier,  ces 
trois  arcs  ainsi  placés  se  trouvent  encore  actuellement  sur  une  même  ellipse. 
En  effet,  l'orientation  du  grand  axe  de  l'ellipse  à  laquelle  appartient  le  premier 
arc  et  la  position  de  son  centre  dépendent  de  la  quantité  x' .  Si  l'on  pouvait  pro- 
longer réellement  cet  arc  jusqu'au  second,  la  déviation  x\  en  résulterait;  on 


(•)  Astronoin.  Nachr.,  t.  XIV,  iSSy,  et  Ahhandlungen,  t.  III. 
(*)  Encjclopeclia  metropolitana,  i83o. 

T.  -  II.  43 
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n'avait  donc  pas  le  droit  de  supposer  a  priori  x\  indépendant  de  x'  \  dès  lors,  on 
ne  peut  plus  partir  de  la  relation 

x\  +  x'\  +  x'I  +  .  .  .  rr  o, 

qui  permettait  de  compenser  les  écarts  pour  le  second  arc  et  d'atténuer  leurs 
valeurs  absolues.  Il  semble  que,  pour  arriver  à  une  solution  réellement  satis- 
faisante, il  soit  nécessaire  de  rattacher  les  arcs  les  uns  aux  autres  par  une  trian- 
gulation continue. 

Un  autre  point  est  à  considérer  :  les  trois  grandes  mensurations  dont  on  a 
parlé  n'embrassent  guère  que  la  sixième  partie  de  la  surface  de  l'hémisphère 
nord.  Si,  dans  son  ensemble,  le  géoïde  peut  être  assimilé  à  un  ellipsoïde  de 
révolution,  il  est  vraisemblable  qu'en  raison  des  irrégularités  de  la  croûte  ter- 
restre et  de  l'inégale  distribution  des  continents  et  des  mers,  cela  ne  puisse  pro- 
venir que  d'un  effet  de  compensation;  or  on  n'est  pas  certain  d'obtenir  cet  efTet 
avec  des  mesures  faites  sur  le  douzième  de  la  surface  totale  de  la  Terre.  D'autre 
part,  il  ne  semble  pas  qu'on  soit  exactement  dans  les  conditions  où  l'on  peut 
appliquer  les  règles  de  la  méthode  des  moindres  carrés.  Pour  toutes  ces  raisons, 
nous  croyons  que  l'erreur  probable  ±  1,07,  qui,  dans  l'Ouvrage  de  Clarke,  ac- 
compagne le  dénominateur  293,46  de  l'aplatissement,  n'est  nullement  certaine 
et  peut  être  bien  plus  élevée. 

Pour  déterminer  avec  précision  les  éléments  de  l'ellipsoïde,  il  existe  une 
autre  méthode  qui  permet  d'utiliser  non  seulement  les  chaînes  de  triangles 
alignées  suivant  les  méridiens  ou  les  parallèles,  mais  toutes  les  triangulations 
et  notamment  l'ensemble  du  réseau  gigantesque  qui,  grâce  aux  efforts  de  V Asso- 
ciation géodésique  internationale,  recouvre  déjà  presque  toute  la  surface  de 
l'Europe.  Cette  méthode  exige  tout  d'abord  la  solution  du  problème  suivant, 
que  l'on  peut  considérer  à  bon  droit  comme  fondamental  en  Géodésie  : 

On  donne  la  longueur  MM'=:  s  d'un  arc  de  ligne  géodésique  d'un  ellipsoïde 
de  révolution,  la  longitude  et  la  latitude  du  point  M  ainsi  que  l'azimut  en  M, 
c'est-à-dire  l'angle  formé  par  MM'  avec  le  méridien  du  point  M.  On  demande  de 
calculer  la  longitude  et  la  latitude  du  point  M',  ainsi  que  l'azimut  de  la  ligne 
géodésique  en  ce  point. 

La  solution  rigoureuse  de  ce  problème  a  été  donnée  par  Jacobi  à  l'aide  des 
fonctions  elliptiques  (Jacobi' s  Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  419;  t^oiV aussi  Halphen, 
Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  II,  p.  286).  La  question  avait  été  traitée  anté- 
rieurement par  Legendre  d'une  manière  approchée  (Mémoires  de  l'Institut 
pour  1806),  en  ayant  égard  à  ce  que  l'excentricité  des  méridiens  terrestres  est 
faible  et  négligeant  ses  puissances  à  partir  d'un  certain  ordre.  Le  Mémoire  de 
Legendre  est  encore  aujourd'hui  très  important,  et,  si  l'on  poussait  un  peu  plus 
loin  les  calculs,  il  pourrait  répondre  actuellement  à  tous  les  besoins  de  la 
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Science.  Nous  allons  démontrer  rapidement  les  résultats  les  plus  importants 
contenus  dans  ce  Mémoire. 

155.  Lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  de  révolution.  --  Considérons 
d'abord  une  surface  de  révolution  quelconque  et  prenons  l'axe  de  révolution 
pour  axe  des  z.  Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  {fig.  22) 
d'une  ligne  géodésique,  a  la  longueur  de  cette  ligne  comptée  d'un  point  fixe  M 

Fis.  22. 


jusqu'en  N.  Si  nous  écrivons  que  la  normale  principale  qui  coïncide  avec  la 

normale  à  la  surface  rencontre  0^,  nous  trouvons 

» 

, dv  ,  dx 

xd-i-  —  Y  d-j-  =:o: 
dG       -^      dz  ■ 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire, 

X  dy  —  y  dx  =:  C  da. 

Soient  u  la  distance  du  point  N  à  l'axe  Os,  9  l'angle  que  fait  le  méridien  PN 

avec  le  méridien  initial  PM,  P  désignant  le  point  où  la  surface  est  percée  par  O5. 

Nous  aurons 

X  dy  —  y  dx  =  a*  do 

et,  par  suite, 

(16)  M*  ûfop  =3  C  rf(T. 

Soit  n'angle  que  fait  en  N  la  ligne  géodésique  avec  le  méridien  de  ce  point;  si 
l'on  prend  un  point  infiniment  voisin  N'  et  que  l'on  mène  l'arc  de  parallèle  N'H, 
le  triangle  infinitésimal  NN'H  donne 

«  f/o  =  N'  H  3=  dts  sin  i, 

de  sorte  que  l'équation  (16)  peut  s'écrire 

(17)  «sin«  =  C, 

ce  qui  exprime  une  propriété  commune  aux  lignes  géodésiques  de  toutes  les 
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surfaces  de  révolution.  Soit  ^/o-'^NH  l'élément  d'arc  du  méridien;  on  a 

cW  ^=^  da  cosi, 

et,  en  éliminant  «entre  les  deux  dernières  relations,  il  vient 

(l8)  d,7=.±—^=^.d<j\ 

slii'—O 
après  quoi  la  relation  (i6)  donne 

(iq)  fi?9  =  ± —  _  d(j' . 

Les  formules  (17),  (18)  et  (19)  conviennent  à  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion; dans  chaque  cas  particulier,  on  pourra  exprimer  u  et  ch'  en  fonction 
d'une  seule  variable  et  de  sa  différentielle. 

Lorsque  le  méridien  est  une  ellipse  d'axes  ia  et  ih,  les  coordonnées  du 
point  N,  rapportées  aux  axes  de  l'ellipse,  seront  «cost  et  ^sinx,  t  désignant 
l'anomalie  excentrique  au  point  N.  On  aura  donc 


et  les  formules  (iG),  (17)  et  (18)  deviendront 


,  I cû  sin^T  +  b^  cos^T  , 

(20)  da  =  —a\/ ; ^ — cosTrfT, 

/      \  C      c?a 

(21)  acp 


a^  cos-T 
.    .  C 

(22)  SinfCOST  :=^  —' 

a 

On  est  donc  conduit  à  des  intégrales  elliptiques.  Soit  t  la  latitude  du  point  N,  ou 
l'angle  que  fait  avec  l'équateur  la  normale  au  point  N;  on  aura 

d(aco?,T) 

tang<=—  -T77 — r— ^J 

"  d{b  sinr) 

(23)  lang^  = -tangT,        tangT:=  -  tang«. 

Legendre  appelle  t  la  latitude  réduite  du  point  N. 

156.  Du  triangle  formé  par  la  ligne  géodésique  qui  joint  deux  points 
très  rapprochés  et  par  leurs  méridiens.  —  Legendre  considère  plus  généra- 
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lement  les  triangles  formés  par  deux  méridiens  et  une  ligne  géodésique  de  lon^ 
gueur  quelconque;  mais,  dans  la  pratique  de  la  Géodésie,  la  longueur  de  cette 
ligne  est  toujours  une  petite  fraction  de  a  ou  de  6  :  c'est  le  seul  cas  que  nous 
considérerons.  Soient  {^fig-  22)  PMM'  le  triangle  en  question,  MM'  =  ^,  /et/' 
les  latitudes  de  M  et  M',  \  et  X'  les  latitudes  réduites  correspondantes,  v  et  v' 
les  valeurs  de  /  ou  les  azimuts  en  M  et  M',  ^  =  MPM'la  différence  des  longitudes 
des  points  M  et  M'.  Voici  le  problème  à  résoudre  : 

Qp. ^2 

On  donne  a,  b,  z  =  — j-^ — ,  les  quantités  l  ei  v  qui  se  rapportent  au  point  M 
et  la  longueur  s-,  il  faut  calculer  /',  v'  et  ^  qui  concernent  le  point  M'. 

Jacobi  est  parti  des  formules  rigoureuses  (20),  (21)  et  (22),  et  il  a  exprimé 
les  inconnues  au  moyen  des  fonctions  0  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
Nous  nous  bornerons  à  une  approximation  qu'il  sera  facile  de  pousser  plus  loin, 
de  manière  à  satisfaire  complètement  aux  besoins  de  la  Géodésie.  Soient  X  et  V 
les  latitudes  réduites  des  points  M  et  M';  on  aura  d'abord,  d'après  (28), 

(I)  tangX=  -  tang/,        lang/'=: -7  langX'. 

Cela  posé,  nous  allons  développer  les  différences  \'  —  "k,  v'  —  v  ei^]^  en  séries 
suivant  les  puissances  de  t  et  de  e;  cette  dernière  quantité  est  petite  et  voisine 
de  -F-;  nous  négligerons  £%  comme  l'a  fait  Legendre.  t  serait  égal  à  -r-  envi- 
ron si  la  longueur  de  s  était  de  40''™  environ  :  la.distance  de  deux  stations  géo- 
désiques  est  souvent  de  cet  ordre  de  grandeur.  Nous  avons  vu  cependant,  no- 
tamment en  parlant  de  la  jonction  de  l'Espagne  et  de  l'Algérie,  qu'on  rencontre 

des  côtés  beaucoup   plus  grands.  Nous  négligerons  seulement   (j\  ,   Ij)  s, 
j  j  £^.  Nous  partirons  de  la  formule  (20),  d'où  nous  tirerons 


(24) 

dcr  ~ 

Y-x'- 

C^ 

'^        \/i-he\' 

en  posant 

X  =  sinr. 

D'après  la 

relation 

( 

22), 

on  aurf 

i 

(25) 

C 
a 

=  sinp  cosX. 

d^\         d^X. 
Nous  allons  calculer  -^-y  et  -ty  en  partant  de  la  formule  (24);  nous  trou- 
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verons  sans  peine 


rf^X         '^H'~«^/x 


d<7^  (I  +  £X2)2         b^ 

[        C^ 

^^'  (i  +  sX^'r 

Au  point  M  nous  obtiendrons,  avec  la  précision  mentionnée, 


\        a')    i-3£X^  ^  /^       -.,       C*"" 

,    -Y2\2  ^  V  « 


/ûfX\  cosAcosf  cos>iCost'/        I      .  „-       3  „   .   ,, 

\da  )^  6v/i  +  £sinn  ^         V        2  8 

( -^  )  = p-  Li  -+-  £(i  —  2  sin^X  —  sm2(^  cosU)], 

^*X\        cosXcosi' 


d&' J^~         b'^ 
La  formule  de  Taylor  nous  donnera  ensuite 

v_v  f^^\         <jWd^\\         crV<^X\ 

X-Xo+a(^^j^+-(^^j^+-(^-— j^; 

d'où,  en  remplaçant  Xo  par  sinX  et  les  dérivées  de  X  par  leurs  valeurs  précé- 
dentes, 

i  sinT=:  sin>i  —  rCosX  cosp  (  i £sin->  4-  7r£*sin*X  ) 

1  b  y        2  8  / 

(26)     I  ^  ^  -^  ^ 

(  (I)  sin>i[n-£(cos^Xcos2c— sin2>.)]  + ^  (  ^  j  cosXcosp. 

On  en  tirera  cos^'t,  que  l'on  reportera  dans  la  formule  (21),  et,   en  dévelop- 
pant, on  trouvera  sans  peine 


ces 


.  d(û       sint^  r           a          .            /         i      .   „-\ 
A-^=^ I  —  2  y  lang/i  CCS p  (  I £  sin^ A  1 


On  peut  intégrer  sans  ajouter  de  constante,  car,  pour  g  =  o,  9  —  0;  nous 
appliquerons  immédiatement  au  point  M' la  formule  ainsi  obtenue,  ce  qui  nous 
donnera,  en  remplaçant  a  par  Z>  y/i  -}-  £  : 

tpcosX^  7  sin(^  I  I £  H-  ^sM  —  (jj  sint-  cosp  tang).  (  i  —  £  -1-  -  £  cos^Tij 

(II)      {  3  ^  /  V      /  ^  V  2  / 

-f-  (v  )  sin^-  cos^i^Z  ^  4-  tang^X  j  —  ^  (  7  )  sin^t^  tang*}^. 
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La  formule  (26),  appliquée  au  point  M',  donne 

s        ^  /         I      .   „^       3 


sin>.'  — sinÀ  —  -rCOsX  cost'  (  i e  sin^X  4-^5^  sin*X 

b  V        2  8 


— -(^)  sinX[i-^£(cosUcos2f  — sin^X)]  +  -  (  y  j  cosXcosp. 

On  posera  V  =  X  +  y],  et  l'on  trouvera,  en  négligeant  y]\ 

sinX(i Y)M  H- cosX  (m  — -Y)M  =  le  second  membre  précédent. 

On  tirera  de  là  y],  au  degré  de  précision  voulu,  par  des  approximations  succes- 
sives. Le  résultat  du  calcul  est  le  suivant  : 


(III) 


X'=  X  —  y  cos(>  (  I £  sin^X  H-^e^sin^X  j (  t  )  sin^^'  tangX(i  —  esin^X) 

ij\  e  cos^c^sinXcosX  +  -  (  y  j  sin^i^costM -^ -h  lang^X  j. 


La  formule  (23)  donne  ensuite,  quand  on  l'applique  aux  points  M  et  M', 

sin p  cosX  =  sin  p'  cosX', 
d'où 

sinp'       cosX  cosX  cosX 


sint-        côsX'       cos(XH-yj) 

'  COSi 


;X  (  I Tfi^  j  —  sinX  (y)  —  â"^^) 

On  fera  v'  —  v  -\-l^,  d'où 


,__lç2^colpk  — ^ÇM  = 


I Y]2  — tangX  (  Y)  — -Yi^ 

on  remplacera  t]  par  sa  valeur  précédente,  on  développera,  et  l'on  obtiendra  "C, 
par  des  approximations  successives.  On  trouve  ainsi 


V  z—  V  —  -  sin  1 
0 


idangX  (  I £  sin^X  +  ô£^  sin^X  | 

(  T  )  sin  p  cos  p  (  -  +  tang^ X  —  £  tang^  X  j 
(IV)  (  ^   ^    ^  ^^  ^ 

ô  ( -r  )  sin^PtangX  1  -  +  lang^X  j 
(  -7  j  sin (^  cos^  i>  langX  f  ^  +  tang^X  j • 

Les  formules  (I),  (II),  (III),  (IV)  résolvent  la  question;  elles  sont  dues  à 
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Legendre.  Nous  les  avons  démontrées  autrement,  afin  d'éviter  des  développe- 
ments inutiles  pour  le  but  que  nous  nous  proposions,  lequel  est  de  donner 
une  idée  des  formules  les  plus  importantes  de  la  Géodésie. 

On  voit  que,  si,  par  des  opérations  géodésiques,  on  forme  une  chaîne  de 
triangles  qui  joigne  deux  points  éloignés  A  et  B,  la  connaissance  de  la  longitude 
et  de  la  latitude  du  point  A,  de  la  longueur  et  de  l'azimut  du  premier  côté,  puis 
celle  de  la  longueur  et  de  l'azimut  des  autres  côtés  successifs  suffiront  pour  déter- 
miner, à  l'aide  des  formules  précédentes,  la  longitude,  la  latitude  du  point  B  et 
la  direction  azimutale  du  dernier  côté.  Les  quantités  ainsi  calculées  sont  les 
coordonnées  géodésiques  ;  on  pourra  les  comipsirer  àux  coordonnées  astronomiques 
du  même  point  B,  déterminées  directement  par  l'observation,  et  l'on  formera 
les  différences  astronomie  moins  géodésie,  qui  seront  généralement  très  petites 
et  auxquelles  on  donne  le  nom  d'attractions  locales.  Ces  attractions  locales  dé- 
pendent des  irrégularités  de  forme  et  de  densité  de  la  croûte  terrestre  dans  le 
voisinage  du  point  considéré,  lesquelles  entraînent  une  inflexion  de  la  normale 
du  géoïde;  mais  elles  varient  aussi  quand  on  modifie  les  dimensions  de  l'ellip- 
soïde qui  a  servi  de  point  de  départ,  de  sorte  qu'on  pourra  aussi  chercher  à 
vérifier  ces  dimensions  et  à  les  corriger  au  besoin  quand  on  disposera  de  don- 
nées suffisamment  nombreuses.  On  est  amené  ainsi  à  voir  quels  changements 
de  petites  modifications  des  éléments  ^  et  £  entraînent  dans  les  formules  (II), 
(III)  et  (IV);  on  attribuera  en  même  temps  de  petites  variations  aux  quantités 
{^,  X  et*.  En  somme,  il  suffit  de  différentier  totalement  les  formules  en  faisant 
varier  b,  £,  s,  v  et  X.  On  trouve  ainsi  des  formules  très  utiles,  obtenues  par 
Legendre,  mais  que  nous  ne  reproduirons  pas  parce  que  cela  nous  entraînerait 
trop  loin. 

La  comparaison  systématique  faite  dans  une  région  entre  les  coordonnées 
astronomiques  et  géodésiques  présente  un  grand  intérêt.  Elle  a  mis  en  évidence 
dans  certaines  localités  des  irrégularités  de  densité  dans  la  croûte  terrestre  que 
rien  ne  faisait  supposer.  C'est  ainsi  que,  dans  le  voisinage  de  Moscou,  sur  un 
parcours  de  80''™  dans  un  pays  de  plaine,  la  difTérence  entre  la  latitude  astro- 
nomique et  géodésique  varie  progressivement  de  —  8"  à  h-  8".  Tout  récemment, 
on  a  constaté  une  anomalie  du  même  genre,  moins  forte  cependant,  dans  les 
environs  de  Berlin.  On  a  supposé  que  cette  dernière  pouvait  être  causée  par 
la  présence  du  sel  gemme,  qui  existe  dans  ces  parages  en  couches  profondes,  et 
dont  la  densité  est  notablement  inférieure  à  celle  des  autres  roches.  M.  Helmert 
espère  publier  très  prochainement  le  tableau  systématique  des  déviations  de  la 
verticale  dans  presque  toute  l'Europe.  C'est  à  ce  moment  qu'on  pourra  chercher 
à  atténuer  ces  déviations  dans  leur  ensemble  par  une  nouvelle  détermination 
des  dimensions  du  globe  terrestre. 

157.  On  a  utilisé  les  déviations  de  la  verticale  produite  par  les  montagnes 
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pour  déterminer  la  densité  moyenne  de  la  Terre  :  la  (lifTérence  des  latitudes  de 
deux  stations  situées  sur  un  même  méridien,  au  nord  et  au  sud  d'une  montagne 
élevée  et  isolée,  sera  altérée  par  l'attraction  de  la  montagne.  La  perturbation 

contient  en  facteur  le  rapport  ^  de  la  densité  de  la  montagne  supposée  homo- 
gène à  la  densité  moyenne  du  globe.  On  aura  donc  à  procéder  à  cette  série  d'opé- 
rations : 

1**  Mesure  dans  les  deux  stations  des  distances  zénithales  méridiennes  d'un 
certain  nombre  d'étoiles,  les  mêmes  dans  les  deux  cas;  on  en  déduira  la  diffé- 
rence des  latitudes  astronomiques; 

2**  Opérations  de  Topographie  et  de  Géodésie  toutautourde  la  montagne,  pour 
trouver  la  différence  des  latitudes  géodésiques  et  en  même  temps  obtenir  le 
profil  et  la  forme  de  la  montagne;  on  connaîtra  ainsi  la  perturbation; 

3°  Calcul  de  l'attraction  ou  plutôt  du  coefficient  de  ^  dans  la  perturbation; 

d'après  la  connaissance  de  son  relief,  on  décompose  la  montagne  en  volumes 
élémentaires,  prismes,  pyramides,  etc.,  dont  l'attraction  est  connue; 

4^  Détermination  de  p;  c'est  une  question  de  Géologie  et  de  Minéralogie.  On 
peut  bien  obtenirJes  densités  des  roches  superficielles,  mais  on  est  réduit,  pour 
celles  des  parties  internes,  à  des  suppositions  plus  ou  moins  plausibles. 

Cette  méthode,  indiquée  d'abord  par  Newton,  a  été  appliquée  pour  la  pre- 
mière fois  par  Bouguer,  au  Pérou,  en  1737;  il  a  observé  de  part  et  d'autre  du 
Chimboraço,  montagne  qu'il  avait  choisie  en  raison  de  son  isolement  du  reste 
de  la  chaîne  des  Andes.  Le  résultat  a  été  peu  satisfaisant,  par  suite  d'une  inad- 
vertance commise  par  Bouguer.  Saigey  l'a  corrigé  (^Petite  Physique  du  globe, 
t.  II,  p.  1 5 1  ),  et  il  a  trouvé  A  =  4»6. 

Mîiskelyne  a  répété  en  1772  les  expériences  de  Bouguer  sur  le  Shehallien, 
montagne  d'Ecosse  qui  n'a  guère  plus  de  600™  de  hauteur,  mais  qui  présente 
l'avantage  d'être  complètement  isolée.  La  perturbation  a  été  trouvée  égale  à 
1 1",6,  et  l'on  est  arrivé  à 

^  =  9. 
P        5 

La  détermination  de  p  a  présenté  des  difficultés.  Playfair  s'est  arrêté  à  p  =  2,75 
et  il  en  a  conclu  A  =  4»95. 

Sir  H.  James  a  fait  des  observations  analogues  sur  une  montagne  voisine 
d'Edimbourg,  l'Arthur  Seat,  et  il  a  trouvé  A  =  5,3;  mais  il  convient  de  remar- 
quer que  la  perturbation  n'était  que  de  (\\\. 

Une  des  causes  qui  rendent  ce  procédé  peu  précis  est  l'ignorance  dans  la- 
quelle on  est  au  sujet  de  la  véritable  densité  des  diverses  parties  de  la  mon- 
tagne. C'est  sans  doute  ce  qui  avait  engagé  W.  Struve  à  proposer  d'observer 
des  deux  côtés  d'une  baie  ou  d'un  canal  comme  celui  de  Bristol  les  déviations 

T.  -  ir.  44 
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de  la  verticale  causées  par  la  marée  montante  :  la  masse  attirante  aurait  ici  une 
densité  bien  connue,  celle  de  l'eau  de  mer.  Mais  l'effet  produit  est  petit;  ainsi 
M.  Asaph  Hall  a  fait  le  calcul  pour  la  baie  de  Fundy  et  n'a  trouvé  qu'une  faible 
déviation  de  o",35.  Le  meilleur  procédé  pour  déterminer  A  paraît  être  encore 
celui  de  Gavendish,  surtout  avec  les  perfectionnements  apportés  à  son  appareil 
par  MM.  Cornu  et  Baille;  nous  avons  déjà  dit  que  ces  deux  savants  ont  obtenu 
A=  5,56.  Un  autre  procédé,  fondé  sur  l'emploi  de  la  balance  ordinaire,  a  été 
récemment  employé  par  M.  Jolly  et  par  M.  Poynting  {Bulletin  astronomique, 
t.  II,  p.  260). 

N'ayant  pu  donner  qu'un  aperçu  sommaire  des  problèmes  de  la  Géodésie,  nous 
renverrons  le  lecteur  curieux  d'approfondir  le  sujet  aux  Ouvrages  suivants  : 

AiUY.  —  The  figure  of  the  Earlh,  i83o. 

Gauss.  —  Untersuchungen  ûber  Gegenstànde  der  hôheren  Geodâsie,  i844-i847- 

Bessel.  —  Ueber  den  Einjluss  der  Unregelnidssigkeiten  der  Figur  der  Erde  aiif  geo- 
dâtisclie  Arbeiten,  iind  ilire  Vergleichung  mit  den  astronomischen  Destimmungen 
(Mémoires  publiés  par  Engelmann,  t.  III,  p.  19-41)' 

Hansen.  —  Geodàtische  Untersuchungen,  1 865- 1869. 

H.  Bkuns.  —  Die  Figur  der  Erde.  Berlin,  1878. 

YvON  ViLLARCEAU.  —  De  l'effet  des  attractions  locales  sur  les  longitudes  et  azimuts.  Ap- 
plication d'un  nouveau  théorème  à  la  détermination  de  la  vraie  figure  de  la  Terre 
{Journal  de  Liouville,  2"  série,  t.  XII,  p.  65-86;  1867).  —  Nouveaux  théorèmes  sur 
les  attractions  locales  et  applications  à  la  détermination  de  la  vraie  figure  de  la  Terre 
(Annexe  IV  aux  Comptes  rendus  de  l'Association  géodésique  internationale  pour  1875). 

W.  Jordan.  —  Jlandbuch  der  Vermessungskunde,  l.  I  et  II;  1877-1878. 

Helmert.  —  Die  mathematischen  und  physikalischen  Theorien  der  hôheren  Geodâsie, 
t.  I,  1880,  ell.  II,  1884. 

Cet  Ouvrage,  1res  complet,  très  riche  en  indications  bibliographiques,  est  indispen- 
sable à  celui  qui  veut  pénétrer  complètement  tous  les  détails  de  la  Science  actuelle. 

Pucci.  —  Fundamenti  di  Geodesia,  t.  I  et  II. 

Nous  appellerons  enfin  l'attention  sur  les  recherches  de  Laplace  {Mécanique 
céleste,  t.  II,  Chap.  V),  qui  ne  supposent  pas  que  la  surface  mathématique  de 
la  Terre  soit  de  révolution,  mais  admettent  seulement  qu'elle  diffère  peu  d'une 
sphère.  M.  0.  Bonnet  a  simplifié  l'analyse  de  Laplace  en  s'aidant  des  découvertes 
faites  depuis  dans  la  théorie  des  surfaces  ^Mémoire  sur  la  figure  de  la  Terre 
considérée  comme  peu  différente  d'une  sphère  {Annali  di  Matematica,  t.  II,  1859)]. 
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158.  Les  mesures  géodésiques  sont  très  peu  nombreuses  dans  l'hémisplière 
austral;  d'autre  part,  on  ne  peut  pas  en  faire  en  pleine  mer.  Il  y  a,  au  contraire, 
un  assez  grand  nombre  d'observations  du  pendule  faites  au  sud  de  l'équateur, 
et,  si  l'on  n'a  pas  encore  trouvé  le  moyen  de  déterminer  avec  une  précision  suf- 
fisante l'intensité  de  la  pesanteur  en  pleine  mer,  on  a  pu  l'observer  dans  plu- 
sieurs îles  isolées  au  milieu  de  l'Océan.  Le  pendule  apporte  donc  des  docu- 
ments importants  qui  permettent  de  compléter,  dans  une  large  mesure,  les 
données  de  la  Géodésie.  Aussi  ne  pouvons-nous  pas  nous  dispenser  d'en  parler. 
Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  corrections  délicates  et  nombreuses  qu'il 
faut  apporter  aux  observations  pour  en  déduire,  dans  chaque  station,  la  lon- 
gueur du  pendule  simple  qui  bat  dans  le  vide  la  seconde  sexagésimale  de 
temps  moyen,  et,  par  suite,  l'intensité  correspondante  de  la  pesanteur.  Rien  ne 
serait  plus  facile  que  de  déduire  l'aplatissement  et  la  longueur  du  pendule, 
sous  la  latitude  de  45",  d'une  série  d'observations  ainsi  corrigées,  si  la  surface 
physique  de  la  Terre  coïncidait  avec  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution;  car 
alors  on  pourrait  appliquer  la  formule  de  Clairaut,  et  l'on  n'aurait  plus  qu'à 
résoudre  par  la  méthode  des  moindres  carrés  un  certain  nombre  d'équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues.  Malheureusement,  il  n'en  est  pas  ainsi;  les 
observations  sont  faites  sur  les  continents  à  des  altitudes  variables,  parfois 
considérables,  comme  dans  le  voisinage  de  l'Himalaya.  Il  faut  commencer  par 
les  réduire  à  la  surface  des  mers  prolongée.  On  atteint  ce  but  par  la  formule  de 
Bouguer. 

159.  Réduction  au  niveau  de  la  mer.  Formule  de  Bouguer.  —  On  sup- 
pose que  les  continents  et  les  montagnes  sont  comme  des  bosses  qui  sont 
venues  se  placer  sur  la  surface  des  mers  prolongée,  et  l'on  tient  compte  de 
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l'attraction  de  toutes  les  masses  qui  dépassent  le  niveau  des  mers,  en  leur  sup- 
posant partout  une  densité  constante  égale  à  celle  de  leur  surface. 

Considérons  un  continent;  soient  M'  un  point  de  sa  surface,  M  le  point  où  la 
verticale  de  M' rencontre  la  surface  des  mers  prolongée,  MM  ^=  h  l'altitude, 
G  et  ^  l'attraction  et  la  pesanteur  en  M,  1  la  composante  verticale  de  l'attraction 
exercée  par  le  continent  et  G' -h  1  l'attraction  totale  sur  M',  g'  la  pesanteur  au 
même  point.  On  aura,  en  négligeant  la  différence  des  forces  centrifuges  en  M 
et  M', 

^'_^^=(G'+I)-G::=G'-G  +  I. 

Pour  calculer  G' — G,  on  peut  supposer  la  Terre  composée  de  couches  splié- 
riques  concentriques  homogènes  de  rayon  R  {W  désignant  le  rayon  terrestre 
moyen).  On  aura 

G'     /   n  y___  _  '^h 

G    ^Vir+77y'    ~''~     IT' 

G-G-        ^^G^--j^^ 

et,  par  suite, 

v'/  -  o    —  O  ^^  *  I»   »  • 

Il  s'agit  donc  de  calculer  I.  Si  la  surface  du  continent  est  plane,  on  pourra 
assimiler  ce  continent  à  un  cylindre  homogène  de  hauteur  h,  de  rayon  a,  de  den- 
sité p,  ayant  pour  axe  MM'.  D'après  le  n'^41,  on  aura,  pour  l'attraction  exercée 
par  ce  cylindre  sur  le  centre  de  sa  hase  supérieure, 


1  :=  '2 t: rp  (  a  -h  //  —  \/a- -i-  h'-) 


d'où,  en  supposant  -  petit, 

Izzz  HTlfph  (  l +  , 

ou  hien,  puisque  g  =  ^lûfAR,  où  A  désigne  la  densité  moyenne  de  la  Terre, 

,        'à      p   h   f  h 

*  ~  2  *  A  U  " 

Si  l'on  a  A  =  G37'",  a  ^6*"",  on  pourra  se  horner  à 

^^^  ^-2*AU^ 

on  trouve  en  eflét  que  le  terme  complémentaire,  quand  on  y  suppose  *  =  ->  est 
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ésjal  à  -~ —  environ.  Si  le  continent  avait  la  forme  d'un  cône  de  révolution  de 

"  20OOOO 

liauteur  h  et  de  rayon  a,  ayant  son  sommet  en  M\  on  aurait  (n"  42) 

I  =  2  71  f  p  /i  (  I 


avec  un  segment  de  sphère  de  hauteur  h  et  de  rayon  a,  on  aurait  (n**  42) 

.l  =  .xfp.A(,-|^A). 

En  supposant  -  petit,  on  arriverait  encore  à  la  formule  (2).  Revenons  au  cas 

où  le  terrain  est  plan.  Puisqu'on  peut  négliger  l'attraction  des  parties  situées 
en  dehors  d'un  rayon  de  6''",  en  supposant  h  =  637'",  on  voit  qu'il  suffira  en 
réalité  d'admettre  que  la  surface  est  à  peu  près  plane  dans  le  voisinage  presque 
immédiat  de  M',  et  l'on  se  rend  compte  ainsi  que  la  formule  (2)  conviendra  tou- 
jours, pourvu  que  le  terrain  ne  soit  pas  trop  irrégulier. 

On  peut  procéder  d'une  manière  plus  satisfaisante  dans  le  calcul  de  I,  en  dé- 
crivant de  M  comme  centre  des  cercles  de  rayons  a^,  «,,  ..  .,  a^-,  «/^j,  ...,  et 
traçant  par  le  centre  /i  rayons  vecteurs  équidistants.  La  région  de  la  surface  des 
mers  qui  entoure  le  point  M  se  trouvera  ainsi  divisée  en  quadrilatères  qui  servi- 
ront de  base  à  des  prismes  verticaux  s'élevant  jusqu'à  la  surface  du  continent.  On 
pourra,  d'après  les  "cartes  de  nivellement  du  pays,  calculer  la  hauteur  moyenne 
de  chacun  des  prismes.  Soient  h'  la  hauteur  de  l'un  de  ceux  qui  sont  compris 
entre  les  cercles  de  rayons  «/  et  «/+,,  et  p  la  densité  correspondante.  L'une 
des  formules  du  n°  38  (p.  69)  donne,  pour  la  composante  verticale  de  l'attrac- 
tion exercée  sur  le  point  M'  par  un  prisme  vertical  de  base  a, 

si  nous  désignons  par  a,  p  les  distances  de  M'  aux  deux  bases  du  prisme.  En 
faisant 

a/4-, H- a,- =  2 a,         «/+,— «jr=ft, 

on  a  ici 

/i(7  =  7^(«J^^_J  —  af)  =^  '27: ob, 

3  " 
et,  en  remplaçant  2  7:f  par  —rrx'    on  trouve,  pour  l'attraction  verticale  i  du 

prisme  élémentaire, 

S^  p  ab / i         I 


^^^  _         -—  2/1  A   II  \ac        (3 
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On  a  d'ailleurs 

. ^ I       I      ic-—i^h  —  h'Y 

*  ^  ^  '         rv  ap  ap(a  +  p) 

Si  -  est  petit,  on  peut  faire  ap(a  +  ^)  =  2a%  et  il  vient 

On  aura  ensuite  I  =  Sï,  et  l'on  pourra  ainsi  avoir  égard  soit  aux  variations  de  la 
densité,  soit  aux  variations  de  hauteur  du  continent  dans  les  environs  du  point 
considéré. 

Les  relations  (i)  et  (2)  donnent 

/       ,  /  2/1  3    p     /l\ 

U-^V"  K-'^2ÂUJ' 

(K\  < 

^     ^  ^  ,f  2h  S    p     h 

^=^'^V  +  -K-2  AU 
si  /et  /'  désignent  les  longueurs  du  pendule  à  seconde  en  M  et  M',  on  aura 

/_/'/,  + ^_^  P. -^V 

V      H      2  A  uy 

Si  l'on  suppose  en  outre  la  densité  du  continent  égale  à  2,8,  la  moitié  de  la  den- 
sité moyenne  de  la  Terre,  il  vient 

Les  formules  (5)  et  (6),  souvent  attribuées  à  Young,  ont  été  trouvées  on 
réalité  par  Bouguer.  On  peut  écrire  encore 

,/         5  2/A 

5 
on  remplace  souvent  ^  par  sa  valeur  approchée  0,0,  et  l'on  se  borne  à 


(7)  g  =  ê'[^-^o,6-j^j;- 

c'est-à-dire  que  l'on  fait  la  correction  ~   pour  l'altitude  et  qu'on  la  multiplie 
par  0,6. 

Dans  la  pratique,  si  le  continent  est  très  accidenté,  avec  des  collines,  des 
prés,  etc.,  on  imaginera,  d'après  les  nivellements  et  la  topographie,  une  sur- 
face idéale  laissant  en  dehors  les  aspérités  visibles;  on  calculera  directement  la 
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composante  verticale  I,  de  l'attraction  de  ces  dernières  sur  le  pointM',  et  l'on  aura 

(8)  ^  =  ^'('+R-ÎSRJ-'- 

C'est  ainsi  que  les  Anglais  ont  procédé  dans  l'Inde. 

160.  Discussion  des  observations.  —  M.  Airy,  dans  son  Mémoire  sur  La 
figure  de  la  Terre  mentionné  au  Chapitre  précédent,  a  réuni  49  observations  du 
pendule  faites,  les  unes  sur  les  continents,  les  autres  sur  des  îles;  sur  ces 
49  observations,  to  seulement  se  rapportent  à  l'hémisphère  austral.  Les  me- 
sures continentales  ont  été  ramenées  au  niveau  de  la  mer  à  l'aide  de  la  for- 
mule (5);  on  n'a  fait  subir  aucune  correction  ni  réduction  aux  observations  des 
îles.  M.  Airy  a  relié  toutes  les  valeurs  de  ^  ainsi  obtenues  par  la  formule  de 
Clairaut;  il  a  déterminé  par  la  méthode  des  moindres  carrés  les  deux  inconnues 
du  problème  et  calculé  les  résidus.  L'examen  de  ces  résidus  montre  que,  sur  les 
continents,  sauf  deux  exceptions,  l'intensité  observée  est  plus  petite  que  celle 
calculée;  sur  les  îles,  c'est  l'inverse  qui  arrive.  Il  y  aurait  donc  d'une  manière 
générale  un  défaut  de  pesanteur  sur  les  continents  et  un  excès  sur  les  îles.  Il  est 
commode  de  se  représenter  les  résidus  par  la  différence  des  nombres  d'oscilla- 
tions faites  en  un  jour  par  le  pendule  à  secondes,  supposé  soumis  successive- 
ment à  la  gravité  observée  ou  à  la  gravité  calculée.  On  trouve  ainsi  que  le 
pendule  fait,  dans  les  îles,  jusqu'à  5  ou  6  oscillations  par  jour  en  plus  et,  sur 
les  continents,  5  ou .6  oscillations  en  moins. 

Il  convient,  pour  se  faire  une  idée  nette  de  l'importance  de  ces  nombres,  de 
remarquer  que  le  même  pendule  simple,  transporté  de  l'équateur  au  pôle,  y  ferait 
en  un  jour  environ  229  oscillations  de  plus  qu'à  l'équateur.  Les  résultats  précé- 
dents avaient  néanmoins  grand  besoin  d'être  confirmés,  car  les  observations 
étaient  anciennes  et  la  précision  de  quelques-unes  fort  douteuse,  si  bien  que 
M.  Airy  s'était  cru  en  droit  d'en  éliminer  3o  sur  79.  On  doit  à  Clarke  (Geodesy, 
p.  34i-35i)  une  discussion  plus  étendue  :  io4  observations,  parmi  lesquelles  il 
y  en  a  de  récentes,  surtout  dans  l'Inde.  La  réduction  pour  les  stations  conti- 
nentales a  été  faite  par  la  formule  (5);  aucune  réduction  n'a  été  appliquée  aux 
stations  insulaires.  Les  longueurs  du  pendule  ont  été  reliées  par  la  formule  de 
Clairaut;  on  en  a  exclu  préalablement  cinq  comme  anormales.  De  la  valeur 

trouvée  pour  le  coefficient  de  sin^X,  on  a  déduit  l'aplatissement  égal  à  — ^• 

Les  résidus  ont,  pour  les  cinq  stations  éliminées,  les  valeurs  suivantes  : 

Ualan —    9,9 

Bonin —  11,8 

Dehra  (683™ d'altitude) +9,3 

Mussoorie  (2109™  d'altitude) -+-    6,1 

Moré  (4G9G'"  d'altitude) -+-  2-2,s 
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L'inspection  des  aiilres  résidus  confirme  en  i^rande  partie  les  résultats  de 
M.  Airy,  quoiqu'elle  montre  que  les  diverses  séries  d'observations  du  pendule  sont 
loin  d'être  bien  comparables  entre  elles. 

Dans  toutes  les  stations  indiennes,  la  pesanteur  observée  est  plus  faible  que 
la  pesanteur  calculée;  la  différence  va  en  s'exagérant  au  fur  et  à  mesure  qu'on 
approcbc  du  massif  de  l'Himalaya;  elle  s'élève  jusqu'à  22"  pour  More.  Clarke  a 

observé  que  ces  22"  correspondent  précisément  au  terme  '-  ~  ^  de  la  formule  de 

Bouguer,  de  sorte  que,  si  l'on  supprimait  ce  terme,  on  supprimerait  en  même 
temps  le  désaccord.  Mais  le  terme  en  question  représente  la  composante  verti- 
cale de  l'attraction  exercée  sur  More  par  la  masse  énorme  comprise  entre  cette 
station  et  la  surface  des  mers  prolongée,  de  sorte  que  cette  composante  serait 
nulle  ou  du  moins  serait  contre-balancée  par  un  défaut  d'attraction  dans  les 
parties  de  la  croûte  terrestre  situées  sur  la  verticale  de  More,  mais  plus  en 
dessous.  En  fait,  dans  la  plupart  des  stations  élevées,  la  divergence  est  diminuée 
quand  on  omet  de  tenir  compte  de  l'attraction  de  la  portion  de  continent  située 
entre  la  station  et  le  niveau  des  mers.  Nous  remarquerons  cependant  que,  en 
opérant  comme  on  vient  de  le  dire,  le  résidu  de  Délira  devient 

+  9%3-    3%5.^  +5%8 

et  celui  de  Mussoorie 

-f-  6%i  —  IOS8  —  —  4% 7. 

Les  nouveaux  résidus  sont  loin  d'être  négligeables  et,  si  la  règle  appliquée  était 
bien  démontrée,  il  nous  semble  qu'on  pourrait  conclure  à  l'existence  d'erreurs 
assez  sensibles  dans  les  observations. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  citer  la  conclusion  de  Clarke  :  «  Il  semble  donc 
que  ces  observations  du  pendule  ont  établi  ce  fait,  précédemment  indiqué  (') 
par  les  observations  astronomiques  de  latitude  dans  l'Inde,  qu'il  existe  une 
cause  inconnue  ou  une  distribution  de  matière  qui  contrarie  l'attraction  des 
masses  de  montagnes  visibles.  Si  l'on  considère  comme  une  spéculation  trop 
risquée  d'admettre  qu'il  existe  de  vastes  cavités  sous  les  grandes  chaînes  de 
montagnes,  alors  l'explication  la  plus  probable  serait  peut-être  celle  qui  résulte 
de  l'hypothèse  de  l'archidiacre  Pratt.  » 

Vriili  admet  (Figure  o/the  Earlh,  l'^'édit.,  1860;  ,\^  édit.,  1871)  que,  à  tra- 
vers toutes  les  transformations  géologiques,  la  quantité  de  matière  contenue 
dans  une  colonne  verticale  allant  de  la  surface  extérieure  de  la  Terre  jusqu'à 
une  surface  de  niveau  intérieure  est  restée  la  même.  Les  montagnes  auraient 


(•)  Dans  le  Chapitre  précédent  (n°  l^iS),  les  résidus  des  latitudes  des  stations  indiennes  sont  en  eiïet 
plus  faibles  qu'on  ne  pouvait  s'y  attendre,  en  raison  de  l'importance  des  montagnes. 
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ainsi  tiré  leur  substance  de  la  matière  située  au-dessous  jusqu'à  une  certaine 
profondeur. 

M.  Faye  (  '  )  a  généralisé  la  remarque  relative  à  More  ;  il  propose  de  supprimer 

entièrement  et  dans  tous  les  cas  le  terme -ar.  et  de  réduire  la  formule  (8)  à 


(9) 


=»"'(-¥')-'.. 


1,  désignant  la  composante,  suivant  la  verticale  du  point  considéré,  de  l'attrac- 
tion des  saillies  qui  s'élèvent  au-dessus  du  relief  général  des  continents. 

Il  y  aurait  donc  ainsi  un  véritable  théorème  d'après  lequel  la  masse  d'un 
continent  serait  entièrement  compensée  par  un  défaut  de  matière  au-dessous  de 
ce  continent.  M.  Faye  en  donne  comme  preuve  l'accord  que  cela  introduit  pour 
More  et  pour  les  autres  points  de  l'Inde  anglaise.  Il  a  trouvé  le  même  accord 
pour  les  stations  de  Genève,  du  mont  Ararat  et  de  Quito,  situées  par  des  alti- 
tudes de  4^7™»  i883'"  et  2857'".  ^^  ^^^^  remarquer  néanmoins  que,  pour  Dehra 
et  Mussoorie,  l'accord  est  loin  d'être  aussi  satisfaisant,  comme  nous  l'avons  dit 
plus  haut.  En  outre,  dans  le  Caucase  (^),  au  nord  du  massif,  les  déviations  de  la 
verticale,  qui  sont  considérables  puisque  l'une  d'elles  dépasse  35",  sont  repré- 
sentées d'une  manière  satisfaisante  en  tenant  compte  de  l'attraction  des  masses 
visibles  sans  diminution  de  densité  :  la  formule  (9)  ne  représente  pas  mieux 
les  observations  du  pendule  que  la  formule  (8);  le  défaut  d'attraction  de  la 
partie  soulevée  n'existerait  donc  pas  comme  dans  l'Himalaya.  Hâtons-nous  de 
dire  toutefois  que  les  dernières  recherches,  faites  par  M.  Helmert  au  nom  de 
l'Association  géodésique  internationale,  montrent  que  l'emploi  de  la  for- 
mule (9)  donne  presque  toujours,  surtout  dans  les  localités  dont  les  altitudes 
sont  assez  fortes,  des  intensités  de  la  pesanteur  qui  sont  mieux  représentées 
dans  leur  ensemble  par  la  relation  de  Clairaut  que  celles  que  l'on  déduirait  de 
la  formule  (8).  Il  nous  semble  donc  qu'on  n'est  pas  fondé  à  parler  d'une  com- 
pensation exacte,  mais  d'une  compensation  approchée  indiquant  une  tendance 
marquée  vers  le  principe  indiqué  par  M.  Pratt.  En  résumé,  on  peut  envisager  les 
choses  de  deux  manières  ;  dans  l'une,  les  montagnes  seraient  venues  s'ajouter 
avec  toute  leur  masse  sur  une  surface  de  niveau  remplie  d'une  façon  régulière, 
comme  le  suppose  Clairaut;  dans  l'autre,  au-dessous  de  chaque  montagne  im- 
portante, il  y  aurait  un  défaut  de  densité  compensant  exactement  l'excès.  La 
première  idée  n'est  pas  exacte;  la  seconde  non  plus,  tout  en  étant  plus  voisine 
de  la  réalité.  Au  fond,  c'est  une  question  de  Géologie;  il  faudrait  savoir  com- 


(1)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XC,  XCVI  et  XCVIL 

(2)  Voir  une  Lettre  du  général  Stebnitski  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  XCVII,  p.  5o8). 

T.  -  11.  45 
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ment  les  variations  de  densité  se  sont  produites  dans  la  croûte  terrestre  lors 
du  soulèvement  des  chaînes  principales. 

On  remarquera  que,  dans  les  calculs  précédents,  on  a  fait  figurer  directement, 
sans  réduction,  les  intensités  de  la  pesanteur  mesurées. dans  les  îles.  Il  semble 
cependant  qu'on  devrait  avoir  égard  à  la  masse  d'eau  de  mer  qui  remplit  une 
portion  notable  de  l'espace  intérieur  à  la  surface  de  niveau  avec  une  densité  voi- 
sine de  I  au  lieu  de  2,8.  Il  serait  logique  de  combler  ce  vide,  de  même  qu'on  a 
supposé  rasé  l'excédent  des  continents,  sauf  à  voir  ensuite  comment  la  correc- 
tion résultante  rapprocherait  les  observations  de  Clairaut.  Il  est  vrai  qu'on 
aperçoit  tout  de  suite  qu'on  trouvera  dans  les  îles  une  pesanteur  encore  plus 
grande  qu'auparavant  et  qu'ainsi  le  désaccord  sera  augmenté.  On  peut  cepen- 
dant arriver  à  le  diminuer  notablement  en  suivant  la  méthode  de  la  condensa- 
tion, due  à  M.  Helmert  et  exposée  par  lui  dans  le  tome  II  de  sa  Géodésie  supérieure. 
Quelques  astronomes  ou  géodésiens  m'ont  prié  de  donner  une  idée  de  cette 
méthode,  mais  il  m'est  impossible  de  suivre  le  savant  auteur  dans  tous  ses  rai- 
sonnements, et  je  devrai  me  borner  à  une  analyse  assez  détaillée  de  cette  partie 
de  son  Ouvrage,  renvoyant  le  lecteur  à  l'Ouvrage  lui-même  pour  les  démonstra- 
tions que  leur  longueur  m'aura  empêché  de  reproduire. 

161.  Méthode  de  la  condensation.  —  M.  Helmert  remarque  d'abord  que  le 
développement  du  potentiel  terrestre  suivant  les  puissances  de  -  ne  peut  pas 
être  employé  jusqu'à  la  surface  même;  c'est  ce  que  nous  avons  dit  au  n°  145. 
Cela  posé,  il  conçoit  une  surface  S'  parallèle  à  la  surface  des  mers  S,  à  l'inté- 
rieur et  à  une  distance  de  21*"",  valeur  approchée  de  la  différence  entre  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  rayon  de  S,  et  condense  sur  S'  par  une  projection  normale 
toutes  les  parties  qui  lui  seront  extérieures.  On  aura  ainsi  un  corps  fictif  formé 
de  la  matière  renfermée  primitivement  à  l'intérieur  de  S'  et  des  parties  qui 
viennent  d'être  condensées  sur  S'.  Le  potentiel  de  ce  corps  fictif  pourra  être 
développé  en  série  suivant  les  puissances  de  -)  et  le  développement  sera  con- 
vergent pour  tous  les  points  de  S,  car  le  rayon  minimum  de  S  est  égal  ou  supé- 
rieur au  rayon  maximum  de  S'.  La  condensation  changera  le  potentiel  et  la  pe- 
santeur qui  se  rapportent  à  un  point  quelconque;  soient  W  et  fleurs  valeurs 
primitives,  elles  seront  maintenant  U  et  y.  Représentons  ^^^v  mqn  {fig.  23)  la 


surface  S  qui  correspond  à  l'équation  W  =  C,  et  soient  mpn  la  surface  de  niveau  S' 
qui  correspond  au  potentiel  U  et  à  la  même  constante  C,  pq  la  normale  à  cette 
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surface  en  p.  On  aura,  en  affectant  d'indices  p  Qiq  les  valeurs  des  fonctions  U  et 
W  aux  points/?  et  ^, 

pq  =z  -^ ï  =  -^ '- '; 

y  y 

d'où,  à  cause  de  U^  =  C,  W^  =  C, 

(lo)  pq=^- -— ^. 

On  pourra  donc  trouver  ainsi  le  soulèvement  ou  l'abaissement  produit  dans  le 
sens  de  la  normale  en  chaque  point  de  la  surface  de  niveau  par  la  condensa- 
tion. Le  théorème  exprimé  par  la  relation  (lo)  est  dû  à  M.  H.  Bruns.  On  voit 
qu'on  aura  à  calculer  le  changement  W  —  U  produit  dans  le  potentiel. 

Par  une  série  de  calculs  et  d'estimations  plausibles,  l'auteur  trouve  ensuite 
que  la  condensation  ne  peut  guère  élever  le  niveau  des  mers  que  de  8™  ou  l'a- 
baisser de  lo™,  soit  une  variation  totale  de  18™  dans  le  rayon  de  cette  surface. 
C'est  moins  de  la  "millième  partie  de  la  différence  21*"°  des  rayons  extrêmes,  et 
l'on  peut  dire  que  la  condensation  n'aura  pas  d'effet  appréciable  sur  la  figure 
du  géoïde.  La  variation  qui  en  résulterait  pour  la  pesanteur,  par  suite  du  chan- 
gement de  distance  au  centre  de  la  Terre,  est  de  l'ordre  des  erreurs  que  com- 
portent les  meilleures  mesures  du  pendule  (- — - —  environ  )  et  peut  être  néffli- 
*^  ^  \  100  000  / 

gée.  La  variation  précédente  de  g  est  en  quelque  sorte  l'effet  indirect  de  la  con- 
densation ;  il  reste  à  calculer  l'effet  direct  provenant  de  la  différence  des  attrac- 
tions exercées  suivant  la  verticale  de  la  station  par  les  masses  condensées, 
quand  on  les  considère  avant  ou  après  la  condensation.  M.  Helmert  se  livre  à 
un  examen  général  qui  lui  montre  que  l'effet  direct  en  question  peut  s'élever 
à  o,ooo4^;  il  explique  ensuite  que  la  position  du  centre  de  gravité  de  la  Terre 
et  les  moments  d'inertie  principaux  ne  peuvent  être  affectés  que  de  modifications 
de  l'ordre  du  carré  de  l'aplatissement  et,  par  suite,  insensibles. 

Arrivé  à  ce  point,  il  simplifie  le  problème  en  montrant  que  l'on  peut,  sans 
grande  erreur,  exclure  de  la  condensation  une  couche  de  densité  uniforme  2,8, 
comprise  entre  la  surface  des  mers  et  la  surface  de  condensation.  On  devra  donc, 
s'il  s'agit  d'une  montagne,  appliquer  d'abord  la  réduction  ordinaire  au  niveau 
de  la  mer,  puis  condenser  l'excès  de  masse  avec  le  signe  positif.  Pour  une  île, 
on  commencera  par  compléter  la  réduction  au  niveau  de  la  mer  en  ajoutant  une 
matière  fictive  de  densité  2,8  —  1,0=  1,8,  venant  se  superposer  à  toutes  les 
parties  de  la  mer;  ensuite  on  condensera  cette  masse  fictive  avec  le  signe  négatif. 
On  ne  tiendra  donc  compte,  en  somme,  que  de  la  condensation  de  la  matière  qui 
se  trouve  en  excès  ou  en  déficit,  au  dessus  ou  au-dessous  du  niveau  des  mers. 
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Nous  allons  expliquer  les  calculs  de  réduction  pour  la  condensation  dans  le 
cas  des  îles  et  dans  celui  des  côtes,  en  supposant  remplies  des  conditions  géo- 
métriques qui  donnent  lieu  à  des  simplifications. 

162.  Réduction  de  condensation  pour  les  îles.  —  L'ile  DME  est  sup- 
posée former  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  placé  à  la  surface  de 
la  mer  i^fig-  '^■\)\  c'est  là  qu'on  a  observé  la  pesanteur.  Nous  représenterons 


par  A  la  hauteur  MN  du  cône,  par  90°—  v  l'angle  au  sommet,  par  n  la  distance 
du  point  M  à  la  surface  de  condensation  M,  H  et  par  a  la  distance  NF,  supposée 
égale  à  NG,  du  point  N  à  l'extrémité  de  la  mer,  dont  on  suppose  ainsi  le  fond 
horizontal  et  symétrique  par  rapport  au  point  N.  Il  faut  d'abord  trouver  ce 
qu'aurait  été  la  pesanteur  en  M  si  la  mer  avait  été  remplie  d'une  matière  homo- 
gène, de  densité  p  =  -•  Pour  cela,  il  faut,  comme  on  le  voit  aisément,  soustraire 

de  la  pesanteur  observée  l'attraction  du  cône  et  ajouter  l'attraction  du  cy- 
lindre ACFB,  les  deux  corps  étant  supposés  avoir  la  densité  p  —  i.  Or  ces  attrac- 
tions ont  pour  valeurs  (p.  72  et  7/4) 

27rf(p  —  i)  h{\  —  sinv), 

2Trf(p  —  i)  (a -}- rt  —  v//'-4- «0- 


On  peut  prendre 

Gt  l'on  trouve 

(I) 


sjli^-^-  a^  =.  a 


2a^ 


27rf(p 


i)  ^    sinv 

*  2a 


Voilà  une  première  correction  à  apporter  à  l'observation;  c'est  proprement  la 
réduction  au  niveau  de  la  mer,  dans  le  sens  ordinaire. 

Il  faut  maintenant  condenser  le  cylindre  et  le  cône  sur  M,  H  et  prendre  les 
attractions  exercées  sur  M  après  la  condensation  avec  un  signe  contraire  à  celui 
qu'on  avait  pris  plus  haut.  Décomposons  le  cône  en  disques  parallèles  à  la  base, 
de  rayon  r  et  d'épaisseur  «^tangv;  l'attraction  de  chaque  disque,  transporté 
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en  M,,  sur  le  point  M  sera  [formule  (lo)  du  n"  40] 


27rf(p  —  i)  (  I T  )  langy  ch  . 


Il  faut  intégrer  de  y  =  o  à  y  —  h  cotv;  on  aura  ainsi 


, /;  col  V 


(II) 


1^/;colv    ,  X 

< 

j  o,  •.  f ,  1      A -f- v'A^H-<t- tang'-y\ 

f        =  ?,7:f(p  —  i)  I  A  —  (Ttanffv  log^ ^^ — —  )• 

'  \  DO  (7tangv  / 

L'attraction  du  cylindre  condensé,  prise  avec  le  signe  —,  sera 

Il  n'y  a  plus  qu'à  réunir  les  corrections  (I),  (II)  et  (IlO.  Si  l'on  remplace  en 
même  temps  2irl  par  — ïfr'  'I  vient 


3p  — I  A      I   (Ttangv,      A  +  v /'-+ o"^  tang-v 
2      A      K^  \      A  "  CTlangv 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  sont  presque  toujours  négligeables 
devant  le  premier,  et  l'on  peut  prendre  pour  la  réduction 

,     ,  3    p  —  i   h      ,       /  /—■ \  h  cotv 

(II)  __L___,.iog(„  +  v/'^-  +  0,         «=-^— • 

On  remarquera  que  cette  réduction  est  essentiellement  négative.  Supposons, 
pour  donner  un  exemple  numérique,  p  =  -'  à  =  35oo"',  cotv  =  3o;  nous  trou- 

or 

verons  la  correction  =  —  r^^^  environ. 

booo 

163.  Réduction  de  condensation  pour  les  côtes.  —  Soit  M  (Jig.  25)  un 
point  de  la  côte,  situé  à  la  surface  MB  de  la  mer,  où  la  pesanteur  a  été  observée. 
Nous  supposerons  que  la  surface  de  séparation  du  continent  et  de  la  mer  est 
plane  et  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure;  elle  sera  représentée  par  la 
droite  ME.  Le  fond  de  la  mer  EF  est  supposé  horizontal  et  son  étendue  très 
grande  par  rapport  à  MN  =  A,  projection  de  ME  sur  la  verticale;  l'angle  EMB 
sera  représenté  parv.  Il  faut  ajouter  à  la  pesanteur  observée  en  M  la  composante 
verticale  d'une  masse  MEFB,  de  densité  p  —  i ,  venant  se  superposer  à  la  mer,  et 


358 


CHAPITRE   XXt. 


en  retrancher  l'attraction  verticale  de  la  même  masse  condensée.  On  aura  donc 
à  faire  la  différence  des  attractions  du  solide  MNFB  —  MNE  avant  la  condensa- 


Fisf.  25. 


tion  et  après.  Or  la  condensation  ne  change  pas  l'attraction  de  MNFB,  parce 
que  (n°40)  l'attraction  d'un  disque  illimité  infiniment  mince  sur  un  point  de 
son  axe  est  indépendante  de  la  position  du  point  attiré  et  qu'il  en  est  de  même 
de  la  composante  verticale  de  l'attraction  de  la  moitié  de  ce  disque.  Donc  il 
suffira  de  prendre  l'attraction  de  MNE  après  la  condensation  et  d'en  retrancher 
l'attraction  primitive  du  même  corps.  Calculons  d'ahord  cette  dernière  quantité. 
Soient  P  un  point  de  MNE,  r=  MP,  9  =  NMP  ses  cordonnées  polaires;  consi- 
dérons un  prisme  illimité  dans  les  deux  sens  dont  les  arêtes  soient  perpendicu- 
laires au  plan  de  projection  et  dont  la  base  soit  l'élément  de  surface  rdrd(^  qui 
correspond  au  point  P.  L'attraction  de  ce  prisme  sur  le  point  M  sera  (n*'  38) 


/•  dr  rfcp 


et  sa  composante  verticale 


.f(p-i) 
2f  (p  —  i)  COS9  dr  d(o. 


Pour  une  valeur  donnée  de  o,  r  varie  de  zéro  à  MO  =  — —  On  trouvera  donc. 


COSCP 


pour  la  composante  verticale  de  l'attraction  du  solide  MNE  sur  le  point  M, 

7t  _  Il 

ces <f>d(f)  I         dr-=.i{h{p-—\)i v  ) . 


(IV) 


Soit,  en  second  lieu,  y  la  distance  RT  d'un  point  quelconque  R  de  ME  à  la 
droite  MM,  ;  l'élément  de  surface  de  MNE  peut  être  pris  égal  à 

NT  ûf.TR -^  (A  — j>- tangv)  rfj. 

On  considère  le  prisme  ayant  cet  élément  pour  base,  et,  en  le  supposant  con- 
densé sur  M,  H,  on  aura,  pour  son  attraction  sur  M, 


2f(p-.) 


{h  — y  tangv)  dy 
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et,  pour  la  composante  verticale  de  cette  attraction, 

cr(/i  — rtangv) 
2f(p  — i)  ■ -^ — :^^-!-dy. 

L'attraction  verticale  après  la  condensation  sera  donc 

/  ^  /j  col  V    , 

p/          \      r          h  —  ylangv 
(V)  ^0+7       ^^  ^_ 

La  correction  cherchée  s'obtiendra  en  faisant  la  différence  (V)  —  (IV);  elle 


sera 


—  2f(p  —  i)  /<  (  -  —  V  —  arc  lang— 1-  7-tangvlogi  /  i  h — ; —  ) 

'  \2  ^ataiigv       h       °       ^  y  a'iaug'vj 

ou  bien 

—  2f(p  —  i)  /i  f  arc  lang 1 —  log s/n^ -f- 1  —  v). 

Le  ternie  en  v  est  négligeable,  et  il  reste  la  correction  demandée 

3    p  —  i   A      /  I         I  /— ; \  h  cotv 

(12)  -  --  -^  j-^,o  ^ai-clang-  +  -  logv/TTTTj,         «-  -^r-' 

Dans  la  pratique,  h  a  toujours  été  >>  2,5  et  le  plus  souvent  >  5.  En  présence 
de  ce  fait  et  surtout  de  l'incertitude  des  données  relatives  à  la  surface  du  fond 
de  la  mer,  on  peut  prendre 

log(«  4- yZ/i^H- i)  =  log2«,        logv^/i^+  I  =  log«,        narctang-  =  i. 

On  peut  donc  simplifier  les  formules  (11)  et  (12)  ;  nous  donnerons  en  même 
temps  les  corrections  des  longueurs  /du  pendule  simple  et  non  des  intensités 
de  la  pesanteur.  Il  suffira,  pour  cela,  de  remplacer  g  par /ou  approximative- 
ment par  I,  en  prenant  le  mètre  pour  unité  de  longueur.  L'expression  (11) 

devient  ainsi 

3  p  —  I  h  log  2  « 3  p  —  I  (7  tangy 


2      A     R       /4  2      A  K 


l0g2/i. 


En  remplaçant  p  et  A  par  2,8  et  5,6,  ^  par  ^ —  et  exprimant  la  correction  en 
millièmes  de  millimètre  ou  microns,  on  trouve 

(i3)  réduction  pour  les  îles  ^ —  1600  tangv log2«. 

Le  rapport  approché  des  expressions  (11)  et  (12)  est  — j — ^— ;   cette  fraction 
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reçoit  les  valeurs  o,38,  0,37,  o,36  quand  on  attribue  à /i  les  valeurs  2,5,  3,5 
et  4.5.  M.  Helmert  l'a  supposée  simplement  égale  à  ^;  il  prend  donc 

(1/4)  réduction  pour  les  côtes  =  -^  réduction  pour  les  îles, 

en  supposant  une  île  pour  laquelle  la  pente  v  soit  la  même  que  pour  la  côte. 
L'élément  de  réduction  v  a  été  extrait  presque  exclusivement  des  Cartes  de 
profondeurs  des  mers  données  par  l'Atlas  de  Richard  Andrée.  Pour  les  côtes, 
l'incertitude  de  la  réduction  est  en  moyenne  de  5  microns,  donc  de  l'ordre  des 
erreurs  des  meilleures  observations.  Les  réductions  pour  les  îles  sont  beaucoup 
plus  inexactes,  car  les  Cartes  mentionnées  ne  laissent  pas  reconnaître  avec  pré- 
cision la  pente  générale  de  la  surface  des  îles. 

Si  la  station  est  continentale,  mais  pas  très  éloignée  de  la  mer,  il  y  aura  une 
correction  sensible  provenant  encore  du  déficit  de  densité  de  la  mer.  On  en 
fera  le  calcul  en  divisant  toujours  la  surface  des  mers  ou  cette  surface  prolon- 
gée en  quadrilatères  par  des  cercles  concentriques  et  des  rayons  émanés  de 
leur  centre  commun,  qui  sera  sur  la  verticale  de  la  station.  Cette  correction  est 
sensible  encore  à  des  distances  assez  grandes  de  la  mer, 

La  correction  de  condensation,  pour  les  stations  nettement  continentales, 
est  donnée,  en  valeur  absolue,  par  le  terme  -  ^  1^  de  la  formule  de  Bouguer, 
lorsque  le  terrain  est  régulier,  car  on  peut  le  partager  en  tranches  horizon- 
tales dont  l'attraction  est  sensiblement  la  ir^éme  quelle  que  soit  la  position  de 
chacune  par  rapport  au  point  attiré;  on  pourrait  donc  la  transporter  par  la 
pensée  sur  la  surface  de  condensation  que  cela  ne  changerait  rien  à  son  attrac- 
tion. La  correction  de  condensation,  ajoutée  à  la  réduction  ordinaire,  fait  dis- 
paraître le  terme  en  question,  puisqu'elle  est  égale  et  de  signe  contraire. 

Pour  les  stations  situées  dans  les  pays  de  montagne,  la  condensation  devrait 
être  prise  en  considération.  On  ne  l'a  pas  fait  néanmoins,  parce  que  cela  n'au- 
rait pas  changé  le  caractère  général  du  résultat  obtenu  au  n°  160,  sur  le  défaut 
de  densité  qui  existe  sous  les  grandes  chaînes  de  montagnes. 

164.  Résultats  de  la  méthode  de  condensation.  —  Soient  /  la  longueur 
du  pendule  à  seconde  en  une  station  de  latitude  )^,  sans  tenir  compte  de  la 
condensation,  /'  la  même  longueur  en  ayant  égard  à  la  condensation.  Pour 
voir  comment  s'accordent  les  valeurs  de  /,  on  peut  les  comparer  à  celles  que 
fournirait  la  formule  de  Clairaut,  qui  ne  jouera  pour  le  moment  qu'un  simple 
rôle  d'interpolation;  ou  bien,  en  adoptant  une  valeur  numérique  pour  le  coef- 
ficient de  cos2}^,  on  pourra  déduire  de  chacune  des  valeurs  de  /la  longueur  y^ 
du  pendule  à  la  latitude  de  45*^  par  la  formule 

/  =  ^(i  +  0,002686  ces  2  X). 
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On  pourra  calculer  de  même  la  longueur  k'  du  pendule  à  la  latitude  de  45**, 
en  partant  des  valeurs  déterminées  pour  /'  :  on  se  servira  de  la  formule 

/'  =  A-'(f  +  0,002686  cos  2  X). 

On  aura  ainsi  pour  chaque  station  une  valeur  de  k  et  une  de  k' .  Pour  se  faire 
une  idée  de  l'ensemble,  M.  Helmert  a  fait  des  moyennes  pour  les  stations  com- 
prises entre  o"  et  10**  de  latitude,  10"  et  20**,  etc.  Dans  chaque  groupe,  il  a  con- 
sidéré trois  subdivisions,  suivant  que  la  station  est  continentale  (c),  côtière  (y) 
ou  insulaire  («).  Il  a  reconnu  immédiatement  que  les  valeurs  de  k'  s'accordent 
mieux  que  celles  de  k  à  toutes  les  latitudes;  cela  montre  déjà  l'utilité  de  la 

méthode.  On  trouve  à  peu  près 

kc  =  A"y  ; 

mais  il  y  a  entre  les  valeurs  de  k'  pour  les  îles  et  pour  les  continents  une  diffé- 
rence systématique  sensible.  On  conclut  de  l'ensemble  des  groupes 

k\  =  />•[.+  io5  microns. 

Il  reste  donc  encore  un  excès  de  pesanteur  sur  les  îles,  mais  beaucoup  moins 
qu'il  n'y  en  avait  avant  la  condensation,  comme  le  montre  le  Tableau  suivant  : 


LATITUDE. 

ki  —  kc. 

kl  —  k'c. 

0      0 

0-10 

-+-    2l3 

+  3o6 
+  338 
-f-  3ii 

-f-     82 
-    78 
4-   i5o 
-+-  118 

10-20 

20-30 

30-40 

Moyennes 

-4-   292 

+  107 

On  voit  que  l'excès  primitif  a  été  diminué  presque  des  deux  tiers.  Une  partie 
de  cet  excès  peut  tenir  à  un  vice  de  réduction  provenant  d'une  connaissance 
imparfaite  du  relief  des  îles  au-dessus  du  fond  des  mers.  On  n'a  pas  d'ailleurs 
d'observations  suffisantes  pour  fixer  les  valeurs  de  Ic^  —  lî^  à  des  latitudes  supé- 
rieures à  40*^-  On  ne  peut  donc  pas  dire  ce  que  serait  cette  différence  en  pleine 
mer  et  sous  toutes  les  latitudes.  Il  est  bien  à  désirer  que  les  essais  de  M.  Sie- 
mens, pour  opérer  cette  détermination  à  l'aide  du  bathomètre,  reçoivent  des  per- 
fectionnements qui  permettent  d'obtenir  des  résultats  précis,  comparables  à 
ceux  du  pendule.  Néanmoins,  on  est  porté  à  faire  l'hypothèse  que  la  différence 
Jc^.  —  k\  est  constante  sur  toute  l'étendue  des  mers.  Il  y  aurait  donc  au-dessous 
T.  -  II.  46 
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des  océans  de  légers  excédents  de  matière  qui  ne  doivent  pas  pins  nous  sur- 
prendre que  les  déficits  signalés  sous  les  continents,  surtout  si  l'on  admettait 
le  principe  de  Pratt  (n**  160).  M.  Faye  (')  a  signalé  une  cause  capable  d'expli- 
quer ces  excédents;  nous  allons  l'indiquer  d'une  manière  succincte  : 

On  sait  aujourd'hui,  depuis  les  sondages  de  M.  deTessan,  que,  à  une  profon- 
deur de  4ooo'",  la  température  de  la  mer  est  égale  à  peu  près  à  zéro.  Si  la  mer 
était  remplacée  par  une  couche  de  roches,  comme  l'écorce  superficielle,  en 
admettant  l'augmentation  de  température  constatée  partout  de  i*'  pour  35™ 
ou  37™,  le  fond  de  la  mer  serait  à  une  température  d'environ  1 10".  On  voit  donc 
qu'à  la  profondeur  de  /|00o™,  sur  les  trois  quarts  du  globe,  on  a  une  tempé- 
rature voisine  de  zéro,  tandis  que,  sur  le  dernier  quart,  à  la  même  profondeur, 
on  a  une  température  d'au  moins  1 10**.  M.  Faye  en  conclut  qu'il  doit  en  résulter 
un  refroidissement  plus  rapide  sous  les  mers  que  sous  les  continents  et,  par 
suite,  une  croûte  plus  épaisse  sous  les  mers.  Kn  admettant  que  la  matière  qui 
vient  ainsi  accroître  constamment  cette  croûte  augmente  de  densité  en  se  soli- 
difiant, on  voit  que,  sous  les  mers,  on  aura  un  excédent  de  matière  et  un  déficit 
sous  les  continents;  ce  qu'il  fallait  précisément  expTKjuer. 

Il  resterait  à  voir  si  l'excédent  de  matière  provenant  de  la  cause  indiquée 
répond  à  la  différence  k\  —  k\,  indiquée  par  le  pendule.  M.  de  Lapparent  a  fait 
quelques  objections  à  la  théorie  de  M.  Faye,  en  invoquant  surtout  la  mauvaise 
conductibilité  des  roches  qui,  d'après  ce  géologue,  ne  permettrait  pas  aux  va- 
riations de  température  d'une  couche,  si  notables  qu'elles  soient,  de  s'étendre 
à  une  grande  profondeur. 

165.  Quelle  que  soit  la  cause  de  la  différence  k)  —  k'^.,  on  voit  que  l'intérieur 
du  géoïde  est  maintenant  rempli  d'une  matière  disposée  par  couches  homogènes 
(sauf  les  excédents  sous  les  mers  et  les  déficits  sous  les  continents  élevés),  avec 
des  irrégularités  de  densité  reportées  sur  la  surface  de  condensation,  et,  par 
suite,  déjà  très  atténuées.  Le  développement  du  potentiel  suivant  les  puissances 

de  -  peut  être  supposé  convergent  sur  toute  la  surface  du  géoïde. 

La  formule  (i  i)  de  la  page  61  du  tome  I  donne,  pour  le  potentiel, 

,,       M       A  +  Ti  +  C  — 3(Acos-2a4-Bcos2S  +  Ccos-^y) 
r  2  /'^ 

OÙ  a,  p,  Y  désignent  les  angles  que  fait  le  rayon  r  avec  les  axes  principaux  d'i- 
nertie du  centre  de  gravité.  On  peut  poser 

cosa  =  sin^|>,         cos(3  =:  cosi];  cos>,         cosy  =  cos^j' sin>i, 


(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  1886,  t.  CTI  et  CIII. 
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et  l'on  en  conclut 
,.      M 


—    I  H r  (i  —  3  sin-'O;)  +  3  ■  -.   ,  cos't^cos2A 

/•    L  2/-  ^  ^  '  4  M/--  ^ 


,*2,r 


OÙ  l'on  a  fait 


B  +  C 


K  = 


M 


Ce  sont,  comme  on  voit,  les  deux  premiers  termes  du  développement 


/•  V        /-       /•■* 


On  a  dit  que  la  condensation  modifie  très  peu  la  position  du  centre  de  gravité 
et  la  grandeur  des  moments  d'inertie  A,  B,  C.  La  difïerence  C  —  B  était  petite; 
elle  le  reste  encore.  On  peut  donc  prendre  comme  expression  approchée  de  la 
fonction  des  forces,  en  introduisant  aussi  la  force  centrifuge, 

(i5)  ,  U  =  —  [i  -h  A  (I  -  3  sin^'l)  -h  4vï  cos^^l . 

/•     L  2/-^  ^  2lM  ^J 

Si  d'ailleurs  on  néglige  le  carré  de  l'aplatissement,  on  peut  prendre 

d'où 

,  .,  fMf        3K  .        „    .   ,,^       0)^/-^       ,,  I 

(i6)  «"  =  7^  ['  "^  ^  ^'  ~  '^^  ~  "fÂT         '^J  • 

Sur  la  surface  de  niveau,  on  doit  avoir 

U  =  const.  =  Uo. 

L'équation  (i5)  donne,  toujours  avec  la  même  précision,  en  mettant  a  au 
lieu  de  yr-j 

(17)  /■i^a|^i  +  ^(i~-3sin^c|/ 

après  quoi  on  tire  de  la  formule  (iG) 


'  2  f  M 


_  fM  r        je 2o)^a'^       /2co^a^        3K  \ 

^~  a-  Y^  2a-^  ~     fM     ^ 


.7  1  sin-d» 
2  a-/         ^ 
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OU  encore 
avec 


2  CO 


^a^       3K 


m  2  a^ 


Or,  en  faisant  successivement  '|  ==-  o  et  ];  =  90*^  dans  la  formule  (17),  on  trouve, 
pour  l'ellipticité  e^  à  la  surface. 


""'-^  "^  2fM' 


ce  qui  permet  d'écrire  ainsi  l'expression  de  n  : 


5  r,)-a'  5 

2  71"  ~^'~  2"^ 


W  = :7t:ï ^J  =  -  ?  —  ^1  • 


On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Clairaut.  En  suivant  la  même  méthode,  mais 
avec  plus  de  rigueur,  on  pourrait  partir  de  la  formule 

u  =  £M /,  +  ^*  +  Y3  ^  .  .  .^  _H  1  ,,2 ,..  cos^4/, 
r  \        /•*        /•'  /       2  ' 

qui,  avec  la  condition  U  =  const.  =  Uo,  fournirait  le  développement  de  r  en  une 
série  de  fonctions  sphériques.  On  en  conclurait  ensuite,  pour  la  pesanteur  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  de  niveau  considérée,  l'expression  de  la  forme 

où  Z2,  Z3,  ...  désignent  des  fonctions  sphériques  des  angles  'j»  et  X,  latitude 
et  longitude. 

Si  l'intensité  de  la  pesanteur  était  connue  pour  un  très  grand  nombre  de 
points  régulièrement  distribués  sur  la  surface  de  niveau,  on  pourrait  trouver  les 
valeurs  de  G,  GZ2,  . . . ,  par  des  quadratures,  au  moyen  des  formules 


(18) 


2 

H 


OÙ  P2,  P3,  .   .  désignent  les  fonctions  de  Legendre  et  g'  la  pesanteur  au  point 
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dont  les  coordonnées  sont  V  et  ^'.  Connaissant  le  développement  de  g,  on  pour-^ 
rait  remonter  à  celui  de  r.  Malheureusement,  on  est  loin  d'avoir  pour  le  pendule 
des  stations  assez  nombreuses  et  assez  bien  distribuées  sur  le  globe  pour  pou- 
voir opérer  comme  on  vient  de  le  dire. 

Avant  de  quitter  ces  considérations  générales,  nous  ferons  remarquer  la  liaison 
nécessaire  entre  la  ligure  du  géoïde  et  l'intensité  de  la  pesanteur  à  sa  surface. 
Il  est  impossible  qu'il  y  ait  sur  les  océans  un  excès  de  pesanteur,  sans  que  leur 
surface  présente  des  anomalies  correspondantes.  On  a 

P2=  7  (siM^i]>  —  ô  )  (sin^vl;'"  a  )  "^  ^  cosd^  cosi];'  sin^^  sini|;'cos(}.  —  V) 

3 

+  Y  GOS^^CO^^'Y  C0S2(>.  —  V). 

On  en  conclut  que  g  est  de  la  forme 

(19)  ^=^G[i  +  /i(^sin^^-i)-t-...], 
et  que  l'on  a         * 

(20)  „G  z=  ~  ^     dl'  f     g'  Um^'i^'-  ^^  cos^y^-y. 

On  a  écrit  dans  l'expression  (19)  de  ^seulement  les  fonctions  sphériques  du 
second  ordre,  en  y  supprimant  même  tout  ce  qui  dépend  de  la  longitude.  Le 
coefficient  n  de  sin^f];  a  la  signification  précise  indiquée  plus  haut;  on  admet 
que  la  condensation  ne  l'a  pas  altéré  d'une  manière  sensible. 
On  prend  donc  finalement 


X  -\-  y?,\w^'h,         xr^G  il  —  ■^n\,         jm/îG, 


comme  une  formule  d'interpolation,  et  l'on  calcule  x  et  j  par  la  méthode  des 
moindres  carrés,  en  partant  des  équations  que  l'on  déduit  de  la  formule  en  y 
remplaçant  ^successivement  par  les  intensités  g',  g",  . . .  mesurées  aux  latitudes 

•y,  ']>", Mais,  sur  les  îles,  l'influence  des  termes  laissés  de  côté  est  sensible; 

il  en  résulte  qu'on  obtiendra  des  résultats  différents  suivant  que  l'on  prendra 
un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  stations  insulaires.  M.  Helmert  s'est  décidé 
à  n'employer  que  les  stations  continentales  et  celles  des  côtes;  il  a  trouvé  que 
les  îles  sont  trop  irrégulièrement  distribuées  et  que  les  réductions  de  condensa- 
tion sont  trop  incertaines.  Il  a  montré,  du  reste,  en  partant  de  la  relation  (20), 
que  cette  manière  de  procéder  est  justifiée  parce  fait  que,  pour  chaque  degré 
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de  latitude,  la  somme  dos  rapports  de  la  surface  des  continents  à  celle  des  mers, 
dans  les  deux  hémisphères,  est  à  peu  près  la  même. 
Yoici  le  résultat  des  calculs  numériques  : 

J=o,oo5i93, 

/  -T-  o'", 990918(1  4-  o,oo5  3io  sin-(]>  >, 
g^-  9'",  7800      (1  4-  o,oo5  3 10  sin-^];). 

On  a  donc  Ai==o,oo53io  (ou  plutôt  o,oo5  3oi,  en  calculant  rigoureusement); 
la  relation 

5 

n  --=1  ~  o  —  e, 

donne  ensuite  e.  — j-  Par  un  calcul  plus  complet  et  en  tenant  compte  d'un 

297,8  1  ^  i 

terme  du  second  ordre  en  sin^vp  dans  l'expression  de  g,  l'auteur  arrive  à  trouver 

pour  l'aplatissement  la  fraction  —    ,.  _^ t;>  à  laquelle  il  s'arrête. 

^  '  299,2b  ±  1 ,20  *■ 

On  peut  voir  par  ce  qui  précède  combien  la  détermination  de  la  figure  de  la 
Terre  devient  délicate  et  difficile,  soit  qu'on  parte  des  opérations  géodésiques 
ou  des  mesures  du  pendule,  quand  on  veut  tenir  compte  des  irrégularités  de  la 
surface  et  de  la  croûte  terrestre.  Le  lecteur  curieux  d'approfondir  ce  sujet  con- 
sultera avec  fruit  un  important  Mémoire  de  M.  G.  Stokes,  On  the  variation  ofgraviiy 
ai  the  surface  of  the  Earth  (^Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical Society, 
t.  VIII).  Si  la  théorie  du  pendule  au  point  de  vue  de  l'attraction  laisse  encore 
à  désirer,  il  ne  faut  pas  oublier  non  plus  que  les  observations  elles-mêmes 
sont  délicates  et  sujettes  à  des  causes  d'erreur  qu'il  n'est  pas  toujours  facile 
d'évaluer  exactement.  Dans  ces  dernières  années,  des  progrès  ont  été  réalisés 
dans  les  appareils,  notammentpar]\[.  le  commandant  Defïbrges.  Il  est  à  souhaiter 
qu'on  mette  à  profit  ces  améliorations  pour  faire  de  nouvelles  mesures  de  l'in- 
tensité de  la  pesanteur  en  un  grand  nombre  de  stations  convenablement  choisies. 

166.  Détermination  de  l'aplatissement  de  la  Terre  à  l'aide  des  observa- 
tions de  la  Lune.  —  La  Terre,  par  suite  de  l'aplatissement  de  ses  couches  de 
niveau,  n'attire  pas  la  Lune  comme  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre 
de  gravité.  Il  doit  donc  en  résulter  dans  le  mouvement  de  la  Lune  des  perturba- 
tions que  nous  apprendrons  à  calculer  dans  le  tome  III.  Leur  détermination  ana- 
lytique a  été  faite  à  plusieurs  reprises,  notamment  par  Laplace  et  Hansen; 
M.  Hill  a  traité  ce  sujet  avec  les  plus  grands  détails  dans  son  Mémoire  intitulé  : 
Lunar  inequalities  due  to  the  ellipticity  of  the  Earth  (Washington,   1884).   Le 
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nombre  des  inégalités  qu'il  a  mises  en  évidence  est  considérable;  toutefois 
elles  sont  très  petites,  sauf  deux,  dans  la  longitude  L  et  dans  la  latitude  A.  Si, 
dans  les  coefficients  de  ces  deux  inégalités,  on  remplace  les  éléments  par  leurs 
valeurs  numériques,  on  trouve 

ÔL=:-f-654o"^^sinD, 
M  6^ 

ÔA=:-7439"^^sinI)'. 

A  et  C  désignent  les  moments  d'inertie  de  la  Terre  par  rapport  à  son  axe  de  rota- 
tion et  à  un  axe  situé  dans  le  plan  de  l'équateur;  h  représente  le  rayon  équato- 
rial  et  31  la  masse  de  la  Terre;  D  est  la  longitude  moyenne  du  nœud  ascendant 
de  l'orbite  lunaire,  comptée  à  partir  de  l'équinoxe  mobile,  et  D'  la  longitude 
moyenne  de  la  Lune  comptée  du  même  équinoxe.  On  voit  que  oL  aura  une  pé- 
riode très  longue,  i8  f  ans;  la  période  de  <5A  est  beaucoup  plus- courte  :  c'est 
un  mois  lunaire. 

On  a  vu  (n"  102)  que,  sans  connaître  la  loi  do  variation  de  la  densité  à  l'in- 
térieur de  la  Terre»,  en  supposant  seulement  que  les  surfaces  de  niveau  soient 
des  ellipsoïdes  de  révolution  et  que  la  densité  aille  en  croissant  de  la  surface 
au  centre,  on  peut  écrire  la  relation 


Mb' 


OÙ  £  et  ç/  ont  la  signification  antérieure. 

Hansen  a  montré  que  l'action  des  planètes  sur  la  Terre  et  la  Lune  produit 
deux  inégalités  ayant  les  mêmes  arguments  D  et  D'  et  dont  les  coefficients  sont 
égaux  respectivement  à  —  o",o6i  et  —  o",  2^0,  On  aura  donc  finalement 

(  (5L  ---3      r436o"  U—'-o\--  o",o6il  sinD, 
(i)  < 

I  ÔA  r^-  [4959"  (z-lo\  +  o",  240]  sinD'. 

Si  donc  on  peut  déterminer  par  les  observations  de  la  Lune  les  coefficients 
de  sinD  et  de  sinD'  dans  5L  et  oX,  on  en  conclura  z.  Ces  coefficients  sont 
presque  égaux;  il  semble  que  SA  soit  plus  facile  à  déterminer  que  <5L,  au  moins 
parce  que  les  circonstances  favorables  se  présentent  plus  fréquemment  à  cause  de 
la  période  qui  est  plus  courte;  Hansen  a  trouvé  le  coefficient  de  sinD  =:  8", 382. 
On  en  conclut 


8 ,  38-2  z=z  o ,  240  -\-  4939  (s  —  -  9  1 
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d'où,  à  cause  de  o  =  o,oo3  468, 

b  —  a  I  h  —  a 


a  296,2  b  297,2 

M.  Helmert,  dans  le  tome  II  de  son  Traité,  page  473,  s'arrête  à  la  valeur 
de  l'aplatissement,  comme  résultant  des  observations  de  la  Lune. 


297,8±2,2 

M.  Faye  donne  {Cours  d'Astronomie,  t.  II,  p.  3i6)  8", 09  comme  valeur  du 
coefficient  de  sinD'  conclue  des  observations  de  Greenwicb.   Cela  conduirait  à 


292,6  b  293,6 

La  différence  de  o",  2  entre  les  deux  valeurs  attribuées  ci-dessus  au  coefficient 
de  sinD'  prouve  que  la  détermination  de  cette  inconnue,  en  partant  des  obser- 
vations de  la  Lune,  est  une  chose  délicate.  On  peut  cependant  espérer  d'obtenir 
avec  le  temps  une  approximation  satisfaisante.  La  méthode  présente  cet  avan- 
tage qu'elle  donnera  l'aplatissement  moyen,  tandis  que  nos  opérations  géodé- 
siques  n'embrassent  jusqu'ici  que  des  régions  limitées,  situées  toutes,  sauf  une, 
dans  l'hémisphère  boréal. 

167.  Réflexions  générales  et  conclusions.  —  L'examen  des  valeurs  obte- 
nues pour  l'aplatissement  de  la  Terre  par  diverses  méthodes  et  avec  des  don- 
nées numériques  de  sources  différentes  montre  qu'on  n'en  est  pas  encore  arrivé 

au  point  de  pouvoir  affirmer  que  l'aplatissement  — ^-=  de  M.  Clarke  doit  être 

préféré  à  l'une  des  valeurs -^^  ^  auxquelles  est  parvenu  M.  Helmert.  On 

r  299,26    297,8        ^  ^ 

remarquera  d'ailleurs  que  les  erreurs  probables  des  dénominateurs  de  ces  der- 
nières sont  de  i  ou  de  2  unités.  La  théorie  de  Clairaut  néglige  du  reste  les 
quantités  du  second  ordre  et  ne  permet  pas  de  distinguer  entre  l'ellipticité  et 
l'aplatissement,  de  sorte  qu'on  ne  peut  pas  prétendre  à  déterminer  le  dénomi- 
nateur en  question  à  moins  d'une  unité  près  ('  ). 

Il  s'agirait  donc  de  savoir  si  l'aplatissement  — ^  ou  —  doit,  dès  à  présent, 

être  remplacé  par  — ^  ou  — ^-   Nous  ne  pensons  pas  que  la  chose  puisse  être 

regardée  comme  démontrée.   Cela  entraînerait,  comme  on  l'a  vu,  des  consé- 


(1)  M.  0.  Callandreau  a  étendu  la  théorie  de  Clairaut,  en  tenant  compte  des  termes  du  carré  de 
l'aplatissement,  dans  un  important  Mémoire  :  Sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes  {^Annales  de 
l'Observatoire  de  Paris,  t.  XIX). 
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quences  assez  graves,  car  il  y  aurait  contradiction  entre  l'aplatissement  — ^  et  la 
valeur  numérique  de  la  constante  — ^ —  fournie  par  la  théorie  de  la  précession. 
11  n'en  est  plus  ainsi  quand  on   adopte  —  ou  un  aplatissement  plus  petit. 

M.  Roche,  regardant  la  contradiction  comme  bien  établie,  en  avait  conclu  que 
l'intérieur  de  la  Terre  doit  être  solide  (Mémoire  sur  Vélat  intérieur  du  globe 
terrestre,  Paris,  1881).  Cette  conclusion,  qui  serait  d'une  importance  capitale 
pour  la  Géologie,  ne  peut  donc  pas  encore  être  considérée  comme  certaine.  Nous 
reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  DE  ROTATION 

DE  LA  TERRE. 


168.  Considérations  générales  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre.  —  Nous  supposons  que  la  Terre  peut  être  assimilée  à  un  corps  solide; 
nous  ferons  donc  abstraction,  pour  le  moment  du  moins,  des  déplacements  rela- 
tifs possibles  de  la  masse  fluide  intérieure  par  rapport  à  l'écorce  terrestre  et 
aussi  des  déplacements  relatifs  des  mers.  Le  mouvement  de  la  Terre  sera  consi- 
déré comme  résultant  de  deux  autres  :  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  le 
mouvement  relatif  autour  de  ce  centre.  Ces  mouvements  sont  la  conséquence 
des  impulsions  initiales  et  des  forces  d'attraction  qui,  d'après  la  loi  de  Newton, 
sollicitent  chacune  des  molécules  de  la  Terre  vers  chacune  des  molécules  du 
Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes.  Dans  l'étude  du  second  mouvement,  les 
seules  influences  sensibles  sont,  comme  nous  le  montrerons,  celles  du  Soleil  et 
de  la  Lune. 

Si  la  Terre  était  composée  de  couches  sphériques  concentriques  et  homogènes, 
les  résultantes  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  seraient  des  forces  passant 
par  le  centre  de  gravité,  et  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  ce  point  consis- 
terait en  une  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  de  direction  invariable,  fixe  à 
l'intérieur.  Mais  la  Terre  est  aplatie,  et  le  problème  est  assez  complexe.  On  sait 
d'abord  que  les  équations  différentielles  du  mouvement  autour  du  centre  de  gra- 
vité 0  sont  les  mêmes  que  si  ce  point  était  fixe.  Il  s'agit  de  former  ces  équations. 
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Nous  menons  trois  axes  de  directions  invariables  OX,  OY,  OZ  ;  le  plan  XOY  sera 
parallèle  an  plan  de  l'écliptique  d'une  certaine  époque  et  OX  dirigé  vers  l'équi- 
noxc  de  cette  époque.  Considérons  d'abord  la  Terre  comme  formée  de  points  ma- 
tériels séparés  les  uns  des  autres.  Les  conditions  de  liaison  provenant  de  la  soli- 
dité sont  que  les  distances  mutuelles  des  divers  points  sont  invariables.  On 
tient  compte  de  ces  conditions  comme  il  suit  :  on  considère  un  second  système 
d'axes  rectangulaires  0^, ,  OjKi  ,  Oz-t  liés  invariablement  à  la  Terre.  Soient  x,  y,  z, 
X,,  y,,  z,  les  coordonnées  de  l'un  des  points  matériels  M  dans  les  deux  sys- 
tèmes. On  pourra  passer  des  unes  aux  autres  par  les  formules  connues 

ia^  =:  a  a^i-\~  b  ri-h  c  z-i, 
Y  =:  a'  a-i  +  b'  Yi  +  c'  ^, , 
,  z  =a"xi~\-  b"Yi  H-  c"Zi  ; 

^ii  yi^  5,  restent  invariables  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  quand  on 
considère  un  môme  point  M.  Les  neuf  cosinus  a,  b,  ...  sont  des  fonctions  du 
temps  qu'il  s'agit  de  trouver.  Quand  on  les  aura  obtenues,  les  formules  (1) 
feront  connaître  les  coordonnées  des  divers  points  du  corps  rapportées  aux  axes 
OX,  OY,  OZ.  On  sait  que  ces  cosinus  sont  liés  par  six  relations  distinctes.  11 
est  commode  de  les  exprimer  à  l'aide  de  trois  variables  :  nous  adopterons  les 
trois  angles  d'Euler. 

169.  Angles  d'Euler.  —  Traçons  une  sphère  de  rayon  i  ayant  son  centre 
en  0;  sa  surface  est  percée  par  les  parties  positives  des  axes  aux  points  X,  Y,  Z, 
^o  J"i'  ^i  {.fiS'  ^^)-  Considérons  un  mobile  en  mouvement  sur  l'arc  de  grand 

Fig.  26. 
z 


cercle  x^y^  dans  le  sens  .^,.7,;  ce  mobile  traversera  le  grand  cercle  XY  au 
point  N  quand  il  passera  de  l'hémisphère  XYZ  dans  l'hémisphère  opposé  XYZ, 
(Z,  désignant  le  point  diamétralement  opposé  à  Z).  Le  point  N  est  le  nœud 
descendant  du  grand  cercle  x^  j,  par  rapport  à  XY. 
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On  pose 

et  cet  angle,  qui  est  compté  à  partir  de  X  en  sens  inverse  de  XY,  jusqu'au 
point  N,  peut  être  compris  entre  o  et  iiz.  Lorsque  le  mobile  passe  en  N,  la  direc- 
tion de  son  mouvement  fait,  avec  la  tangente  en  N  à  l'arc  NX,  un  angle  0  qui 
est  évidemment  compris  entre  o  et  ~.  Sur  la  figure,  on  a 


On  pose  enfin 


cet  angle  se  compte  à  partir  du  point  N,  dans  le  sens  du  mouvement  du  mobile 
considéré  plus  haut,  jusqu'au  point  x^  ;  o  est  compris  entre  o  et  ir..  Les  trois 
angles  d'Euler  sont  o,  G,  'j».  Nous  allons  exprimer  les  neuf  cosinus  en  fonction 
de  cp,  6,  'j*-  Il  suffira  d'appliquer  la  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie 
sphérique  à  chacun  des  huit  triangles 

XN^i,    XN/,,    XN,3,;        YN^i,    YN/i,     YN^,;        ZN^,,    ZNji- 


On  trouve  ainsi  (') 


(2) 


a  =1  cosdi  C0S9  +  sin-ji  sin9  COS0, 
a'  z=—  sin^|^cos9  +  cos^j;  sin9  cosO, 
a"=i  —  sîn9  sinô; 

b  =:  —  cos^];  sin9 -f- sin(];cos9  cos9, 
b' =:  sin-j' sin9  +  cos^  COS9  cosô, 
Z>"  — —  COS9  sinô; 

c  —  sin^'sinô, 
I  c'  =z  cos^'sinS, 
\  c"  =  CCS  9. 


Il  faudrait  trouver  ç,  ^,  6  en  fonction  de  /. 

170.  Variables  auxiliaires.  —  On  a  vu  en  Cinématique  que  le  mouvement 
d'un  corps  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe  0  consiste  à  chaque  instant 
en  une  rotation  autour  d'un  axe  instantané  01  passant  par  ce  point.  Soit  co  la 
vitesse  de  cette  rotation  à  l'époque  t;  on  porte  sur  01,  dans  un  sens  déterminé 
une  fois  pour  toutes,  suivant  le  sens  de  la  rotation,  une  longueur  01  =  w;  les 
projections  du  point  I  sur  les  axes  Oo?,,  Oj,,  0-,  sont  les  trois  variables  auxi- 


(*)  Pour  passer  de  ce  système  à  un  autre,  qui  est  employé  dans  quelques  Traités  de  Mécanique,  il 
faut  remplacer  ^^  et  6  par  —  <^  et  —  6  ;  l'oubli  de  cette  précaution  a  entraîné  plus  d'une  erreur. 
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liaires  qu'il  y  a  lieu  d'introduire;  on  les  représente  par/?,  q,  r.  Si  Ton  décom- 
pose la  rotation  co  en  trois  autres  s'effectuant  suivant  les  axes  0^,,  Oj,,  0^,, 
les  vitesses  de  ces  rotations  composantes  seront  précisément  égales  à  p,  q,  r. 
Les  quantités/?,  q,  r  sont  liées  aux  variables  cp,  0,  t];  et  à  leurs  dérivées  par  les 
relations  suivantes  (voir  le  Traité  de  Mécanique  de  Poisson  ou  celui  de  M.  Des- 
peyrous)  : 

I  /?  tt:  (];' sinô  sin9  —  ^'coscp,         i];'— ;  -V, 


(3)  '^  7  =  d;'sin9coscp  +  9' sincp, 

(  /•  —  (y'_  (|i'  cosQ, 


dt 

d9 
dt 


Les  quantités  p,  q,  /-jouent  un  rôle  important;   elles  permettent  d'abord 
d'exprimer  la  vitesse  angulaire  et  les  cosinus  directeurs  do  l'axe  instantané  : 

cos  (^,01) 


y/yo'  +  7'  +  /•' 


cos  (jiOI) 


(4)  /  '  ^P^-^9 


cos  (zi  01) 


/• 


\/yÔ2+<72+/-2 


On  peut  ensuite  s'en  servir  pour  exprimer  la  force  vive  du  corps 

2Ï  = 


l'-m-m^im 


,  Si  les  axes  0^,,  Oy,,  Oz,  sont  les  axes  principaux  d'inertie  du  point  0  et 
A,  B,  G  les  moments  d'inertie  principaux,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

on  démontre  que  l'on  a  simplement 

(5)  2T  =  Ap'  +  Bq^\-Cr\ 

Si,  par  le  point  0,  on  mène  une  droite  égale  et  parallèle  à  la  quantité  de 
mouvement  du  point  M,  mais  de  sens  contraire,  on  obtient  un  couple.  II  y  en 
aura  autant  que  de  points  M;  tous  ces  couples  se  composent  en  un  seul,  le 
couple  résultant  des  quantités  de   mouvement.  Soit  OG  l'axe   de  ce  couple  en 
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grandeur  et  en  direction  ;  on  a 

cos  (j^iOG)  = 


\p 


cos  (  KiOG)  = 


B7 


(6)  {  "^  V^AV'+B2^2+C*/-2 

cos  (  z,  OG)  =  ^'''  , 

(i  --=  y/A  V+B« 7^ +€='/■-. 

II  est  facile  de  calculer  l'angle  de  l'axe  instantané  et  de  l'axe  du  couple  résul- 
tant. On  tire,  en  effet,  des  formules  (4)  et  (6) 

1    cos(GOI)—    ,       —  ^  > 

\  \'p^'  +  gr^ -4-  ,-2  v/AV-+B^7*+C-^/=' 

'  1   ,i,..rnn       (C-Br7^-/"-+(A-Cr/-V^+(B-A)Vy^ 

171.  Equations  de  Lagrange.  —  Les  formules  (3)  et  (5)  donnent  T  ex- 
primé en  fonction  'des  trois  variables  o,  0,  '\)  et  de  leurs  dérivées  cp',  0',  '|'.  On 
remarquera  que  cp,  0,  '\i  remplacent  ici  les  variables  indépendantes  ^,,  q.,,  ... 
du  n*»  3  (t.  I,  Introduction).  Les  liaisons  sont  exprimées  par  les  équations  (i); 
elles  sont  indépendantes  du  temps.  Soit  U  la  fonction  des  forces;  les  formules 
de  Lagrange  deviennent  ici 


(8) 


Les  relations  (3)  et  (5)  donnent 

^^7-,  r=—  Apcoso  -h  lu/  sin'j, 
ou'  '  ' 

-r-77  =:  sin9{\p  sin9  +  B^  cos 9)  —  C/'cos5, 

dT        ,  .  i^      •      ^    •    nd'h       .  .       .  _  ^d^ 

-:-—  =  (A«  coso  —  BrtT  sincs)  sin'J  -r-  H-  (A/?  si  no  4-  B<7  coso)  -7-) 
dcp  '  dt  ^  ^  '         '     dt 

— ■  —  [cos6(A/>  sino  -}-  B</coso)  4-  C/-sinô]-^> 


ô'ï  _ 
do 

OU 

d  (dT\ 
dt\dB'  ) 

09  ~ 

OU 

d  /dl\ 
dt\ô^') 

ÔT 

ou 
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Il  n'y  a  plus  qu'à  porter  ces  expressions  dans  les  formules  (8).  La  première 
devient 

^dr       „     /.         .    \d'\>  dO\        ,     (  .    ^d'\>         .       d9\        (){] 

C^  +  B^^s,n9sm0^-cos9-^-j-A/.^cos9S,n0^t+sin9^^j=--^ 

ou  bien,  en  ayant  égard  aux  relations  (3), 

(9)  C^^  +  (B-A)/,,=  ^-^. 
La  seconde  des  formules  (8)  donne  ensuite 

.  dp        ^^    •        dq        do  . 

—  A  costp-^  +  B  smo  -^  +  -^j  (A/?  sin  o  +  13(7  COS9) 

—  -^  [(A/)sincp  -I-  B 7  ces 9)  cosO  -i-  C/'sin0]  -=:  -^y 
ou  bien,  en  remplaçant  jt  et  -^  par  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (3), 

,      s  i  dp  dn  .  /ï^        r-\  '?U 

(10)  —  A  cos  9  -^  +  B  siii  9  -ly  +  (  A  —  t  )  /y^»  sin  9  +  ( B   -  C )  /vy  ces  9  -^  -^  • 

La  troisième  des  formules  (8)  donne  de  même 

A  sin  0  sin  9  -—■  H-  B  sin  9  cos  9  -/  —  C  cos  6  -r- 
^  dt  ^  dt  dt 

-^   -—-  {Ap  sin(9cos9  —  B^  sin9sin9) 

4-  -fAAp  cos9sm9  +  B7  cos5  COS9  -h  C/"  sin9)  =:  -vr 

ou  bien,  en  remplaçant  -—>  "iTT  ^^  tf  P^''  leurs  valeurs  tirées  des  formules  (3) 
et  (9)' 

C  dp  df/ 

\  A  SI  no -y-  -h  BcosoV- 
\  '  dt  '  dt 

(II) 

(  H--  (A  —  C)  rp  coscfl  —  (B  —  C)  ra  sin9  =  —. — r,  i  tt  +  cos0-,—  )• 

11  n'y  a  plus  qu'à  résoudre  les  équations  (10)  et  (i  i)  par  rapport  à  -—  et  ■—; 
on  trouve  ainsi  les  équations  suivantes,  que  nous  avons  fait  suivre  de  la  for- 
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mule  (9), 

A -^  +  (C  —  B  )  ^/- =  -^    -T^  4- cos  ô -^     —  cos 9 -^ , 
\       dt       ^  '  '  sin9  \d'i^  do  J  '  dB 

■       s  ]    r»*^^         /4         n-.  COS9  /()U  r,à\}\  .         dH 

(12)  {  B-^ +(A  — C   /•/?=  ^-^    -yr -l-cos9-y-     +  sincp -^, 

Ce  sont  les  trois  équations  d'Euler,  clans  lesquelles  les  sommes  des  moments  des 
forces  extérieures  par  rapport  aux  axes  principaux  ont  été  exprimées  à  l'aide 

de  ç,  6,  '\i  et  des  dérivées  partielles  x"'  ^a'  ât' 

U  est  une  fonction  de  o,  0,  ']^  et  de  t,  que  nous  apprendrons  bientôt  à  former. 
Les  formules  (3)  et  (12)  constituent  un  système  de  six  équations  différentielles 
simultanées  du  premier  ordre  aux  inconnues  cp,  0,  •j',  p,  q,  r.  On  ne  peut  évi- 
demment pas  songer  à  une  intégration  rigoureuse.  On  va  déterminer  une  va- 
leur très  approchée  de  U  en  ayant  égard  à  cette  double  circonstance  favorable  : 
d'une  part,  le  rayon  moyen  de  la  Terre  est  petit  par  rapport  aux  distances  qui 
la  séparent  de  la  Lune  et  du  Soleil;  d'autre  part,  les  surfaces  de  niveau  de  la 
Terre  sont  peu  éloignées  de  la  forme  sphérique. 

172.  De  la  fonction  des  forces  U.  —  Soit  du,  la  masse  d'une  molécule  M, 
du  Soleil  ou  de  la  Lune,  A  sa  distance  au  point  M;  la  fonction  des  forces  a  pour 

expression  ^  — V^'  où  le  signe  ^  doit  s'étendre  à  tous  les  points  M  et  à  tous 
les  éléments  d\L  du  Soleil  ou  de  la  Lune.  Si  les  points  M  forment  la  masse 
continue  de  la  Terre,  le  ^  se  change  en  une  intégrale  sextuple;  il  vient,  en 
mettant  dm  au  lieu  de  m. 


^// 


En  laissant  le  point  M,  fixe  et  faisant  occuper  à  M  toutes  les  positions  à  l'inté- 
rieur de  la  Terre,  on  a  (t.  I,  p.  61) 


/ 


'djn  _  M        A  +  B  -i-  C  —  3 1 

A   ~"  Al  ^  -i\\ 


où  M  désigne  la  masse  de  la  Terre,  A,  la  distance  OM,,  A,  B,  C  les  moments 
d'inertie  principaux  de  la  Terre  au  point  0,  et  I  le  moment  d'inertie  de  la  Terre 
par  rapport  à  la  droite  OM,.  Les  termes  non  écrits  sont  très  petits  pour  deux 
raisons  :  d'abord  parce  que  les  dimensions  de  la  Terre  sont  petites  par  rapport 
aux  distances  qui  séparent  son  centre  de  gravité  des  divers  éléments  du  Soleil 
T.  -  IL  48 
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et  de  la  Lune,  ensuite  parce  que  les  surfaces  de  niveau  de  la  Terre  sont  peu 
aplaties.  On  peut  même,  dans  le  terme  —^ — ^3  ~ — 5  remplacer  I  par  le  mo- 
ment d'inertie  de  la  Terre  par  rapport  à  la  droite  00,  et  A,  par  p,  en  désignant 
par  0,  le  centre  de  gravité  du  Soleil  ou  de  la  Lune,  et  faisant  00,  =  p.  On 

aura  donc 

rdm        M        Ah-B  +  C  — 31 
J     A   ~"  Al  "^  2p3 


et,  par  suite, 


TT     ^n*  r^f^      „A  +  B  +  C  —  31  r, 

U^fMJJ^  +  f -, Jd,.. 


Soit  M,  la  masse  du  Soleil;  on  aura  T^^pt.  =  M,.  L'intégrale  /  -^  est  indé- 
pendante de  9,  G,  (J;  et  disparaîtra  des  seconds  membres  des  équations  (12) 

qui  ne  contiennent  que  les  dérivées  partielles  x~'  "70  ^^  tt'  ^"  P^^^  donc  se 
borner  à 

(l3)  U=:fM,  ^^-^ 


2p"' 

Soient  ^,,  y],,  '(,  les  coordonnées  du  point  0,  par  rapport  aux  axes  0.x ^, 
Oj,,  0:?,,  qui  sont  des  axes  principaux  d'inertie  pour  le  point  0.  Un  théorème 
connu  donne 


P 

On  a  d'ailleurs 

et  la  formule  (i3)  devient,  en  laissant  encore  de  côté  des  termes  indépendants 

de  9,  G,  <J;, 

y^3fj^j/C-A)^f+(C-B)y]f 
2       '  pS 

Il  faut  ajouter  un  terme  semblable  pour  tenir  compte  de  l'action  de  la  Lune. 
Nous  représenterons  par  M',  la  masse  de  la  Lune,  par  p'  la  distance  de  son  centre 
de  gravité  0'^  à  celui  de  la  Terre  et  par  ^\  et  yj',  les  coordonnées  de  0',  rapportées 
aux  axes  Oa?,,  0/,.  Nous  aurons  ainsi 

(i4)         U  =  -fM  (C--A)Hf  +  (C-B)yi^    ^    3^j^^,  (C-A)r,^  +  (C-B)vi;^ 
2       ^  p5  2       ^  p'5 

Il  convient  de  voir  comment  cette  expression  approchée  de  U  dépend  de  ç,  6 
et  ^.  Soient  ^,  y),  '(  les  coordonnées  de  0,  par  rapport  aux  axes  OX,  OY,  OZ; 
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les  formules  de  transformation  (i)  donneront 

Bt  =  a^-h  a'f]  -+-  a"^, 

Ci  =  c4  +  c'Tn  +  c"Ç; 

Q,  Y],  "C  sont  des  foniîtions  de  ^;  cp,  ô  et  ^  ne  seront  introduits  que  par  les  neuf 
cosinus  «,  b, Les  formules  (2)  donnent  d'ailleurs 

âa       ,  âa'       , ,  da"       , ,, 

-^  —  b,  --=b',  —-—b', 

a<f>  ô'f  atp 


il  en  résulte 


db_  ^-_   I         ^  —  _" 


^  z^bl  +  b'r^  +  b"K  =  -n,, 


la  formule  (i4)  donnera  donc 


^  =  3fMi(B-A)^  +  3fM;(B-A)^, 
09  p^  p  * 


et  la  dernière  des  équations  (12)  pourra  s'écrire 

C ^"  +  (B  -  A)/>7  =  3f  (B  -  A)  (m.  ^  +  m;  Ê^ 

dt  \        P  P 


Cette  équation  en  donne  deux  autres  analogues  par  raison  de  symétrie,  et  l'on 
voit  que,  avec  la  valeur  approchée  de  U,  les  formules  (12)  peuvent  être  rempla- 
cées par  les  suivantes  : 

1  Aj  +  (C-B)^/-  =  3f(C-B)(^M,^+M;^), 

(i5)  B§+(A-C)/-/>-3f(A-C)(M,^+M;^), 

I  c|:-i-(B-A)/>^=.3f(B-A)(M.i^+M;^). 

173.  Variables  canoniques.  —  Comme  dans  le  n**  4  de  l'Introduction  du 
tome  I,  nous  allons  introduire  les  variables  p<,  7?^,  />;,  que  nous  désignerons  par 
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cp,,  0,,  (j^,  ;  elles  remplaceront  cp',  6'  et  'J/'.  Nous  aurons  donc,  par  définition, 

('^)  '^'=-^7''      ^'=W"      ^'^d^'' 

ou  bien,  en  nous  reportant  aux  dernières  formules  de  la  page  875, 

(17)  ]  01  =  — A/?  coscp  +  B<7  sin9, 


\\l^  z=  (A/?  sintp  +  Bq  COS9)  sin0  —  C/*cosô. 
On  en  tire  inversement 

Ap  =  -^^ r— 7; sincp  —  01  cosqj, 

B^  =  — — r^ cos©  +  d,  sino), 

C/-  =  9,, 

et  l'expression  (5)  de  la  force  vive  devient 

/os  rr  I    /4i+9lCO80     .  rt  \*         ï    /d'i-H9iCOS0  a       .        \^ 

(18)     2T=  -T-    -^ — P-^ sino  — Ô,  coscp)  +  -ttI  -^ — ^^-^75 COS9+  9,  sino 

A\        sin0  ^  ^/        B\        sm9  ^  ^J 


c^î 


On  sait  (t.  I,  Introduction,  n^  4)  que  l'on  aura  ce  système  d'équations  diffé- 
rentielles canoniques 

dt        (?(p,  dt  ()9 

dB__d^  dd^__dQ. 

(,g)  1  dt  ~~  dS^  dt  ~       dO' 

d^_d^  d^  __  dQ. 

dt        d^i  dt  d^ 

^  =  T-U. 

U  est  une  fonction  connue  de  9,  6,  (|i  et  de  ^;  ï  est  une  fonction  de  9,  6,  tj>,  cp,, 
0,  et  ^,  définie  par  la  formule  (18).  On  a  ainsi  un  système  canonique  à  six  va- 
riables. 

Cherchons  à  nous  faire  une  idée  de  la  grandeur  du  rapport  „•  L'observation 

montre  que  les  latitudes  terrestres  sont  invariables  ou  du  moins  que  leurs  varia- 
tions sont  extrêmement  petites;  or  le  complément  de  la  latitude  d'un  lieu  est 
l'angle  que  fait  la  verticale  de  ce  lieu  avec  Taxe  instantané  01.  Il  en  faut  conclure 
que  les  deux  points  où  cet  axe  perce  la  surface  de  la  Terre  sont  toujours  les 
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mêmes  ou  du  moins  à  très  peu  près.  Or  on  sait  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  faut  que  l'axe  instantané  s'écarte  toujours  fort  peu  de  l'un  des  axes  princi- 
paux d'inertie  du  point  0.  Nous  appellerons  Os,  cet  axe  principal.  Les  données 
acquises  sur  la  figure  et  la  constitution  de  la  Terre  montrent  que  l'on  a  C  >»  A, 

et  que  le  rapport  ^  _     est  petit.  On  peut  donc,  pour  le  but  actuel,  faire  B  =  A 

dans  la  formule  (i4)»  ^t,  en  remplaçant  - — ^  par  son  maximum  égal  à  i,  il 

P 

viendra 

u  <  -  f  M,  ^^  +  -  f  m;  — "^^ . 

2  p^  2  '        p'^ 

Or,  si  les  orbites  décrites  par  le  Soleil  et  la  Lune  autour  du  point  0  étaient  circu- 
laires, ce  qui  est  peu  éloigné  de  la  réalité,  on  aurait,  en  désignant  par  m  et  m' 
les  moyens  mouvements, 

fM,  =  m2p^         fM  =  /n'V''; 

l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

On  tire  maintenant  des  relations  (4) 

puisque  l'angle  s,  01  est  très  petit,  c'est  que  -  et  -  sont  eux-mêmes  très  petits; 

r  est  voisin  de  co,  et  l'expression  (5)  de  2T  devient  à  fort  peu  près  égale  à  C  co^. 
On  aura  donc 

u^qC-A/myr      M\fm'\n 


On  a 


il  en  résulte 


m I  M',  I  m'  C  —  A i    ^ 

«"366'  "M^ST'         7^  ~      '  ~"C~  ~  3Ô6' 


U 

7S  < 


T       4  000  000 


Le  rapport  Tp  est  donc  très  petit,  et,  comme  ona£2  =  T(i  —  Tpjjon  peut 

chercher  à  intégrer  les  équations  (19)  dans  une  première  approximation  en  y 
supposant 

U=:0,  ^=:T. 
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Si  l'on  veut  suivre  la  méthode  de  Hamilton-Jacobi,  il  faut  considérer  l'équation 

y  remplacer  T  par  son  expression  (i8),  puis  cp<,  6<  et  <];,  respectivement  par 

(^«)  ^'^â^'  ^^"=09'  '^^-='W 


ce  qui  donne 


dS         I     fsin  9  /(?S  ^  <9S 

at       2 

(21) 


4- 
2 


C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  contenant  quatre 
variables  indépendantes  /,  o,  ô,  ^  et  dont  il  faudrait  trouver  une  solution  S  ren- 
fermant trois  constantes  arbitraires.  La  recherche  directe  de  cette  solution  pré- 
sente des  difficultés  sérieuses,  et  nous  y  arriverons  bientôt  en  suivant  une  voie 
détournée. 
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INTEGRATION  DES  EQUATIONS  DU  MOUVEMENT  NON  TROUBLÉ.  -  MÉTHODE 
ÉLÉMENTAIRE.  —  MÉTHODE  DE  HAMILTON-JACOBI.  -  VARIATION  DES 
CONSTANTES  ARBITRAIRES. 


Nous  allons  procéder  d'abord,  par  la  méthode  élémentaire,  à  l'intégration 
des  équations  du  mouvement  quand  on  y  suppose  U  =  o.  Cela  revient  à  la  dé- 
termination du  mouvement  d'un  corps  solide  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
point  fixe  quand  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures. 

174.  Calcul  de  />,  </,  r.  —  Les  équations  d'Euler  deviennent  ici 

A^+(C-B)<7/-  =  o, 

(1)  {  B^  +  {A-C)rp=.o, 

C  ^■  +  (B-A)/>^=:o; 

elles  forment  un  système  séparé,  distinct  de  celui  dont  dépendent  9,  ô  et  «1».  Si 
on  les  multiplie  séparément,  d'abord  par/?,  q,  r,  puis  par  Ap,  Bq,  Cr  et  qu'on  les 
ajoute,  on  obtient  des  combinaisons  intégrables  qui  donnent,  en  représentant 
par  H  et  G  deux  constantes  arbitraires, 

(2)  A/>2+B  72+C  r^r^aH, 

(3)  AV'+B2^2_^CV2=  G\ 

On  aurait  pu  écrire  immédiatement  ces  intégrales.  En  effet,  puisqu'il  n'y 
a  pas  de  forces  extérieures  et  que  le  système  est  solide,  sa  force  vive  2T  est 
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invariable;  en  la  prenant  égale  à  2H,  on  a  la  relation  (2).  En  second  lieu,  l'axe 
du  couple  résultant  est  constant  en  grandeur  et  en  direction;  ses  projections 
kp,  B<7,  Cr  sur  les  axes  mobiles  sont  variables,  mais  la  somme  de  leurs  carrés 
doit  être  constante,  ce  qui  donne  la  formule  (3);  G  désigne  donc  le  moment 
du  couple  résultant.  Si  l'on  élimine  r  oup  des  équations  (2)  et  (3),  il  vient 


(4) 
(5) 


A(C-A)/>2+B(C-B)ry2  =  2CH  — GS 
B(B-A)<72+C(C  — A)/-2z=:G2— 2AH. 


Nous  avons  vu  que  le  moment  C  est  le  plus  grand;  on  peut  prendre  ensuite 
pour  axe  Oj,  celui  auquel  correspond  le  moment  moyen.  On  aura  donc 

A<B<C, 

et  les  premiers  membres  des  équations  (4)  et  (5)  seront  positifs.  Il  devra  en  être 
de  même  des  seconds,  ce  qui  entraîne  les  inégalités 


2CH-G2>o,        G2-2AH>o,        A<^<C. 

2  n 


Nous  poserons 


(«) 


/C  -  B         ■  / 


C— A 


vA^^ 


/G^— 2AH  /     C      2CH— G^ 

'  -y  c(c-A)'      ^  =  Vc^ 


B  G2-2AH' 


d'où 
A 


B 


G2  =  w'nC^+  A^aV^),         2H  =  (o'MC  +  AaV^). 
On  verra  sans  peine  que  les  équations  (4)  et  (5)  deviendront 


r 
b^ 


6"^^  +' 


de  sorte  qu'on  peut  faire,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  y, 

p  z=.  m' a  a  cosx,        (?  =  co'^o- sin^,        /•  =  (^'  ^\  —  c^a'^  sin^^- 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de^,  q,  r  dans  l'une  quelconque  des  équations  (1), 
on  trouve 

^^  =abW  y/i  — c^a^sin^y, 
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d'où,  en  désignant  par  h  une  constante  arbitraire, 

■X 


385 


ab (ji'  {t  -\-  II) 


Jo     Jl 


d-l 


c^a^  ^\w^X 


Voici  donc  l'ensemble  des  formules  qui  donneront/?,  q,  ret  la  vitesse  de  rota- 
tion w  en  fonction  de  t  et  des  trois  constantes  arbitraires  m',  g,  h  : 


(A) 


Jo       \/l  —  C^ 


dx 


■''  a^  sin^  y^ 


ab(ù'{t-\-  h), 


w  =  co'  y/ 1  +  a^  (j-  —  a*  6*  c^  cx^  sin^  ;<;. 


On  voit  que  les  calculs  conduisent  à  des  fonctions  elliptiques  dont  le  module 
est  CG. 

175.  Expressions  de  f ,  0,  ^{>.  —  Les  formules  (3)  du  n°  170  donnent 

d9 


dt 


q  sino  — p  COS9, 


(6) 


sinÔ-T^  1=/?  sin9  +  ^  COS9, 


<^9  r  ,       . 

-jf  =z  r  +  cot&(/?  sincp  4-  </  coscp), 


c^^ 


Nous  ne  procéderons  pas  à  l'intégration  directe  de  ces  équations.  Représen- 
tons par  Ço,  60,  ^0  ce  que  deviennent  ç,  ô,  ^j;  quand  on  rapporte  les  axes  mo- 
biles, non  plus  aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  mais  au  plan  invariable  et  à  une 
droite  déterminée  de  ce  plan  {^fig.  27).  Le  plan  invariable  ou  plan  du  couple 

Fig.  27. 


résultant  coupe  la  sphère  de  rayon  i  suivant  un  grand  cercle  fixe  HK.  Soient  Zq 
son  pôle  boréal,  Xo  un  point  déterminé  du  grand  cercle;  nous  aurons,  par  défi- 
nition, 
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Commençons  par  calculer  les  inconnues  auxiliaires  Ço»  Oo»  ^o-  L'axe  du 
couple  résultant  est  dirigé  suivant  la  droite  OZo;  ses  projections  sur  Oo;,,  Oj, , 
0^,  sont  égales  à  A/?,  Bq,  Cr.  On  aura  donc 

A/?  ~  Gcos(Zo,  ^i),        B^  =  Gcos(Zo,  7i),        Cr  =  G  cos(Zo,  ^i)  ; 

ces  trois  cosinus  sont  analogues  aux  cosinus  a",  b" ,  c"  du  n**  169  et  seront  don- 
nés par  les  formules  (2)  de  ce  numéro.  On  trouvera  ainsi 

(7)  Ayo  =  — G  sinôo  sin9o,        By  ==  —  G  sinôo  cos9o>        C/'  =  Gcos9o; 

d'où,  en  ayant  égard  aux  formules  (A)  et  («), 


(B) 


Remarquons  que,  pour  i  =  —  A,  on  a  )(^  =  o,  sinGoCOSç„=  o,  sinGoSincpo<!  <^>; 

sinGo  étant  positif,  on  doit  prendre  90  — Il  nous  reste  à  calculer  ^q-,  nous 

partirons  pour  cela  des  formules  (6)  qui  ont  lieu  encore  quand  on  y  remplace 
ç.  G,  ^  par  cpo,  Go,  ^o-  Nous  aurons,  en  particulier, 

sin  9o  -^  =:  yt?  sm  9o  -+-  ^  cos <po  ; 

d'où,  en  ayant  égard  aux  relations  (7), 

(8)  ^=-G  V+^^' 


.    ^     .                  w'Aao-coSY 
sm  00  810  90= p -y 

"ine  -  jl  A*«^+<^^^'sin«% 

om9o-<Ty        C^+A^a^a^ 

.    „                        (ù'Bbasiny 

cosôo="'^V/i-^-^^"-sin^X. 

Aa     ^ 
langcpo— g^cotx. 

dt  ~  AV'+B2^2 

En  remplaçant  p  et  q  par  leurs  valeurs  (A),  on  en  conclut 

^    '  ^"'~      <^b^'X     A^a^  cos^x  +  B^  b'  sin^x  V^i  -  c'^cr'  sin^x 

On  n'a  pas  ajouté  de  constante  arbitraire,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  Xo  la 
position  du  point  H  à  l'époque  iz=.  —  h.  Les  formules  (6)  donnent  encore,  en 
tenant  compte  des  relations  (7), 

-^  —  cos9o-^  =  sm9o(/>sincpo+  5-00890)  — /-cosSo^ ^ r^ =—  — -, 
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d'où  cette  autre  expression  de  j/o 


.?o 


211  r 

(C)  ^{^0  = ^{t-^h)-\-{      cos9o«5^<po. 

Il  nous  faut  maintenant  faire  connaître  la  position  du  plan  invariable  par  rap- 
port aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ;  on  y  arrivera  en  se  reportant  à  \^fig.  27  et 

posant  (') 

XN'==^',      XN'K=9'        et  aussi        N'Xo  =  ^. 

On  aura,  dans  le  triangle  NN'H, 

N'NH— i8o"-Ç,         N'HN  =  9o,  NN'H  =6', 

On  en  conclut,  par  les  formules  connues  de  la  Trigonométrie  sphérique, 

sin9  sin(4^  —  4*')  =  sin9oSin(4'o  —  g), 

sin9cos(4'  —  J^')  =  cos^o  sin9'+  sin^o  cos9'  cos(4'o  —  <?■)> 
> 

(D)  [  cosQ^:^  cos^ocosô'— sin^o  sin5'cos(4'o  — ^)> 

sinô  sin(9o—  9)  =  sin9'  sin(4'o  — ^)> 

sin0cos(a?o —  ?)  =  sin^o  cos9'  h-  cosÔq  sinô'  q,o?,{^o—  g). 

On  déterminera  ainsi  sans  ambiguïté  6,  'j*  —  'Y  et  cp»  —  ?•  L'enchaînement  des 
formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  permettra  donc  de  calculer  les  expressions  analy- 
tiques de/?,  q,  r,  ç,  6,  ^  en  fonction  du  temps  et  des  six  constantes  arbitraires 
w',  (T,  h,  g,  6',  4^'. 

On  sait  que  Jacobi  a  réussi  le  premier  à  obtenir,  à  l'aide  des  fonctions  0  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  les  neuf  cosinus  des  angles  que  font  entre 
eux  les  deux  systèmes  d'axes  OX,  OY,  OZ,  Ox^y  Oy^,  Oz^  (^Œuvres  complètes, 
t.  II,  p.  291).  M.  Hermite  {De  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques, 
p.  23;  Paris,  i885)  a  donné  une  nouvelle  démonstration  des  formules  de  Jacobi 
en  les  rattachant  à  l'équation  de  Lamé,  équation  célèbre  qui  joue  un  rôle  im- 
portant dans  les  recherches  de  M.  Gyldén  sur  les  orbites  intermédiaires.  On 
peut  consulter  aussi  les  deux  premiers  Chapitres  du  tome  II  du  Traité  des  fonc- 
tions elliptiques  de  M.  Halphen  (1888). 

Je  dois  mentionner  enfin  la  belle  représentation  géométrique  du  mouvement, 
due  à  Poinsot,  qui  est  enseignée  aujourd'hui  dans  tous  les  cours  de  Mécanique 
rationnelle. 


(1)  Les  lettres  6',  cp'  et  'i^'  ont  ici  une  signification  différente  de  celle  qu'elles  avaient  dans  le  Cha- 
pitre précédent. 
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176.  Intégration  par  la  méthode  de  Hamilton-Jacobi.  —  Nous  avons  à  con- 
sidérer l'équation  (21)  du  n°  173,  dans  laquelle  les  dérivées  partielles  ont  les 
valeurs  suivantes  : 

(8)  {  -Tg  :=9i  =r— A/)C0S9  +  B^sin(p, 
—  =:^J;i=:  (A/^sincp  -{-  Bç- COS9)  siïiO  —  C/-COS0. 

L'équation  dont  il  s'agit  ne  contenant  directement  ni  t  ni  ^,  on  peut  faire,  en 
désignant  par  H  et  F  deux  constantes  arbitraires, 

9,  et  0,  ne  contiennent  plus  ni  /  ni  '\',  mais  seulement  9  et  0.  L'équation 

donnera  T  =  H,  de  sorte  que  H  est  la  constante  qui  figure  dans  l'intégrale  (2) 
des  forces  vives.  La  dernière  des  formules  (8)  deviendra 

(A/>sin(pH-Bç'COS9)sin8  —  Crcosô  =  F, 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  se  reportant  aux  équations  (2)  du  n**  169, 

Ajo 003(7,0-1)  +  B^cos(Z,  71)  +  Crcos{Z,zi)  =— F. 

C'est  la  traduction  algébrique  de  ce  fait  que  la  projection  de  l'axe  du  couple 
résultant  sur  l'axe  0^  est  constante;  en  somme,  c'est  l'une  des  intégrales  des 
aires.  On  a  les  deux  autres  par  raison  de  symétrie,  et,  en  les  élevant  au  carré  et 
les  ajoutant,  on  retrouve  l'égalité  (3).  Nous  obtiendrons  donc  cet  ensemble  de 
formules 

(9)  S=— H«  +  Ft];+  r(9ic^cp4-0,rf9), 

(10)  {  (A/?  sincp  +  B^cos9)  sin9  —  Crcos9^=F, 

Pi=C/-, 

î,  = — A/?  COS9  +  B7  sin©. 

Les  relations  (10)  donneront  p,  q,  r,  ç,  et  6,  en  fonction  de  cp,  6,  F,  G  et  H; 
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l'expression  <pi  c^ç  H- ô,  c?6  devra  être  une  différentielle  exacte.  On  aura  donc 
ainsi  la  solution  cherchée  S,  laquelle  sera  une  fonction  de  t,  9,  6,  4^  et  des  trois 
constantes  arbitraires  F,  G,  H.  Le  calcul  direct  est  assez  ardu;  il  a  été  effectué 
par  M.  Serret  (^Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XXXV).  Le  savant  géo- 
mètre n'a  pas  formé  la  fonction  S  elle-même,  mais  sa  variation 

dans  laquelle  SF,  (5G  et  5H  désignent  des  variations  infiniment  petites  des  trois 
constantes.  Je  vais  exposer  la  solution  plus  simple  donnée  par  M.  Radau  {An- 
nales de  r École  Normale  supérieure,  \^^  série,  t.  VI,  1869). 

Nous  introduisons  d'abord  dans  les  formules  (9)  et  (10)  les  variables  auxi- 
liaires Ço  et  Ôo  au  moyen  des  relations  (7),  ce  qui  nous  donne 

(piz=:  Gcos^o»         01  =  Gsin9oSin(cpo— ?)> 

F 

(12)  cos9cos9o+  sin9sin9ocos(<po—  ?)  =—  ttj 

> 


cos'9o        ï  \  __  2H 


(,3)  sin.S.(!ii^.  +  ££^«_') 


7=;» 


G*        G 


S=— H^  +  Ftl'  +  G/  [cosQ^do  +  sin9oSin(cpo—  ^)dQ'\ 


ou  encore 


(i4)     S  rr:  — H^ +  F4' 4- G  /  cos0o<^9o  —  G  /  [cos ^q  <^(?o  —  ?)  —  sin^o  sin(<po  —  9)  c?9] . 

La  formule  (i3)  fait  connaître  60  en  fonction  de  tpo;  la  relation  (12)  donne 
ensuite  cp^  ^"^  fonction  de  9  et  8.  On  pourra  donc  calculer  l'intégrale  /cosGo^/çoî 

quant  à  l'autre  intégrale  qui  figure  dans  l'expression  précédente  de  S,  elle  peut 
être  fournie  immédiatement,  comme  l'a  montré  M.  Radau  (  *  ),  par  la  considération 
du  triangle  sphérique  HNN'  de  lay%-.  27.  Ce  triangle  donne  d'abord  la  relation 

cos0'=:  cos9cos9o+  sin9sin0ocos(<po —  ?) 

qui,  rapprochée  de  la  formule  (12),  nous  conduit  à  l'équation 

(l5)  Fi=:— Gcosô'. 


(')  Nous  devons  mentionner  aussi  la  solution  obtenue  antérieurement  par  Richeloi  {Mémoires  de 
V Académie  des  Sciences  de  Berlin,  i85o). 
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Posons  ensuite 

HN'=:7:-^o,        NN'=W, 

et  recourons  à  cette  analogie  différentielle  de  la  Trigonométrie  sphérique 
da  =z  sinôsinC  dA  +  coaC  db  -+-  cosB  de; 

nous  trouverons^  en  remarquant  que  6'  est  constant, 

(16)  cosôo  ^(?o—  ?)  —  sin^o  sin(9o—  9)  «fS  =  —  dW a— cosd'  d^>  =  — d{W^+W cosB'). 
La  formule  (i4)  devient  par  suite,  en  ayant  égard  à  la  relation  (i5) 

(17)  S  =  -Ht-^-{<\>~W)F-hG(w,-h  fcose.dcfo)- 


Nous  prendrons,  comme  au  n**  175,  — ^  pour  la  limite  inférieure  de  l'inté- 
grale /cosôo^/ço»  1^  limite  supérieure  étant  Ço-  Nous  avons  ainsi  l'expression 

de  S  dans  laquelle  il  serait  facile  de  mettre  en  évidence  9,  6,  ^,  soit  au  moyen 
des  formules  précédentes,  soit  h  l'aide  de  celles  que  fournit  le  triangle  NHN'. 
Mais  il  nous  suffit  de  calculer  la  variation  (11),  oS.  Nous  faisons  varier  F,  G,  H 
sans  toucher  à  /,  9,  0,  ^;  cosO,,  est  une  fonction  de  9^  ^t  de  G  et  H,  d'après  la 
formule  (i3),  et  nous  aurons 


B  I  COS  00  <^9o  =  cos  00  <5cpo  +  /  ô(cos0o)<^?o. 


Dans  le  calcul  de  S(cos6o),  nous  devrons  ne  pas  faire  varier  90,  puisque  le 
terme  cosGo§9o  tient  compte  de  la  variation  qui  en  résulterait.  La  formule  (17) 
nous  donnera  ainsi 

ÔS=-faH  +  (a;  — 'F)ÔF-Fâ'*  + 'FoôG  +  G  ô^^o  +  G  cos^o  % 

+  ôG  /  cos9o^9o+  G  /  (5(cos0o)  <^9o; 

la  considération  du  triangle  NHN',  des  formules  (D),  p.  887,  et  de  la  rela- 
tion (1  5)  donne  les  formules 

COS  Wo  =  ^-^ — ^^ =      ,  , 

„,        cos9o— COS0COS0'       F  COS 9  H- G  COS (9o 

COS  'Jr     ^^  - :=z  -  • 

sinôsinô'  \/G-'—F^sm9 
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Il  serait  facile  d'en  conclure  S^o  et  ^W;  mais  il  est  plus  simple  de  partir  de  la 
relation  (i6)  en  y  changeant  les  d  en  B  et  supposant  09  =  0,  âO  =  o,  ce  qui 
donne 

cos  do  a9o  =  -  ô^;  -  cos  Q'àW  =  -  (5^'o  + 1  ô»r , 
et  permet  d'écrire  ainsi  l'expression  de  SS 

(18)  as  =  -  ^ÔH  +  (t^  -  W)  ÔF  +  hlo  +  TcosSo  d^o)  aG  +  G  fd{cosdo)  û?9o. 

On  tire  maintenant  de  la  formule  (i3) 

6\ogsm^9o=àlog(~  —  ^j, 

d'où 

2H 

cos  00  js./  a  \  ^ 

^a(cos0o)  =  — — -^-> 

et,  des  formules  (B),  p.  386, 

(19)  sm2  9o«9o= Q^ «Z» 

-     Vcpo- — • 


cos  00  GG         y/i  — c^a^sin^x' 

on  a  aussi,  d'après  les  formules  (a),  p.  384, 

2GH-G*  =  ABco'2a^6-^a-; 


il  en  résulte 


2H 

ôH-^aG 

Ga(cosôo)û?9o=     ,    ^  ; ,  .  ,    dx. 


et  la  formule  (18)  donne 


as 
(20) 


+  (w,  +  rcosQo  ^?o  -  j^-r  C-^==J^=\  aG. 
l  V  -^  G(^'abJ^    VI  — c-cr^sin'-x/ 
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Soient/,,  g^,  A,  trois  constantes  arbitraires;  on  pourra  écrire,  comme  on 
sait, 

ou  bien,  en  remplaçant  les  dérivées  partielles  de  S  par  leurs  valeurs  tirées 
de  la  formule  (20), 

)  r  2H 

On  aura  ainsi  les  valeurs  de  9,  G,  ^  en  fonction  de  t  et  des  six  constantes  arbi- 
traires F,  G,  R,/,,  g^,  h,.  Si  l'on  se  reporte  à  la  première  des  formules  (A),  p.  385, 
on  voit  immédiatement  que  h,  =  h.  On  a  du  reste  W  =  ^  —  ^'  et,  par  suite, 

A  =  ^'- 

Voilà  donc  trouvée  la  signification  de  deux  de  nos  arbitraires  canoniques.  En 
ayant  égard  à  la  relation  (C),  p.  387,  la  dernière  des  formules  (21)  devient 

Or  on  a,    sur  h  Jlg.   27,   ^J^o=  XoN'-i- N'H  =  ^  H- u  —  ^oî   il   en    résulte 

g^=z  g  -hiz.  On  peut  ajouter  des  constantes  aux  arbitraires  canoniques  sans 

modifier  les  équations  différentielles  qui  les  déterminent;  il  est  donc  permis  de 

prendre  g^  =  g.  Le  résultat  des  calculs  précédents  peut  être  énoncé  ainsi  :  les 

constantes  arbitraires 

F,    G,     H, 


forment  un  système  canonique. 

177.  Mouvement  troublé.  Variation  des  constantes  arbitraires.  —  Nous 
avions  à  intégrer  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  avec  la  fonction  des  forces  U.  Nous  avons  supposé  d'abord  U  =  o,  et  nous 
avons  intégré  les  équations  du  mouvement  dans  cette  hypothèse  par  les  for- 
mules (A),  (B),  (G),  (D)  qui  donnent  les  inconnues  en  fonction  du  temps  et 
des  six  constantes  arbitraires  F,  G,  H,  <];',  g,  h  (6'  doit  être  supposé  remplacé 
par  sa  valeur  tirée  de  la  relation  F  =  —  G  cos6').  Nous  conservons  les  mêmes  for- 
mules pour  le  mouvement  réel  ou  mouvement  troublé^  en  y  considérant  les  arbi- 
traires précédentes  comme  de  nouvelles  variables;  alors,  parle  fait  démontré  au 


dF 

(?U 

t/G 

dU 

^/H 

au 

dt  " 

~  d^'' 

rfi  ~ 

-^'' 

(ii  ~ 

"  dh' 

dt 

dU 
-       dF' 

d"- 

dU 
"~dG' 

dh 

dt  " 

~      dH 
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numéro  précédent,  que  F,  G,  H,  ^',  g  et  h  sont  des  arbitraires  canoniques, 
nous  savons  que  les  nouvelles  variables  devront  satisfaire  aux  équations  diffé- 
rentielles canoniques 


(E) 


Il  est  entendu  que,  dans  ces  équations,  U,  qui  dépendait  primitivement  de  t,  ç, 
6  et  ^,  doit  être  remplacé  par  son  expression  en  fonction  de  t  et  des  six  nou- 
velles variables. 

Dans  une  première  approximation,  on  regardera,  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (E),  les  quantités  F,  G,  H,  'j^',  g,  h  comme  des  constantes.  De 
simples  quadratures  fourniront  les  valeurs  des  mêmes  quantités  dans  la  seconde 
approximation.  Nous  aurons  ainsi  traité  par  la  même  méthode  les  deux  pro- 
blèmes principaux  de  la  Mécanique  céleste  :  la  détermination  des  mouvements 
de  translation  et  celle  des  mouvements  de  rotation  des  corps  célestes.  On  doit  à 
Poisson  d'avoir  étendu  à  la  seconde  question  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires. 


T.  —  II.  5o 
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CHAPITRE  XXIV. 

PETITESSE  DU  MODULE.  -  EXPRESSIONS  APPROCHÉES  DE  p,  q,  r,  9,  0,  ^,  DANS 
LE  MOUVEMENT  NON  TROUBLÉ.  -  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 


178.  Dans  le  cas  de  la  Terre,  le  module  des  fonctions  elliptiques  est 
extrêmement  petit.  —  Les  quantités  siny^et  cosy^,  définies  par  les  formules  (A) 
du  n''  174,  sont  des  fonctions  doublement  périodiques  de  t;  soit  2t  leur  période 
réelle.  Vu  la  petitesse  de  la  fonction  des  forces,  on  peut  admettre  que  pendant 
un  certain  temps  le  mouvement  réel  de  la  Terre  diffère  très  peu  du  mouvement 
simple  que  nous  avons  considéré  à  sa  place.  Or,  pour  t  =  —  h,  on  a  /?  =  w'ao-, 
q  =  o;  pour  /  =  —  A  4- 1,  y^  ayant  augmenté  de  180'',  on  a  p  =  —  (o'aor,  g  =  o. 
Les  deux  points  où  l'axe  instantané  de  rotation  perce  la  surface  de  la  Terre 
à  ces  deux  instants  seraient  vus  du  centre  sous  un  angle  voisin  de  2ao-;  cet 
angle  serait  sensible  si  la  quantité  ad  n'était  pas  très  petite.  Les  latitudes  des 
points  de  la  surface  terrestre  situés  dans  le  plan  a?.  Os,  éprouveraient  des  va- 
riations égales  à  2a a  dans  le  temps  t.  Or  les  variations  des  latitudes,  étant  de 
l'ordre  des  erreurs  des  observations,  sont  certainement  inférieures  à  1".  On  a 

donc 

2aa  <^s\ni". 

On  a  vu,  dans  le  Chapitre  XIII,  que  la  théorie  de  la  figure  de  la  Terre  donne 

pour  ~, —  un  nombre  voisin  de  j^;  il  en  résulte  (j^  <C. — ^-  La  quantité  a^  est 

donc  bien  faible,  et  c'est  une  première  raison  de  petitesse  du  module  ca.  Il  y 

en  a  une  autre  :  on  a,  en  effet,  c-  =  — ^^j  et  l'on  peut  admettre  comme  dé- 

montré  par  les  observations  du  pendule  que  cette  quantité  est  petite  et  nota- 
blement inférieure  à  ^,  Donc  les  deux  facteurs  c^  et  a^  étant  très  petits,  il  en 
est  de  même  du  carré  du  module. 

Nous  pourrons  dès  lors  substituer  aux  formules  rigoureuses  du  Chapitre 


EXPRESSIONS    APPROCHÉES    DE  p,    q,    r,    Cpo,    0,,,    ^^  •  395 

précédent  des  expressions  approchées  ne  renfermant  que  les  termes  principaux; 
il  arrivera  même  que  les  portions  conservées  ainsi  dans  /?  et  ^  ne  pourront  pas 
être  contrôlées  par  l'observation,  qui  donne  à  peine  quelques  présomptions  de 
leur  existence. 

179.  Expressions  approchées  de  />,  y,  r,  Oo»  ^o»  lo-  —   Commençons  par 
les  formules  (A)  du  n°  174;  prenons  d'abord 


ùi'ab{t-h  h)  = 


Jo      \/l 


<^X 


y/i  —  c-a-  sin-/^ 
Nous  aurons,  en  négligeant  la  quatrième  puissance  du  module. 


I       0      ,  I       ,      , 

=  I  H-  y  C^  (T^  —  jC-(7^  ces  2  '/^f 


Faisons 


,  ^  w'  ab       ,         ,  . 

(i)  {t-{-  h)  =  u, 


et  nous  pourrons  écrire 


1  +  7  C''(T=' 

4 


X  =  M  +  |c«cr2sin2x, 


(2)  .  x=:  «+„  c^o-- sin 2  «. 

On  peut  ensuite,  dans  les  expressions  de/?  et  q,  remplacer  y  par  u,  ce  qui 
revient  à  négliger  «c- a';  on  a  ainsi 

(3)  p  =^  (xi' a  a  cos  II ,         q  =^  w'  bu  sinii. 
Quant  à  l'expression  de  r,  elle  nous  donnera 

(4)  r:zzco'(l  —  ^  C^CT- +  y  C^(T- COS  2 // 

les  termes  négligés  contiennent  au  moins  cr^  en  facteur.  Nous  passons  mainte- 
nant aux  formules  (B)  du  n*"  175;  on  pourra  prendre 


A  /        c-  A 

(5)  sin^o  =  TT^o"  4/  I H — jsin^w  ou  môme         sin9Q^=j^a(j. 

\j  y  Cl' 


C 


On  voit  donc  que  l'angle  Oo  est  extrêmement  petit;  le  plan  du  couple  résultant 
diflëre  fort  peu  du  plan  cc^Oy^.  On  a  ensuite 

Aa      ,  Aa      .  Aa^         /     tt 

tang9o  ^--^  g^  colx  ---  ^  col  «  =  |j^  tang  (^-  -  -  « 
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Un  développement  bien  connu  donne 

71  ka  —  \Mj   .  I  fka-\^by  .    ,      , 

on  a  d'ailleurs 

y\a  +  B^^~       (Aa  +  B^>)-^"       Aa^  •^''■^'^^"' 

il  en  résulte 

(6)  <p„=_^_«__^sm2«. 

La  formule  (C)  du  n°  175  nous  donne  ensuite 

TT    2 II  r'''" 

^0— ?o  =  --  -(T-(«  +  /0  -  /      (r-cosGo)^9o; 
on  peut  écrire,  en  négligeant  o\ 

t:    2h.      -,     I  r'°  .  ».  , 

^o=?o  +  -  — -(j-(<  +  /0  — -  /      sin20oû^?o 

«y     ^ 

""2 

OU  bien,  avec  la  même  précision,  en  remplaçant  l'intégrale  par  sa  valeur  appro- 
chée 

4^0-90  +  -- (^  +  /0[nG- ^G^-J' 

d'où,  en  mettant  pour  H  et  G  leurs  valeurs  (a)  du  n°  174  et  réduisant, 

(7)  t];o=(po+--w'(^i  +  -^^j(<  +  /0. 

Les  formules  (6)  et  (7)  du  n°  175  donnent  d'ailleurs  directement 


^9o  _  ^  _  2H+G/  _      /2II      (2CH-G^)(2H  — C/-^)  _       /2H 

^r     ^<  ~  G  +  G/-  ~"  V  c  ^        c(G  +  G/-)'        ~  V  c  ^■■■' 

le  reste  étant  de  l'ordre  de  a'^b'^G" . 

180.  Expressions  approchées  de  9,  0,  ^.  —  Nous  nous  adressons  mainte- 
nant aux  formules  (D)  du  n°  175.  La  troisième  donne  d'abord,  en  remplaçant  0 
par  Ô'+O-ô', 

ô'— (0  —  0')  sinô'— ^-^^^— ^  cos9'4- . .  .=  cosôo  COS0'— sin^o  sinô' cos(^|;o— ^), 


cos 
d'où 


B 
0—  Q'—  sinôo  cos(v|;o—  ^)  +  2  sin^  -2  cot9' (0  —  O'f  cot5'. 
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On  en  déduit,  par  des  approximations  successives, 

(8)  e  =  Q'+6,cos{^o-g)  +  ^Olcoid'sm^{^o-^)+---; 

nous  avons  conservé  dans  cette  formule  un  terme  du  second  ordre  qui  nous 
sera  utile  plus  loin. 

La  première  des  équations  (D)  donne,  en  négligeant  Oj, 

(9)  4^-4^'=  ^î^sin(  4/0-^). 

Combinons  enfin  les  deux  dernières  équations  (D)  par  voie  de  soustraction, 
après  les  avoir  multipliées  par  cos('j'o  — ^•)  et  sin(^o  — ^),  et  nous  trouve- 
rons, en  négligeant  G^, 

sm9sin(9  —  90+  ^0—^)  =  sin9ocos0'sin(4^o— ^)  +•  ■  •> 
d'où 

(10)  9  —  <po+  ^0—  ^=  ^0  cot5'  sin(4;o—  ^)  + 

Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  dans  les  formules  (8),  (9)  et  (10)  o^,  0^,  ^^  par 
leurs  valeurs  du  numéro  précédent.  Il  convient  de  poser 

9  =  ^  +  ?0  —  ^o  =  ^  —  -  +  CO'  I   I  4-  ^^  (7-J  (f  +  /«)  , 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  formule  (6), 


il  vient  ainsi 


=  9' „-  0-  cet  6'  cos  ( M  +  9')  4- . . . , 


(a)  [9  =  0' ^(Tsin(«  + 9')Hi.. . , 

,        , ,      Aa      a  ,  ,^ 

Nous  aurons  encore,  en  réunissant  les  résultats  précédents, 


((3) 


/ii  =  w'f  1  —  7  c-o-M,  «1  =  coM  1  + ^-^  aM  , 
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181.  Changement  de  variables.  —  Nous  avons  trouvé  (n"  177)  les  équa- 


tions 


(y) 


^F 

à\} 

rfG 

d\S 

dV\ 

<?U 

dt  ' 

-^  d'^'' 

dt  ~ 

dg' 

dt 

~  dix' 

dt 

dt 

dh 
~di 

co'  et  a,  par  suite  n^  et  /«',,  sont  des  fonctions  de  G  et  de  H. 

On  verra  plus  loin  que  U  peut  être  développé  en  une  série  de  cosinus  d'argu- 
ments qui  sont  des  fonctions  linéaires  de  m  et  cp';  il  en  résulte  qu'en  formant 

les  dérivées  -^p  et  -tu->  on  fera  sortir  le  temps  des  signes  sinus  et  cosinus.  Cela 

présenterait  de  graves  inconvénients,  les  mêmes  qui  ont  été  signalés  (t.  I, 
p.  192);  on  les  évitera  de  la  même  manière,  en  remarquant  que  l'on  peut  écrire 

cf>' z=z  I  fil  dt  -i-  I  t  drii  -h  Uih  -h  g >  u=.abi    i  n\dt  -\-  l  t  dn\  +  « j  h  J , 

et  posant 

(11)  £i=  I  tdni-{- nih-\- g ,  s.\t=z  l  tdn\-\- n\h, 

d'où 

(12)  o' =^  I  nidt-\- El,        u^=:ab  l    I  n\dt -{- £\] . 

Les  variables  £,  et  t\  vont  remplacer  g  et  h.  Les  formules  (11)  donnent 

dz,        ,  , ,  d/ii  dh       ds 

dt        ^  '  dt  ^  dt        dt 

de'.        ,         ,  ,  dn'.  ,  dh 

—l  —  (t-\-  h)  —r^    k-  n,-r- 
dt       ^  '  dt  ^  dt 

OU  encore,  en  remarquant  que  7^^  et  rî^  contiennent  le  temps  par  l'intermédiaire 
de  G  et  de  H,  et  ayant  égard  aux  équations  (y). 


(i3) 


dt   -^^'^    \dÇ,  dg""  d^  dh)      ''^^H       d(^ 
d^\        ,.       7  s  /an',  d\]        dn,  d\}\  ,  <?U 


On  a  du  reste,  en  désignant  par  (^)  et  (^)  les  dérivées  prises  par  rapport 
aux  quantités  G  et  H,  en  tant  que  ces  quantités  figurent  directement  dans  U  et 
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non  dans  «,  et  w', , 


d[]        /dl]\       ,^       .  ^  f    ,d\}  dn.        d\}  on. 


Si  l'on  remarque  que  l'on  a 

d\}       d\i  d\}  d\]         ,   ,  d{} 

(i4)  -——3—,  -—  =«1 -^-^  H-a&/ii -r-, 

on  trouvera  que  les  équations  (i3)  deviennent,  après  réduction, 

de,  {d\]\        /dU\  ,,         l^f   'an,  ân\        dn\\àU 

ds\  ,  fàV\       ,,       ;x /'<?«!  àn\        àn'AdU 

■dT=--''^[wi>-^'^^'^[''^dïï-'''m-iG)d^' 

Nous  démontrerons  dans  un  instant  la  relation 

» 

à  —r         à  —r 

il  en  résulte  que  les  coefficients  de  i  +  A  dans  -rr  et  -77  s'annulent,  et  il  vient 
^  dt  dt 

simplement 

(16) 

On  a  d'ailleurs 


de  sorte  qu'on  trouve,  en  vertu  des  formules  (i  i)  et  (i4)» 

('7) 

Il  reste  enfin 

(.8) 

et  les  équations  clierchées  sont  (iG),  (17)  et  (18). 


(  dz,                   (d\}\ 
dt  —      "■'  \d^)  " 

-i^y 

d£\              •  (^^\ 
dt  '"      "'  \dR) 

dM  _  dU          d\}  __ 

I    dU 

d(f'       de,'          du  ~" 

ab  dz\ 

dG 
dt 

dV 

dll 
dt 

=  «1 

dV 
de, 

+  < 

dV 
dz\ 

dV  _ 

dt  ~ 

dV 

d^' 

) 

d^' 
dt 

=  - 

dV 
dF 

> 
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Il  nous  reste  donc  à  démontrer  la  formule  (i5)  qui  devient,  quand  on  y  sub- 
stitue les  expressions  ((3)  de  n^  et  n', , 


dc+r'n.  M«=  ,.iA.^.^o 


ou  bien,  en  négligeant  c'^a-  devant  l'unité, 

I    dd:)'         c^    ada        (  ka"-        i    ,\      da 


('9)  - ^  ^  -^  w  dG  -^-  l-c-  -'•-  ^'V 'm  ^ °- 


Or  w'  et  (T  dépendent  de  G  et  de  H  par  les  formules 


G^ 
AH' 


,      ,  /G2-2AH  ,  /     G      2CH-G 

(^^^  "-Vc(c^^'      ^=Vc^^G^":=^i 

qui  donnent 

,  ,      GrfG-ArfH 

,    '^''""~C(G-A)co'' 

(21)  { 

^      ^        ^       GrfH-2H^G 

(T  acr  =  G  TT 


C(C  — A)(C-B)co'* 


Si  l'on  en  tire  les  dérivées  partielles  qui  figurent  dans  la  formule  (20),  cette 
dernière  devient 


2co'(B  _  C)  -  ^,  2H  +  ('-^  +  c^")  G  ==  o. 


On  peut  mettre  simplement  Gco'^  et  Cw'  au  lieu  de  2 H  et  de  G,  et  il  reste  fina- 
lement 

B  — G  +  Aa2  =  o, 

ce  qui  est  une  identité. 

Dans  le  Mémoire  mentionné  au  n°  176,  M.  Scrret  a  montré  que  la  formule  (i  5) 
est  rigoureuse;  elle  a  lieu  quelque  loin  que  l'on  pousse  les  approximations  par 
rapport  aux  puissances  de  a-.  Nous  nous  sommes  bornés  à  la  démontrer  aux 
quantités  près  de  l'ordre  de  a-,  ce  qui  suffit  aux  besoins  de  l'Astronomie. 

182.  Autre  changement  de  variables.  —  11  sera  commode  de  poser 
(22)  2H  =  C/i2 

et  d'introduire  les  variables  n  et  a  au  lieu  de  G  et  H,  et  aussi  ô'  à  la  place  de  F. 
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Nous  aurons  d'abord,  en  ayant  égard  aux  formules  (20)  et  (21), 


cosd'=z—  -i 


de'  = 


dF-{-cos9'dQ 
Gsinô'       ' 


/,o 


dU       â\]  âd' 


dV 


dF  ~  dQ'  dF  ~Gsin9'  dQ' 
dGj  ^  d6'  dG  '^  \dcr)  ÔG  ^  Gsin(/'  d9'       C(C  —  A)  (C  — B)  «'*  r,\d<j  J' 


au 


/diy\  d<j 


G  2 


t  /aux 


\dc7J  dn~  C(G  — A)(C-B)a)'*  aV'^^/' 

d<T_ G r„/    du  _^  ,d\]\     ^  ^dui 

^    dn  âl]         ,  âV 

dt  dsi  â£\ 

G  SI n  S' -rr  — -77  +  cos  9' -rr  • 
dt        dt  dt 


Si  l'on  tient  compte  des  formules  (16),  (17)  et  (18),  on  arrive  sans  peine  aux 
résultats  suivants  ; 


(ô) 


d^' 
~dt 


da 

'^dt"  C(C  — A) 


d\} 


d9[  _  __if (d^  dU\ 

Gsinô'dÔ''  dt  -^  G^\n9'\d'i^'~^  dej 

(C-B)a>4^''^~"^^^'^"'^'^l;J 
G(«2C  — /î,G) 


de^  _        cose-     au  G(/?^C  — /?iG)         i  aU 

rf^  ~      Gsin^'  d9'  "^  C  (C  —  A)  (G  —  B)  co'*  cr  da 


d£\ 
'dt 


n\  G^ 


I  au 


G(G  — A)(G  — B)oV^  cr  aa 


p  rfn /i,  au     n\  au 

\     <i^       n  asi      «  as'i 


Nous  avons  supprimé  la  parenthèse  de  -j-;  mais  il  doit  demeurer  entendu  qu'on 

obtient  cette  dérivée  sans  faire  varier  c  dans  u  et  o' . 

Les  équations  précédentes  qui  sont  rigoureuses,  en  admettant  la  généralité 
de  la  relation  (i5),  sont  d'accord  avec  celles  que  M.  Serret  a  données  dans  son 
Mémoire  déjà  cité.  Mais  il  n'y  a  pas  d'intérêt  pratique  à  les  conserver  sous  cette 
forme,  et  nous  allons  les  simplifier  en  négligeant  a^  dans  les  coefficients  diffé- 
rentiels (il  sera  démontré  plus  loin  que  la  quantité  a  reste  toujours  extrême- 
T.  —  II.  5i 
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ment  petite).  Les  formules  {a)  du  n°  174  donneront  avec  (22) 

G^  =  G  «2  ^,  ^  ■    „   ,  ,         G  =r  C  n    I -j,^  a^  +  . 

C  +  Aa^o-^  \  2L^ 

«  =  &)'(  I  H —  a^  —  . 


~  C  +  Aa^a^  \         2C 

Les  expressions  ((3)  de  n^  et  «',  deviennent  ensuite 


2C-A-R   , 

n,=in\  X i-r. 0"" 


la  différence  rif  —  n  est  de  l'ordre  de  a^b-a\  On  trouve  sans  peine  que  les  for- 
mules (S)  deviennent 


(0 


d']>'  _ 

dt  ~ 

I         d\]           dQ'             I 
G/isinÔ'  dB''          dt  ~  Cn&XnB' 

/rfU 

{-  cos9'-v— 

aei 

dsi  

~dt  ~ 

cos9'     au          I       d\] 
CnsinS'  dQ'    '    iCn'^  da' 

de\ 

C(i4->.cr2)   1   au 

dt  ~ 

ABa^^^/i    Q  da' 

d<7 

dt  ~ 

C(i  +  ).a2)  I  au       I     au 

ABa^ô^n   (7  ae'i        aC/î     asi 

dn 

^di- 

au     au 

as,  "^as'i' 

>.  désigne  un  coefficient  qu'il  est  inutile  de  former,  comme  on  le  verra  dans  un 
moment.  La  présence  du  petit  diviseur  a  qui  accompagne  -y  et  ^  est  encore 
gênante.  Il  en  était  de  même  pour  le  facteur  -  (e  désignant  l'excentricité)  dans 

la  théorie  de  la  variation  des  éléments  elliptiques  d'une  planète  (t.  I,  p.  170). 
En  suivant  ce  qui  a  été  fait  alors,  on  est  conduit  à  poser 

et  à  remplacer  a  et  e',  par  les  nouvelles  variables  /,  et/,'.  En  différentiant  et 
remplaçant  ^  et  -^  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  on  trouve 

dt 


I    .au     c(i  +  Àa°-)r  I     .,,,,au         ,  ,  ,^^ul 

2G«-^    asi  ABahn     {_  '^^<3'  âsi  ^    âa j 

df[_  1         au       CÇi  +  XOr  ï  /    7   'N^U  .,/,'N^Ul 

-ïT-  = rr-Ji^ 1 4,3    . —  -^— cos(a6a.)-YT  +  sm(aO£,)  -^ 

dt  2Cn-^^dei  \Babn     |_  aôcr        ^        *'^a£i  ^        ^    âa  ] 


df[ 


ou  bien 


dt 
dt 
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i_  .  d^_  C(i4-Xq-^)  ^ 


4o3 


On  voit  maintenant  que  le  terme  en  Xa^  peut  être  laisse  de  côté;  il  donnerait 
une  quantité  du  second  ordre  à  côté  de  celles  des  ordres  o  et  i,  relativement 
à  or,  que  nous  conservons  seules.  On  aura  ensuite 

La  formule  (12)  donne 

u -i- ^' =z  Ui-h  abe\  en  posant  Ui^Si-h  1  n^dt -\- ab  1  n\dl; 

il  en  résulte 

asin(M  +  cp')=     /i  cosmi4-/i  sinaj, 

(TCOs(a  +  9')  —  — /i  sinai+/i'cosMi. 

Ces  relations  permettront  d'introduire  dans  U  les  variables/,  et/,'  au  lieu  de  a 
et  e',  .  Le  moment  est  venu  de  résumer  les  formules  définitives  auxquelles  nous 
venons  d'arriver  : 


dy 

dt 


1         âV 
C«sinÔ'  d9'' 


dd' 


dV 


„dV\ 


dt  ~       iCn^^  dzi       AB abn  â/î 


dt        Cn&inO'  \à^ 
C        d\] 


i-7  +  cos  y  -^—    ) 


(a) 


dt 


dV 


2  G  «      dsi        AB  abn  d/i 

dt  ~~    CnsinQ'  dd'  '^  iCn  V'  c>/,  ^-^^  ôf[ 
^dn       d\}  ,[.,à\}        .d\}\ 

o-sin(a6ei)  =/i,         cr  cos(a6£',)  =/,', 

2C  — A  — B 

4C 


{b) 


u^^^^^-\-  j  {n  -{-  abn\)  dt , 

Aa 

Q  =  Q'  —  —  {fy  cos  «1  +/i'sin  u^  ) , 

Aa 

9  =:  £1 4-  /  ndt  -\ — —  cot  6'  (/i  sin  u^  —f[  cos  Mj  ) 
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et 

p  =z  na(7 cosu,         q  =  nbaslnu, 

(        2C  — A-B,       I,,        -N         ,/        I,,  \ 

(  I -j— a^  +  -r  c-  0-^  COS  2  W  j  =  «  1  I  I  +  7  c-  a^  COS  2  «  j  , 

(^)  i  /        ^  A  +  B    „,-   „      I    ,,,  ,   „  \ 

=  /i  (  I  +  7  — - — a^ b^ a- +  j a^ b^ c^ (7^  cos2m  I , 

u  =^  ab  i  £,  -h  I  n,  dt  ) . 


n\  \ 


{'''-^f"'' 


On  remarquera  que  nous  avons  remplacé  dans  r  la  quantité  w'  par  sa  va- 
leur (23);  dans/?  et  q,  à  cause  du  petit  facteur  a,  il  suffisait  de  prendre  co'=  n. 

Avant  d'aller  plus  loin,  il  nous  faut  obtenir  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  U;  ce  sera  l'objet  du  Chapitre  suivant. 
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DÉVELOPPEMENT  DE  LA  FONCTION  PERTURBATRICE. 


183.  Soient  ^,  y],  ^  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  S  du  Soleil  par  rap- 
port aux  axes  fixes  OX,  OY,  OZ,  p  la  distance  OS,  M,  la  masse  du  Soleil,  ^,, 
Y),,  "Ci  les  coordonnées  du  point  S  par  rapport  aux  axes  mobiles  OXf,  Oy, ,  Oz^  ; 
nous  désignerons  par  les  mêmes  lettres  accentuées  ce  que  deviennent  les  quan- 
tités précédentes  dans  le  cas  de  la  Lune. 

Nous  pourrons,  comme  nous  l'avons  vu  (p.  378),  réduire  U  à 

^^^^^l>iC-^^)^?+iC-B)ri?    ,    3^^^  (C-A)^^  +  (C-B)r>^ 
2       *  p'«  2       '  p5  ' 

ce  qui  peut  s'écrire  encore 

U  ^      ?  f  j^j;  (^C-A-B)(|;^  +  y];^_)  +  (B-A)(r,^-n;^) 

4      '  P^ 

ou  bien,  en  remplaçant  ^^  +  ^7  P^i*  p"  —  C  et  remarquant  qu'on  peut  laisser 

de  côté  dans  U  les  termes  en  -^  et  -^>  qui  ne  dépendent  pas  de  ç,  0,  4^, 

P       P 

[  Uzz:      3^^^,(2C-A-B)r.^H-(B-A)(Y];^-r,^) 

(0  1  ^      ^  '" 

3        (2C-A-B)g^+(B-A)(Yi^-|n 

Désignons  par  po  et  p'^,  les  demi  grands  axes  des  orbites  du  Soleil  et  de  la 
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Lune,  par  m  le  moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  mouvement  de  transla- 
tion autour  du  Soleil.  On  a 


Faisons  en  outre 


ZmP-  2C  — A  — rj 


4«  C 

,       3m2  B  — A 

(2)  '^  =  -7 i^' 

l  Ml  po*' 

et  la  formule  (i)  donnera 


(3)  [    -'  'VP'  P^         P'^  P 


Ui--x«C(^^+e^^,', 


.p'       p'  p'       P' 


La  quantité  x'  sera  petite  par  rapporta  x;  nous  sommes  ramenés  à  développer 
les  expressions 

p'3   p'2      "^        p'3         p'^' 

en  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  de  la  forme  ai+  p;  pnr  de  simples 
changements  de  notations,  nous  en  déduirons  les  développements  des  expres- 
sions analogues  qui  se  rapportent  au  Soleil. 

184.  Développement  de  ^3  ^-  -   On  a 

ç;  =.  l'  cos(5„  X)  +  f]'  cos(^„  Y)  +  Ç'  cos(^i,  Z) 
OU  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (2)  de  la  page  SyS, 

(4)  Çi=:  ^' sinôsirnj;  +  ri'sinôcos^j;  +  Ç'cos0. 

Soient  XY  {fig.  28)  le  plan  fixe,  que  nous  supposerons  être  le  plan  de  l'éclip- 
tique  à  l'époque  Z  =  o;  Z  son  pôle  boréal;  AC  le  plan  de  l'écliptique  de  l'é- 
poque t',  BG  le  plan  de  l'orbite  de  la  Lune  à  l'époque  t-,  N'  le  point  où  le  rayon 
mené  du  centre  de  la  Terre  au  centre  de  gravité  de  la  Lune  à  l'époque  t  perce  la 
sphère  ;  \J  la  longitude,  A'  la  latitude  du  point  N',  ces  coordonnées  étant  sup- 
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posées  se  rapporter  aux  axes  OX,  OY,  OZ.  On  aura 

XK'^L',         K'N'zzzA'; 

^'  =  p' cosA'cosL',        Y]'=:p'cosA' sinL',        Ç'=;p'sinA'; 

en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  il  viendra 
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(5) 


ç; 


j  =  cosA'  sin9sin(L'+  ^j;)  +  sinA'  ces 9. 


Soit  Q  le  pôle  boréal  de  l'écliptique  de  l'époque  t  ;  le  grand  cercle  QN'  rencontre 


Fig.  28. 


AC  en  H'  ;  soient  D  et  D' les  points  où  les  grands  cercles  XY  et  AC  sont  rencon- 
trés par  le  grand  cercle  QZ. 

Nous  déterminerons  la  position  de  l'écliptique  de  l'époque  t  en  faisant  con- 
naître 

XA3=:Q,        BAC  =  /; 

i  sera  une  quantité  très  petite  dont  nous  négligerons  le  carré. 
Nous  poserons 

XA  +  AC  +  CH'=-C,        H'N'=X'. 

Considérons  une  longueur  égale  à  l'unité,  portée  sur  ON'  à  partir  du  point  0; 
ses  projections  sur  les  trois  axes  rectangulaires  OA,  OD,  OZ  seront  égales  à 

cosA' cos(L'— ^),     cosA' sin(L'— ^),     sinA'. 

Les  projections  de  la  même  longueur  sur  les  trois  axes  rectangulaires  OA, 
OD',  OQ  seront  égales  à 

cosX'cos(C  -  Q),     cosX'sin(i^'— Q),     sinX'. 
Les  formules  de  transformation  des  coordonnées,  permettant  de  passer  d'un 
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système  d'axes  à  l'autre,  nous  donneront 

(  cosA'  cos(L'  —  Q)  =  cosA'cos(-(l'— Q), 

(6)  ]  cosA' sin(L'  — Q)  =  cos};' sin(C'— ^)cosi  —  sinVsini, 
(   sinA'  =  cosA' sin(4^'— Q)  sirii  +  sin>.' cosi. 

Posons  encore 

XA  +  AC  =  N,        H'CN'rrrc.,        XA  +  AC  +  GN'=P'; 

ç'  sera  la  longitude  de  la  Lune,  à  l'époque  t,  comptée  dans  son  orbite;  c,  sera 
l'inclinaison,  à  l'époque  t,  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  le  plan  de  l'écliptique.  On 

aura 

CH'=4:'-N,        CN'=p'-N,        H'N'^V, 

et  le  triangle  sphérique  rectangle  CH'N'  donnera 

cosX'cos(C  — N)  =  cos(p'— N), 
cosX'  sin(^'— N)  =z  sin(p'— N)  cosc, , 
sinV  =  sin(p'—  N)  sincj. 

On  tire  de  ces  trois  dernières  équations  les  trois  suivantes  : 

cosV  cos(<_'—  Q)  =  cos(p'-  Q)  cos^  ^  +  cos((^'+  ^  -  2N)  sin^  ~, 

cosVsin(.C'-Q)=sin(p'— ^)cos^^  -  sin(p'+ Q  -  2N)  sin"-^, 
sinX'=  sin(p'— N)  sinci. 

En  portant  ces  expressions  dans  les  équations  (6),  il  vient 

C  C 

cosA'cos(L'  — Q)=     cos(p'—  Q)  cos^  — +  cos(/+  Q  —  2N)  sin^  — , 

cosA' sin(L'— Q)  =:      sin((>'— Q)  cos^  —  cosï 

(7)  {  —  sin((^'+ Q  —  2N)  sin-  — cosi  —  sin(p'— N)  sincj  sini, 

sinA'  =      sin(p' — Q)cos^— sini 

—  sin(p'+  Q  —  2N)  sin^—  sin  i+  sin(p'—  N)  sinci  cosi. 

c^  est  un  petit  angle  d'environ  5";  nous  développerons  suivant  les  puissances 


DÉVELOPPEMENT    DE    LA    FONCTION    PERTURBATRICE.  4o9 

(le  c,,  en  négligeant  cj,  et  aussi  c,  i  et  i^,  comme  on  l'a  dit  plus  haut.  x\lors 
les  formules  (7)  deviennent 

cosA'  cos(L'-  Q)  =  (^i-  -l^  cos{i>'-Q)  +  ^cf  cos(/+  Q  -  2N), 

^^^  ^  cosA'  sin  (L'-  ^)  =  (i  -  I)  sin  (c^'-  Q)  -  ic?  sin{v'+Q  -  2N), 

sinA'r=  i  sin(c'—  Q)  +  c,  sin(p' —  N). 

La  formule  (5),  qui  peut  s'écrire 

^  =sin0sin(^  +  Q)cosA'cos(L'— ^) 

P 

H-  sin9cos(4^  H-  Q)  cosA'sin  (L'—  Q)  -+-  ces  9  sin  A', 
donnera,  en  ayant  égard  aux  équations  (8), 

-j  =  (  I  — -^cj  j  sin9sin(^''  +  (];)  +  c,  ces 9  sin (t^'—  N) 

+  I  cos  9  sin  (  (^'  —  Q  )  —  y  cf  sin  6  sin  (  t''  —  4»  —  2  N  )  + . . .  ; 

on  en  tire,  au  même  degré  de  précision,  en  rejetant  les  termes  indépendants 
de  6  et  ']>  et  ne  conservant  que  les  termes  d'ordre  zéro  parmi  ceux  qui  contien- 
nent ç''  (on  verra  plus  loin  que  les  termes  qui  ne  contiennent  que  ô  et  '\>,  sans  /, 
sont  de  beaucoup  les  plus  importants),  on  en  tire,  disons-nous. 


(9) 


[  -Î2  =  ( 7^1  )  si^^*^  ~  ( 7^1  )  sin' 9 cos (2  ^^' H-  2^)  -\-  Ci  sinô  cos0cos(N  4-  ^) 

I  •+•  f  sin9cos9cos(Q  H- 4')  —  7  Cl  sin29cos(2N  +  24»)  + 


Il  reste  à  exprimer  le  terme  en  cos(2/+  2'\i)  par  des  sinus  et  cosinus  d'arcs 
de  la  forme  a  -i-  p^. 

Désignons  par  m't-h[t.'  la  longitude  moyenne  de  la  Lune  dans  son  orbite, 
comptée  de  X  en  A,  puis  de  A  en  G,  et  enfin  le  long  de  CN';  soit  m'  la  longitude 
du  périgée  lunaire  comptée  de  la  même  façon;  l'anomalie  moyenne  de  la  Lune 
à  l'époque  t  sera 

m' t  +  [}.'  —  gt'. 

Soit  encore  e'  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Lune;  nous  aurons,  en  remar- 

T.  —  n.  5?. 
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quant  que  é  est  petit  et  négligeant  e'\ 

5 

v' -z^  m' t  -^  \i! -\-  ie'  's>\w{m' t  -^  \)J  —  Ts')  -^  j  e'^  &h\{im' t  +  2/ji.'—  anr')  +. . . , 

d'où  nous  déduirons  aisément,  au  même  degré  d'approximation, 

COS  (  2  <^'  +  2  (|i  )  =  cos  {im'  t+  ^ix'  +  2^) 

—  2e'[cos(m'i  +  [j.' -V-  gt'4-  24^)  —  cos(3m'<  +  2>[jJ  —  m' -\-  2^')] 

-(-  e'M  ^  cos  (  2  ct'  +  2  J;  )  —  4  cos  (  2  m7  h-  2  /j.'  +  2  ^i  ) 

cos(4'w'^  4-  4h-'—  2ct'+  2(];) 


]1 

T 


+ 


En  portant  cette  valeur  dans  la  formule  (9),  il  vient 

r*     / 1    3   \ 

-4^  =  ( -^cn  sin*9  +  CiSin0cos0cos(N  +  d»)  +  / sin9cos9cos(Q  4-4^) 

I  3 

I  —  7C1  sin^ôcos(2N  +  2(1/)  —  3e"'sin2  0cos(2Gj'+  2  J;) 

(10)  {  4  o 

—  ( -^  c^  —  2  e'M  sin* 0  cos (  2  m' f  +  2  fx'  +  2  d;  ) 

-I- e' sin^ô  cos(/n'^  +  fji' +  gt'h- 24^)  4- . .  . . 

Il  faut  ensuite  obtenir  le  développement  périodique  de  ^-tj»  en  négligeant  e"  ; 

P 

or  on  tire  aisément  des  formules  connues  du  mouvement  elliptique 

(11)  £a.  —  I  4_  -  e'2+  3e'cos(m'^  +  ]jL'  — ro')  +  ^e'^cos(2m'/;+  2fjL'—  2ct')  + 

Multiplions  membre  à  membre  les  formules  (10)  et  (i  i),  et  nous  trouverons 

\t^-ll,^-=z  /i  +     e'2— -cM  sin^ô  +  cj  sin9cosÔcos(N  +  4;)-r  fsin0cos0cos(QH- 4;) 

(12)  {  — -^c^  sin29cos(2N  4- 2v|;) sin^9cos(2m'^+ 2jj.'4- 24^) 

13 
H- -  e' sin*9cos(m'^  H- /jt.'  —  cr' )+.... 

Remarque.  —  Parmi  les  termes  périodiques  contenant  des  sinus  ou  cosinus 
des  multiples  de  m' t  4-  ja',  on  a  négligé  tous  ceux  qui  ne  sont  pas  de  l'ordre 
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zéro  relativement  aux  quantités  e',  c,,  i,  sauf  un  seul,  le  dernier  de  la  forr 
mule  (12),  qui  se  trouve  avoir  une  influence  appréciable,  bien  que  faible,  dans 
le  résultat  final  (les  calculs  ci-dessus  ont  été  dirigés  de  manière  à  obtenir  la 
valeur  exacte  de  ce  terme). 

Pour  obtenir  l'expression  de  la  quantité  correspondante  ^  -4  relative  au 

Soleil,  il  est  clair  qu'il  suffira  de  faire,  dans  la  formule  (12),  c,  =  o  et  de 
remplacer  m' ,  ]j,\  xn'  et  e'  par  les  quantités  analogues  m,  [x,  xs,  e  relatives  au 
Soleil. 

Nous  aurons  ainsi 


I  sin^9cos(2m/  +  2^.  +  a^j^)  +  -  e  sXn^ B  co?, {mt -\-  fx  —  gt)  -+-. .  . 

\  2  2 


(•3)     < 


185.  Développement  de  ^  '^'   ,^^'  ■  —  On  a 

P         P 

Ti  =^'(     cosi];cos9  +  sin4^  sin^  cos0)  +rî'(— sin4'COS9  +  ces  ^|y  sin  9  cos  9)  —  C'sin<psin0, 

rî',=  |'(— cosj;  sin9  +  sin4>cos9COS0)  -\-r\' {     sin4'  sin9  +  cos4'COS9Cos9)  —  Ç'cos^sinô, 

-^  =  cosA'cosL',  -7  =:cosA'sinL',         ^=sinA'. 

P  P  P 

Les  termes  que  nous  considérons  actuellement  étant  multipliés  par  la  quantité 
très  petite 

B  — A 


il  suffira  largement  de  conserver  les  termes  en  c,  et  e';  on  négligera  /,  c^  et  e'^. 
On  a  d'abord  rigoureusement,  par  les  formules  ci-dessus, 


(i4) 


-j  ■=     COS9  cosA'cos(L'+4')  +  sin?CQs9cosA'sin(L'-i- '!/)  —  sin^sinôsinA', 
— r=— sin9  cosA'cos(L'h-  ^)  -+-  C0S9  cos0cosA'sin(L'H-  d»)  —  cos9sin9sinA', 


Si  l'on  compare  ces  expressions  de  ^  et  de  -f  à  l'expression  (5)  de  -^»  on 

constate  cette  différence  importante,  que  la  dernière  ne  contient  pas  la  va- 
riable ç,  qui  figure  au  contraire  dans  tous  les  termes  des  deux  premières.  Cette 
remarque  explique  à  elle  seule,  comme  on  le  verra  plus  loin,  le  peu  d'influence 
des  termes  de  U  qui  contiennent  B  —  A  en  facteur. 
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On  tire  des  formules  (8),  au  degré  de  précision  que  nous  nous  sommes  fixé, 

cosA'cos(L'— Q)  =  cos(^''— ^), 
cosA' sin(L'— Q)=  sin((''— Q),  , 
sinA'=:  Cl  sin(<''— N), 

d'où 

cosA' cos(L'+  ^)  =  cos(r'H-  4^)» 

cosA' sin(L'H- ^)  =  sin(r' -j- 4')f 
et  les  formules  (i4)  deviennent 

ii  =     cos(p  cos(t^'-H  4^)  ■+-  cosO  sin9  sin(p'+  ^)  —  Cj  sinO  sinç  sin(p'—  N), 

■n' 

-f  r=:—  sincp  cos(<''h-  ^)  -\-  cos9cos<p  sin(r'+  4»)  —  c,  sinôcoscp  sin(p'  —  N), 

P 
d'où 

'    ,^       =—  COS29  cos*(^'h-  4*)  ■+"  cos^9cos2(psin'(p'  +  4/)  —  cos9sin2  9  sin(2r'+  24') 
P 

4-  c,  sin0sin2cp  [sin(2p'— N  +4^)  —  sin(N  H-  '!)]  +. .  .  ; 

par  des  transformations  faciles,  on  obtient 

— — 77-^  = sin^0cos2  9  —  siu*-  cos(2r'-!-  29+24;) 

û 

—  COS*- COS  (  2  r' —  2  9  +  2  4») 

H — Cl  sin9[cos(2(''—  29  —  N  +  4^)  ""  cos(2p'+  29  —  N  +  4^) 
—  cos  (  2  9  —  N  —  4^  )  +  ces  (  2  9  +  N  +  4^  )] 


Dans  cette  formule,  on  devra  prendre 

cos(2r'+  29  +  24^)  =  cos(2m'^  +  2/0.' +29  +  24») 

—  2  e'  [  cos  (  m' ^  +  /jl'  +  ct'  +  2  9  +  2  4»  ) 

—  cos(3m'^  +  3|ul'—  ct'+29  +  24»)], 

cos(2«^' —  29  +  24»)  =  cos  (2  m' <  +2jjt,' —  29  +  24») 

—  2e'  [cos(m'f  +  ju.'+m' —  29  +  24^) 

—  cos(3/n'^  +  3/z' — m' — 29  +  24»)]. 
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On  trouvera  ainsi 

— — rr-^  = sin^0coS2o  —  sin*-  cos(2m't  -h  2u.'-h  20  -h  2<h) 

9 
—  COS*-  C0S(2m'^  H-  2]Ul' —  2Cp-4-2i|^) 

-h  2e'  sin*  -  [cos{m't  -+-  ix' -h  rn'  -i-  2<^  -h  2^) 

—  cos(3m'^  -+-  Sfx' —  m' -{-  2cp  +  2(}i)] 

Q 
-+-  2e'cos*  -  [cos{m't  H-  ix'-h  cj' —  29  +  24^) 

—  cos(3m'^+ 3|jl' — cj' — 2  9H-2(|/)] 

+  -Cl  sin9[cos(2w7-i-  2]j.'—  29  — N  +  ^|;)  — cos(2m'^+2jji'  +  29  —  N  +  (];) 

—  cos(2  9  —  N  —  4^)  +  005(29  4-N  +  4')]- 

On  pourra  du  reste  se  borner  à 


p 

^  --  I  +  3 e'  cos {m't-hix'—Ts'); 


on  obtient  finalement 


(16) 


yj'2  p'i  I  0 

p'^  —^ — rr^^  = sin'9cos2C5  —  sin*-  cos(2m't  -+-  2a'+  29  +  2tL) 

ro        p/.,  2  '  2  ITT/ 

—  cos* -cos(2m'^  +  2fjL' — 294-2-];) 

3 

—  -7  e'sin*9[cos(/n'«-f-  /ui' —  cr' -h  2 9 )  +  cos(m';-4-  jul'  — cr'—  29)] 
4 

I  9 

4- -e' sin*- cos (    m' t -^    /jl'4- nj'4- 29  4- 21];) 


2  2 


7  5 

—  -  e'  sin*  -  cos  (3  m' ^4-3^'  —  ct'4-294-2(|i) 


I  ^ 

4- -  e'cos*-cos(    m' t -V-    u'4- gt'— 29  4- 2di) 

22  '  T  T/ 


9 

2  2 


7  9 

—  -  e'  cos*  -  cos  (  3  m' ^  4-  3  /jl'  —  cr'  —  29  4-  2  -^J;  ) 


I 


4--C,  sin0[     cos(2m'^4- 2p.'— 29  —  N  4- 4')* 

—  cos  (2m'^4-2fj!.'4-29  —  N4-4') 

—  cos(2  9  —  N  —  4)  +  cos(2  9  4-  N  4-  4)]- 
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On  en  déduira,  au  même  degré  de  précision, 

Y)'  — H^  I  B 

Pl    '   5       = sin^  B  C0S2©  —  siii*  -  cos(2/?zi  H-2]ji.-f-2cpH-2(];) 

—  COS*  -  COS  (  2 /n<  +  2  jUl  —  2  cp  +  2  (];) 

3 

—  je  sin2  0  [cos(m«  4-fji  — cT  +  2cp)  +  cos(m<  h-]j.  — gt  —  29)] 

(17)/  H — esin*-cos(    mt -{-    /jl  4- cr -+- 29  +  2t];) 

7  B 

—  -e  sin*-cos(3/n^  +  3fjt  —  ^1+29  +  24^) 

-\ — ecos*-cos(    mt -^    /a -t- cr  —  2cpH-2<];) 

7  0 

—  -  e  cos*  -  cos  (3/n<H-3jUL  —  cj  —  2(:p-h2(|;). 

Les  formules  (3),  (12),  (i3),  (16)  et  (17)  contiennent  tout  ce  qu'il  faut 
connaître  pour  obtenir  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  avec  toute 
la  précision  désirable. 
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CHAPITRE  XXVI. 

FIXITÉ  DES  POLES  A  LA  SURFACE  DE  LA  TERRE.  —  INVARIABILITÉ 
DE  LA  VITESSE  DE  ROTATION. 


186.  Fixité  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre.    —   L'angle  formé   par 
l'axe  de  rotation  avec  l'axe  principal  Oz^  a  pour  tangente  trigonométrique 


^P' 


=  a  \Jà^  cos^  u-\-  b-  sin^  u  h-  , 


Si  donc  on  démontre  que  la  quantité  a,  supposée  très  petite  à  un  moment 
donné,  reste  constamment  très  petite,  on  aura  prouvé  par  cela  même  qu'à  la 
surface  de  la  Terre  les  pôles  seront  toujours  très  voisins  des  extrémités  de 
l'axe  Oz^.  La  relation 

montre  qu'il  suffit  de  prouver  que  les  quantités/,  et/'  resteront  toujours  très 
petites.  Nous  partons  des  formules  (a),  (6),  (c)  du  n°  182,  qui  nous  donnent 

dis       dV}       Artf.  -    .  .,  .d\}       /i  cos«,-4-/!  sinaj /dU  ^,  <?U\" 

di;  =  ^-^-c-L^^^^^""'--^^^"^"^)w-^^^ — ^inTT — v^  +  '"'^d^)J' 

d\}  \a[  d\]        sin«,  /(?U  n,à\}y\ 

d\}  A«r.        d\}       cosM, /dU  .,d\]\~\ 


(0 


\    dt  2C/i''*dcp        B&/i|  dB        sinô    \^^  c*?  / J 


Nous  laisserons  de  côté  les  premières  parties  des  seconds  membres  des  for- 
mules (i)  parce  qu'elles  sont  beaucoup  plus  petites  que  celles  qui  les  suivent, 


09 

COSM| 

fâV 

+ 

cos 

^m 

sin  Mj 

"^   sin  9 

COSM, 

'06 

sin  Ux 
sin& 

-1- 

cos 

o] 

«1  = 

■  ci-\-  nt{i  +  ab). 
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en  raison  des  facteurs/,  et/,'.  Il  convient  de  remarquer  du  reste  que,  si  l'on 
avait  poussé  le  calcul  des  différences  0  —  0',  9  —  cp',  ^l»  —  ^',  formules  du  n°  182, 
jusqu'aux  termes  du  second  degré  relativement  à/,  et/',  on  aurait  eu  ainsi, 
dans  les  seconds  membres  en  question,  de  nouveaux  termes  en/,  et/'.  Nous 
pourrons  aussi  remplacer  0'  par  ô  et  u,  par  e,  -+-  ni(i  -^  ab),  et  nous  aurons 

dt         B  bn  L 

(2)  ^  ^^  j_r_ 

11  n'y  a  plus  qu'à  mettre  pour  U  son  développement  du  Chapitre  XXV;  on 

voit  immédiatement  que  tous  les  termes  de  -~  et  de  -^j-  seront  périodiques,  et 

que  leurs  périodes  seront  voisines  d'un  jour  sidéral,  parce  que  le  coefficient  de  t 
dans  les  divers  arguments  sera «(i  H-  ab),  n(i-hab)  -\-im,  n(^\ -\- ab) -\- im! ,  ..., 
et  que  m,  m'  sont  assez  petits  par  rapport  à  n.  Nous  avons  vu  d'ailleurs  que 
tous  les  termes  de  U  sont  extrêmement  petits.  Nous  pourrions  donc  en  conclure 
aussitôt  que  les  variations  de/  et/'  fournies  par  la  première  approximation 
sont  négligeables.  Nous  calculerons  néanmoins  les  parties  principales  de  ces 
variations,  ne  serait-cequc  pour  montrer  leur  ordre  de  petitesse.  Ne  conservons 
dans  U  que  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  i,  e,  e'  et  c,  ;  nous  aurons 

(    u  =  — -x/iC(i  +  £)sin2Ô  ■    ' 

(3)  ] 

/  -\-  -x/iCsin^0[cos(2/w/  -\-  2p.-\-  2^)-r-  z  cos  {2 m' t  +  ajui'H-  24*)]  -1-  U2. 

en  posant 

U2  =  -  x' /i  C  (  I  +  £  )  sin^  ô  cos  2  9 
2  ^ 

(4)  {  H- x'/iC  sin*  -  [C0S(2m^  +  2|Jl  +  2cp  +  24»)  H- £  C0S(2/?i'/ +  2/Jl'+  2cp  +  2t{;)] 
x'/iC  COS*  -  [cos  {2  mt  -h  2 IX  —  20  -t-2i];)4-£  cos  {2  m' t  -h  2  ^x'  ^  2  O  -{-  2  <]>)]. 


Nous  trouvons,  en  faisant  d'abord  abstraction  de  U., 

— 7^  -^  =— (i  +  £)  sinQcosô 
yr.nL  ad 

H-  sin0  COS0  [cos(2m^  -+-2[x  +  2d;)4-£  cos(2m'^  +  2jui'+  2^j;)], 


— ^  -T7-  = —  sin^ô  [sin(2/n^  -h  2/jl+  2<]^)  -\-  e  sin {2 m' t  4-  2 jjl' +  2 (|i )] , 
(?9  ~~    * 
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En  portant  ces  expressions  dans  les  formules  (2),  on  trouve,  après  quelques 
transformations  trigonométriques  sans  difficulté, 

<y/i           xC  sinô  r,         s        n   ■  .  ,9  .    ,  ^  , . 

^  == :p-7 —    (i  +  e)  cos9smMi4-  sm*-  sm(«/i  +  2/?^/  +  2fz^-2q;) 

—  cos^-sin(w,  —  "îmt  —  lu.  —  l'h) 
2 

-\-  £  sin^  - sin(?/,  -t-  2 m' t  -\-  2iu.'+  2?];) 


—  £  cos-  -  sin(«,  —  im'  l  —  2]u.' —  2'|») 


Nous  pouvons  intégrer  en  regardant  Ô  et  '>[>  comme  constants,  et  si  nous  dési- 
gnons par  ^'f^  cette  partie  de  la  variation  de/,,  nous  trouverons 


xCsinô  r(n-£)  cosôcoswi         .   „i9  cos(«iH- 2©)  ,0cos(«,— 2O) 


(5) 


c 


B6/1     I             \-\-ab                        2              ,          ni  2              ,          m 

i-\-  ab  -{-  1—  1 -i- ab  —  2  — 

n  n 
» 

.   ,0  cos(<<,+ 2^)  ,  9  cos  (a,— 2  (T) 

esm* 5^-î ^— £Cos2-        ^    *        ^^ 

2  ,  m'  2 


1  + a6  +  2 —  i -\- ab 

n 


Dans  ces  formules  et  les  suivantes,  nous  avons  posé,  pour  abréger. 


O»  C  6t  Q'  désignent  donc  les  longitudes  moyennes  du  Soleil,  de  la  Lune  et 
du  nœud  de  l'orbite  lunaire,  ces  longitudes  étant  comptées  à  partir  du  point  N 
de  lay?^.  26.  Les  formules  (2)  montrent  que  B'/^  se  déduira  de  «5'/,  par  le  change- 
ment de  II,  en  u,  —  90"*;  nous  nous  dispenserons  d'écrire  l'expression  de  S'/,';  on 
la  tirera  de  (5),  en  remplaçant  d'une  manière  générale  cos(m,  4-  a)  par  sin(M,  -h  a). 
Nous  arrivons  au  calcul  des  parties  S"/,  et  S"/,'  des  variations  de/,  et  de/,' 
qui  proviennent  de  Ua-  La  formule  (4)  nous  donne 

=      (  I -h  £)  smycos9cos2  9 


x'nC    09 

a 

-h  sin  9  sin*  -[cos(2/n<  +  2^H-2(p  H-'^^) 

H-  £  cos  {2  m' t  -\-  2  ix'  -h  2  O  -\-  2^)] 

—  sin 9  cos^-  [cos{2mt -\-  2jji  —  20  +  2 ^j;) 

-f-  £  COS (2  m' f  4-  2fjL' —  29  H-  2^[/)], 


(  -~  -+-  cos 9 -5-^1  =z—  (n-£)  sinôcos9sin2<p 


x'/jC  sin9  \  d'^  â<^  J 

—  sin  9  sin^ -[sin  {2  mt -\- 2  ij. -h  20 -{- 2^) 

+  £  sin(2m'^H-2p.'+2(p  -j-24')] 

0 

—  sinôcos^  -  [sin{2  mt  H-2f/  —  29  +  2'-!/) 

-ir  e  sin  {2 m' t  +  2 ix' — 2<f  -\-  2<\>)'\. 
T.  —  II.  53 
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La  première  des  formules  (2)  donne  ensuite 
-^  :^  — jj-^ —    —  ('  +î)  cos9sin(2  9  —  «1)  —  sin^-  sin(2tp  —  «1+  imt  -\-  a/jn-  1^) 

+  cos^-  sin(2cp  —  «1 —  'iint  —  2|jl  —  2<\t) 
—  £  sin^-sin(2cp  —  «1  -\-  2m' t  -\-  2ix'-\-  2^) 

+  £  C0S*-sin(2cp  —  «1 —  2/«'f  —  2/Jl' —  2<|/) 

Il  n'y  a  plus  qu'à  intégrer  en  prenant 

(p  =  £,+  «^,         «,  =  £1  + /î^(i  +  «6),         2cp  —  «,  =  £i  +  /j^(i  —  ab), 
ce  qui  donne 


-      _  x'C  sin0  r(n- £)  cos5cos(2  9  — «1)        .  ^6  ces (20  —  Ki4-  2Q) 
•^*  B6/i      I  I  —  ab  2  ,  m 


I  —  ab  -h  2 

n 


,9   C0S(29  —  «,—  2©) 

^    ,  —  cos* ^^-^^ ^- 

(6)  <  2  m 

^    '  '  I  —  «y  —  2  — 

/i 

.     ,Ô    C0S(29—  «i-f-  2^)  0   C0S(2Cp  —  M,—  2C)"1 

4-  £  sin" ^— -'^ r^^  —  £  ces'' ^— -i— r^  I  ; 

2  ,  m'  1  ,  yn 

I  —  ab  -\-  2  —  1  —  ab  —  2  — 

n  n 


'] 


l" f\  se  déduira  de  §"/,  par  le  changement  de  m,  en  m,  —  90°.  On  aura  ensuite 

<5/a  =  ^7i  +  «5  Y, ,      a/;  =  07;  +  ây  ; . 

Nous  remarquons  immédiatement  que,  si  l'on  néglige  dans  les  dénominateurs 

1  H-  aè,  I  —  aè,  ...  la  petite  quantité  ah  voisine  de  «^=  ^-p>   les  coefficients 

des  cosinus  des  divers  arguments  dans  les  formules  (5)  et  (6)  sont  propor- 
tionnels à  X  et  x'.  Or  on  a 

x'  B  —  A 


X  "~  2C-  A  — B 

et  nous  savons,  par  les  mesures  du  pendule,  que  ce  rapport  est  certainement 
petit.  Si  donc  nous  prouvons  que  o'/,  est  petit,  il  en  sera  de  même  a  fortiori 
de  S"/,;  nous  ne  nous  occuperons  donc,  pour  le  moment,  que  de  §'/,  et  §'/,'. 
Nous  avons  les  formules 

—  =rto-cos«,  -n^ba'sÀnu,         it  :=  abitit -^  e'.), 

n  II 
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d'où 

-  ^=za  {/[cosàbnl  — /i  ?,\nabnt), 

-  =z  b{/[  sinabnt  +/,  cosabnt). 

Il  y  a  lieu  de  tenir  compte  des  valeurs  initiales  de/,  et/,;  nous  le  ferons  en 
introduisant  deux  constantes  arbitraires,  g,  et  t,  par  les  formules 

fi=gismabnz  +  à'fi,        /[  =  gicosabnz -h  è'f[. 

Les  expressions  précédentes  de  -  et  de  -  deviendront  ainsi 

L  rrz  agi  cos  [abn{t  +  r)]  +  a{à'f[  cosabnt  —  d'fi  sinabnt), 
~  =z  bgi  sin  [abn(t -h  z)] -j- b{è'f[  sinabnt  -\r  ô'/i  cosabnt). 

Remplaçons  8'f\  P^ï"  son  expression  (5)  et  §'/,'  par  l'expression  analogue;  re- 
marquons en  outre  que  nous  pouvons  prendre 

Ui  —  abnt  ■=z  ©, 
et  il  viendra 

'   ^  =  a^i  cos  [a6/z(^  + r)] 


Ca  X    .    .  r .         .         .   sino  .   „ô  sin(9  +  20)  ,0  510(9  — 2O) 

+  Î7T  -  sin0     (i  +  e)cos0 ^  +  sin^ ^^ ^r^  _  cos^ ^-^ =^ 

Bo  «  I  \  +  ab  1  ,  m  1  ,  m 

14- «6 +  2—  i-+-a6  —  2  — 


(7) 


.   ,e  sin((p  +  2^)  .9  sin(Q  — aC)' 

'i.              ,          m!  1             ,          m! 

\-\-ab-\-i —  \ -\- ab  —  2  — 

n  n 


-  =  bgi  sin  [abn{t  +  t)] 


C  X    .    ,  r^        .        û  C0S9         .   ,5  cos (9  H- 2 O)  ,9  cos (©  —  20) 

an           I                        i-{-ab              1             ,           m  2             ,           m 

I  -\-  ab  -]-  2  —  i  -\-  ab  —  2  — 

n  n 


] 


2  ,         m'  2  ,  m 

i-f-«t?H-2 —  i-i-a6  —  2  — 

n  n 


Il  convient  de  se  représenter  le  lieu  du  pôle  sur  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
terrestre,  au  point  C  où  l'axe  0:?,   perce  la  surface.  Soit  R  le  rayon  mené  du 


(8) 
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centre  de  la  Terre  au  point  C, 

X  et  y  pourront  être  regardés  comme  étant  les  coordonnées  rectangulaires  dans 
le  plan  tangent  considéré,  l'origine  étant  en  C.  Il  n'y  a  plus  qu'à  remplacer  - 

et  -  par  leurs  valeurs  (7)  et  à  mettre  pour  les  diverses  lettres  les  valeurs  nu- 
mériques qui  seront  indiquées  plus  loin.  On  pourra  prendre  C  =  B,  a  =  ^,  et  il 
viendra,  en  prenant  le  centimètre  pour  unité  de  longueur  et  désignant  par  X  la 
constante  ag^  R, 

\=-\q,os,  [«^«(^  +  t)]  +  27  sin9—  19  sin((p—  2(£)  —  9  sin(9  —  2O)  h-  4  sin(9  —  Q'), 
y  =  X  sin  [«^«(^H-  t)]  +  27  COS9  —  19003(9  —  2(^)  —  9005(9  —  2©)  +  4cos(9  —  ^'). 

Nous   avons   ajouté   deux    petits   termes   d'argument  cp  —  Q'    (en   posant 

N  4-  ^  =  Çl'),  qui  proviennent  du  terme  de  U  qui  contient  le  facteur  c^.  Si  l'on 

pose 

27  —  i9COS2(^  —9  ces 2©  H-  4cosQ'  =  Xi  sinLi, 

(9)  {  19  sin2(C +9  sin20  —  4  sin^'  — XiCOsL,, 

a*/i(<  +  t)  =  u, 


X  désignant  une  quantité  positive,  on  pourra  écrire 

(lO) 


X  =  X  cosu  +  X,  cos(Li —  9), 
y  =  X  sinu  +  Xj  sin(Li —  9). 


X,  et  L,  sont  des  quantités  qui  varient  assez  lentement.  On  peut  se  représen- 
ter le  mouvement  du  pôle  par  la  combinaison  de  deux  mouvements  circulaires. 
Traçons  en  effet  {fig.  29)  un  premier  cercle  de  rayon  CA  =  \,  et  imaginons  sur 


ce  cercle  un  mobile  I  animé  d'un  mouvement  uniforme,  de  façon  que  l'on  ait 
AGI  =  u;  considérons  un  second  cercle  de  rayon  IP  =  X,,  sur  lequel  se  meuve 
le  point  P,  de  manière  que  l'angle  PIB  que  forme  ce  rayon  avec  une  parallèle 
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à  CA  soit  égal  à  L,  —  9.  Le  mouvement  du  point  P  sera  bien  donné  par  les  for- 
mules (10).  Le  point  I  fait  son  tour  dans  le  temps 

— r—  =:  —  X  3o5  =  3o5  jours  sidéraux; 
a'-  n         n 

le  point  P  accomplit  le  sien  en  un  jour  sidéral  environ.  Les  formules  (9)  mon- 
trent que  le  rayon  X,,  qui  peut  s'annuler  à  un  moment  donné,  a  un  maximum 
de  soixante  centimètres;  c'est  bien  peu  de  chose.  Nous  sommes  dans  une  igno- 
rance presque  absolue  sur  la  valeur  de  X;  ce  que  l'on  sait  au  sujet  de  l'in- 
variabilité des  latitudes  permet  toutefois  d'affirmer  que  \  est  inférieur  à  i5". 
Concluons  donc  enfin  que,  si  le  pôle  n'est  pas  entièrement  immobile  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  ses  variations  seront  néanmoins  contenues  dans  l'intérieur 
d'un  cercle  de  quinze  mètres  de  rayon;  nous  reviendrons  d'ailleurs  plus  loin 
sur  cette  question  de  la  variation  des  latitudes. 

Il  convient  de  calculer  aussi  les  petites  variations  de  60.  On  peut  ici  se  borner 
aux  formules 

&o  =r  ac  =z  -  cos a  4-  -  sin  w, 
n  n 

qui  deviennent,  en  vertu  des  relations  (7), 

00=:  ag^  cos  [ab{z\  —  nr)] 

X    .    .n                   ,  sin  (9 -4- m)         .  ,ô  sin(9  + M+ 2O)  "1 

H-  -sin0  I  (1  +  s)  cos 9 — — -, — -  +sin* -^ ^=^  +  . . .  1 

ou  bien,  en  réduisant  en  nombres  et  remarquant  que  nr:  est  la  valeur  initiale 
de  i\  qui  varie  très  peu, 


(lO 


9qz=  agi-\-  o",oo87  sin  (9  H-  m)  —  o",oo62  sin  (9  +  a  —  2^)  —  0^,0029  sin  (9  H-  «  —  2©) 

+  o",ooo3  sin(9  +  w  +  2(£)  h-  o",oooi  sin(9  -h  u  -{-  2©); 


telle  est  l'expression  de  l'angle  formé  par  l'équateur  avec  le  plan  du  couple 
résultant;  on  voit  qu'il  est  très  petit  et  à  fort  peu  près  constant.  Poinsot  (') 
avait  indiqué  le  premier  terme  o", 0087  sin (ç  +  w)  de  la  formule  (11);  M.  C. 
Rozé  a  appelé  l'attention  sur  les  autres.  L'ensemble  des  petites  inégalités  ne 
peut  pas  dépasser  o", 019;  c'est  une  quantité  fort  petite,  mais  dont  l'introduc- 
tion peut  être  cependant  utile  dans  des  recherches  de  haute  précision. 

187.  Sur  les  inégalités  séculaires  de /<  et/,'.  —  Si  l'on  voulait  connaître 


(')  Poinsot,  Précession  des  équinoxes,  p.  i3.  Paris,  1857. 
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les  inégalités  séculaires  qui  peuvent  affecter  les  valeurs  de/,  et/,',  il  faudrait 
conserver,  dans  les  seconds  membres  des  équations 

df^_ i_      dV>  C       ^ 

dt  ~       aC/i      <?£i        k^ahn  dj[^ 

df[_ L_/-'^       __? ^, 

dt  2C/i"^'(?£i        k^abn  dj\' 

les  termes  qui  contiennent/,  et/'  au  premier  degré  et  dont  les  coefficients  sont 
indépendants  de  u,  de  9,  des  moyens  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  de 
ceux  du  périgée  et  du  nœud  de  l'orbite  lunaire,  de  sorte  qu'on  peut  les  consi- 
dérer comme  constants. 

Nous  remarquerons  immédiatement  que  les  seconds  membres  dont  il  s'agit 
seront  extrêmement  petits  pour  deux  raisons,  d'abord  à  cause  du  très  petit 
facteur  qui  affecte  tous  les  termes  de  U,  ensuite  en  raison  des  facteurs/  et/' 
eux-mêmes.  On  obtiendrait  ainsi,  par  l'intégration,  dans  les  expressions  de/ 
et/'  des  termes  proportionnels  à  t,  lesquels  resteraient  insensibles  pendant  un 
temps  considérable.  On  pourrait  néanmoins  éprouver  des  scrupules  et  se  de- 
mander si,  à  la  longue,  il  n'en  résulterait  pas  un  déplacement  sensible  des 
pôles  à  la  surface  de  la  Terre.  On  aura  la  réponse  à  cette  question  en  intégrant 
rigoureusement  les  équations  précédentes,  tout  en  conservant  dans  les  seconds 
membres  les  termes  en/  et/'.  Remarquons  d'abord  que,  puisqu'on  réduit  U  à 

sa  partie  non  périodique,  on  aura  — -  =  o  et,  par  suite, 

(12) 

On  a  d'ailleurs  (n«  184) 

(i3)  U  =-  xnC  [Q  +  I eA  sin^ô  +  g  Q  +  ^  e'2_  |  cA  ^\ïi^ê\  ; 

nous  prendrons  même 

(i4)  U=— -x/iC(n-£)sin2ô. 

Nous  partirons  de  la  formule  (8)  du  n*^  180,  qui  nous  donnera,  en  supposant 
A  =  B,  c  =  o, 

^0—^  =  —  -  —  «  —  ?, 
ô  -  0^_  ^ a  sin(«  +  9')  +  ^tS^  <7' cotô' cos2(«  +  9'). 


df. 

C        c?U 

df\  _   ^         C        (?U 

dt 

XBabn  df\ 

dt             AB  abn  dj\ 

INVARIABILITÉ    DE    LA    VITESSE    DE    ROTATION.  4^3 

OU  encore 

B-=.B' w- (/j  cosf<, +/i  sinw,)  H r^  cot5'(/jCOSMi  — /j  sinw,)^, 

en  tenant  compte  des  relations 

« -h  cp' =  Mi+ aèe'j,         cT  sin(a6£'j)  ^/,,         ct  cos(a6e'i)  =/i. 

On  peut  en  déduire  le  développement  de  sin^G  par  la  formule  de  Taylor,  et,  en 
le  réduisant  à  sa  partie  non  périodique,  on  trouve 

sin^ô  =  sin^ô'+^cos^0'(/,^+/;^)+^%os20'(/f+/;^). 
L'expression  (i4)  de  U  devient  ensuite,  en  supprimant  la  partie  indépendante 

de/,  et/;, 

4  ^ 

après  quoi  les  formules  (12)  se  réduisent  à 

(i5)  {       , 


On  en  tire 


rf/i    ,f<df\  _     da  _ 


Ainsi  l'élément  a  n'a  pas  d'inégalité  séculaire,  et  c'est  l'essentiel  au  point  de 
vue  de  la  fixité  des  pôles  à  la  surface  de  la  Terre. 

Je  ferai  remarquer  d'ailleurs  qu'en  réduisant  la  fonction  des  forces  U  à  sa 
partie  non  périodique  (i4)  et  supposant  A  =  B,  on  peut  intégrer  rigoureMse- 
ment  les  équations  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  C'est  ce  que  j'ai 
démontré  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences 
(t.  CI,  p.  190;  i885). 

188.  Invariabilité  de  la  vitesse  de  rotation.  —  L'expression 
de  la  page  4o4  montre  que  le  terme  en  cos2w  est  extrêmement  petit,  par  chacun 
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de  ses  facteurs  à^,  h-,  c-,  a-,  mais  surtout  par  le  dernier.  Les  variations  de  w,  s'il 
en  est  de  sensibles,  ne  pourront  donc  provenir  que  de  celles  de  n.  Or  nous 
avons  (n"  182)  l'équation 

en  y  remplaçant  -^-i  -tt  et  -777  par  leurs  valeurs  obtenues  au  commencement 
de  ce  Chapitre,  il  vient 

,dn       dH       ka(i  +  ab)V,,    .  ^,  à\] 

■dl  =  ô^-^ C [(/iS.n..-/.cos«.)^ 


(•7) 

+ -^—ér hrr  -^  cos  0'  -— 

En  dehors  de  ^>  les  termes  du  second  membre  donneraient  dans  n  des  iné- 
galités à  courtes  périodes,  car  w,  ne  peut  disparaître  d'aucun  argument;  les 
coefficients  de  ces  inégalités  seront  tout  à  fait  insensibles,  d'abord  à  cause  des 
facteurs/,  et/,',  ensuite  en  raison  de  la  petitesse  de  U.  On  peut  donc  laisser 
ces  termes  de  côté  et  se  borner  à 

(17')  c~-^. 

Les  termes  de  U  qui  ne  renferment  pas  cp  ne  donneront  rien,  et  il  n'y  aura 
lieu  de  considérer  que  la  portion  U^,  pour  laquelle  on  a 

dn  ,     ,  X    .    o  /i    . 

-T-  =  —  x' /î ( I  +  £  )  sin''  &  sin  2  9 

—  2x'/isin*-[sin(2m<-)-  2{ji+2cp  +  2d;)  +  £sin(2m'^  +  2j!ji'+29H-2^];)] 
4-  2x'/iCOS*-[sin(2/n«  +  2/0.  —  29  +  2^|;)  +  s  sin(2m'^  +  2/ji.'—  29  +  21];)]. 

On  en  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  n'  une  constante  arbitraire, 


n  —  «'4-  -x'(i  +  £)  sin2  9cos2a)  +  x'sin*- 
2     '  '  '  2 


(18) 


[C0S(2  9  4-  2Q)  C0S(2cp  +  2(£)~| 

m  Jn'           I 

■  +  -,7  '-^v     J 

•.'co;>^  rcos(2y-20)  ^    ^cos(2y-2(C)-| 

1     -?  -V     J' 
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L'angle  dont  tourne  le  corps  autour  de  l'axe  instantané  pendant  le  temps  dt 
est  (sidt\  l'angle  décrit  pendant  le  temps  t  est  j  (odt.  Or  on  tire  des  for- 
mules (i6)  et  (i8) 

(19)  I  oidt  ^  I  ndt  -h  j  ■ — - —  a-  b^  1  a^ndt  -\-j  0}  b^  c^  j  <s'^  n  cos  2  u  dt, 


J 


I     X 

ndt=^  const.  -+-  n' i  -hy  -  (i  +  s)  sin^Ôsin2o 
4  /i 


(20) 


I  x'    .    ,  0  rsin(2©  +  2O)         sin(2  2) -I- 2  (T  )~1 
sin-  -     )-^ -i^  +  c  — - — '■ —- — 

'"     1   {'-^"iï         (-^)    J 

L  ^  ^n=4  ^  r^inÇ^y  — 20)  ,      sin(29  — 2(C)-] 


Si  l'on  remplace  x'  par  sa  valeur,  on  trouve 

I  x'_3/mYB-A_  H-A 

T>    i 

Or  le  rapport — ^ — est  petit;  on  peut  conclure  des  observations  du  pendule 

O         A 

qu'il  est  inférieur  à  la  centième  partie  de     ~    •  On  peut  donc  admettre  que 

l'on  a 

B-A 


< 


C  3oooo 


Dans  ces  conditions,  l'ensemble  des  termes  périodiques  du  second  membre  de 
l'équation  (20)  est  inférieur  à  o",oooi,  et  l'on  peut  prendre  en  toute  sécurité 


/ 


ndt  z=  consl.  +  n'  i. 


Le  terme  /  a^ndt  peut  être  remplacé  par  a^  (ndt  ou  par  a-n't\  son  effet  se 
bornera  donc  à  modifier  très  légèrement  le  coefficient  de  t  dans  Joidi.  Quant 
à  l'intégrale  j  a^n  cos,  2. udt,  elle  se  composera  de  termes  à  courtes  périodes 
dont  les  coefficients  seront  extrêmement  petits. 

Conclusion.  —  Dans  la  première  approximation,  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion de  la  Terre  peut  être  considérée  comme  constante,  et  l'intégrale  /  o^dt 
comme  étant  de  la  forme  a+  ^t.  Le  jour  sidéral  est  donc  constant,  puisque 
c'est,  par  définition,  le   temps  au  bout  duquel  l'intégrale  ywâ^/  augmente 

de  2Tr. 

T.  -  IL  54 
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On  peut  se  proposer  de  chercher  si  les  conséquences  précédentes  subsistent 
encore  dans  la  seconde  approximation.  Il  faudrait  pour  cela  remplacer  dans  le 
second  membre  de  l'équation  (17)  les  diverses  variables  par  leurs  valeurs  four- 
nies par  la  première  approximation.  Or  l'effet  principal  sera  d'augmenter  '^ 
d'une  quantité  proportionnelle  au  temps;  les  divers  arguments  conserveront 
la  même  forme,  sauf  que  le  coefficient  du  temps  y  sera  modifié  un  peu;  les  con- 
clusions resteront  les  mêmes,  eu  égard  à  la  petitesse  extrême  des  inégalités  du 
premier  ordre.  Nous  pouvons  donc  admettre  la  constance  du  jour  sidéral,  tant 
qu'on  fait  abstraction  de  certaines  causes  perturbatrices  telles  que  le  frottement 
des  marées,  etc.,  dont  il  sera  question  plus  loin;  c'est  la  base  fondamentale  de 
la  mesure  du  temps  en  Astronomie. 

Remarque.  —  Un  géomètre  distingué  a  cru  pouvoir  conclure,  de  la  considé-. 
ration  des  inégalités  de  0o,  que  le  rapport  —p —  devait  être  inférieur  à  3^^^^^^, 


C 

si  les  latitudes  ne  varient  pas  de  2".  Mais  il  a  été  amené  à  cette  conclusion  par 
une  erreur  de  signes,  en  conservant  l'une  des  relations  (D)  du  n"  175,  où  il  au- 
rait fallu  écrire  sin(cp  — cp^)  au  lieu  de  sin(^o—  9)»  l'angle  ^  étant  compté 
en  sens  inverse  de  celui  de  Poisson.  Voir  la  Note  sur  les  moments  d'inertie 
principaux  de  la  Terre  (^Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  CI,  p.  409;  i5  août  i885). 
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DES  FORMULES  DE  LA  PRÉCESSION  ET  DE  LA  NUTATLON. 


189.  Il  résulte  de  ce  qu'on  a  vu  précédemment  que  60,  o", /,  et/,'  sont  des 
quantités  pratiquement  insensibles;  nous  les  supposerons  nulles  désormais. 
Nous  aurons  donc 

B—B',        ^  =  ^',        ?  =  ?'. 

Le  plan  du  couple  résultant,  le  plan  x^  Oy^  et  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
instantané  de  rotation  seront  donc  confondus  en  un  seul  et  même  plan,  et  l'on 
pourra  dire  que  les  variables  'j»  et  ô  fixent  la  position  de  l'équateur  de  l'époque  t 
par  rapport  au  plan  fixe  XOY. 

Les  deux  premières  des  équations  (s)  de  la  page  402  nous  donneront 

dt  Crt  sinô   dB 

dB__  1         dU  cos^     dU 

dt  ~       ^wsXnB  d'\        C/isinô  do 

L'analyse  employée  pour  montrer  que  n  peut  être  considéré  comme  invariable 
a  prouvé  que  l'intégrale  1  tt^^  se  compose  uniquement  de  termes  à  courtes 
périodes  dont  les  coefficients  sont  tout  à  fait  négligeables;  nous  pourrons  donc 
réduire  à  son  premier  terme  le  second  membre  de  l'équation  qui  donne  -r-) 
et  nous  aurons 

d^  T  dV 


(0 


dt  CnsinB  dB 

dB  _  I        dV 

dt  CnsinB  d^ 
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La  démonstration  que  l'on  a  donnée  de  la  fixité  des  pôles  à  la  surface  de 

la  Terre  prouve  que  les  intégrales   / -jg^^/ et  / -tt^«^^  sont  insensibles;  nous 

pourrons  donc  faire  abstraction  de  U2,  et,  en  nous  reportant  aux  formules  (3) 
de  la  page  406  et  (12)  et  (i3)  de  la  page  4io>  nous  aurons  simplement 

-7^U  =  £  \  (-  -hj  e'^—^  c{)  sin^e  ~h  isin9  cos9  cos{Q  +d;) 
Cnx  L\2      4  4/ 

-f-  c,  sin0cos0cos(N  +  d;)  —  i-cj  sin*0cos(2N  -i-  2^) 

q  -1 

/    ^    /  sin^O  cos{2m'  t-{-'2ix'-\-2^)-h-  e'sin^O  cos{m'  t  -\-  ix' — rs')\ 

-\-  (-  -\-  y  eA  sin^ÔH-  isin0cos5cos(Q  +  4^) 

sin^ 9  cos {2 mt  -\-  2 ix  -i-  2 <]/)  -h  -  e  sin^ 9  cas {mt  -+-  fz  —  cr). 


Cette  expression  dépend  de  G  et  (1»  d'une  part,  de  l'autre,  de  c,  etN,  de  e',  m', 
\l'  et  gt' ;  de  e,  m,  li.  et  ccr,  et  enfin  de  «  et  Q. 

Les  inégalités  périodiques  des  éléments  de  la  Lune,  savoir  de  <?',  m',  [j.',  tnr', 
c,  et  N  ne  produisent  ici  aucun  effet  appréciable;  nous  renverrons  pour  ce  point 
au  premier  Mémoire  de  M.  Serret  (Annales  de  l'Observatoire,  t.  V,  p.  325-329). 
Les  inégalités  séculaires  des  mêmes  éléments  sont  très  faibles  en  elles-mêmes 
ou  bien  n'ont  pas  d'effet  appréciable  dans  le  phénomène  actuel,  sauf  ce  qui 
concerne  N.  A  l'égard  du  Soleil,  il  convient  de  tenir  compte  des  inégalités  sécu- 
laires de  e,  f  et  Q  ;  la  théorie  du  mouvement  du  Soleil  montre  que,  au  moins 
pendant  un  très  grand  nombre  d'années,  on  peut  prendre 

eizreo  +  e,  f,         tsitiQ  =^^  + r^%         /  cos  Q  =  ^'<  +  r'^^  ; 

^, ,  ^  et  g'  sont  des  coefficients  numériques  très  petits  ;  r  et  r'  sont  encore  beau- 
coup plus  petits  et,  presque  toujours,  on  peut  les  laisser  de  côté  dans  la  théorie 
actuelle.  La  formule  (2)  devient  ainsi 


H-    (i  +  e)  (^^'0084»  — ^sin^')  sinôcosô  ^-e^e^  sin-0    t 

+  zc^  sin0cos9cos(N  -^-  <]>)  —  -j  tc\  sin^0cos(2N  +  2^) 

4 

sin^ 9  cos {2mt  -\-  2ii-\-  -2^) e  sin^ 9  cos ( 2 m' ^  +  2 p'  +  2<\i) 

3  3 

+  -  Cq  ^\n} 9  cos  {mt  -h  ix  —  rn)  -\-  -  se'  s\n^ 9  cos{m'  t  ■+-  p.' —  rs'). 
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Posons 


(3) 


Z  =  —  £-/Ci  sin9cos9cos(N  +  4^)  -{-  y  sxc^  sin2  9cos(2N  -h  2^) 

H-  -  X  sin^ô  cos(2m^  4-2|:jLH-2d/)  +  -£x  sin^9  cos(2m'/  +  2/jl'h-  21];) 

3                                                     3 
xeoSin*0cos(/nf  4-  jjl  —  cr) exe'  sin^9cos(/n'f  +  jjl'  —  m'), 
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et  nous  pourrons  écrire 


(4)  ^  U  =  —  .f  sin^ Q  —  [g(g'cos^  —  ff  sintj;)  sin 9  cos9  +  ^  sin«9]  t  -h  Z. 


Les  équations  (1)  donneront  ensuite 


(5) 


dt 


2  if  cos 


^^  k(^'cos^  — ^sin4;)^^+25cos0|  t 


I    az 


sinô  d9 


—  =  Q cosB {g'  &m<l)  +  g Q,o?>'h)  t  +  ^-^  -^ 


Nous  allons  intégrer  ces  équations  par  approximation,  ce  qui  est  facile,  parce 
que  les  quantités  g,  g^  et  ^  sont  très  petites;  il  en  est  de  même  de  ^  et  ç,  qui 
ont  cependant  des  valeurs  plus  sensibles;  nous  supprimerons  d'abord,  dans  les 

seconds  membres  des  équations  (5),  les  parties 


et 


sin 9  dO  sin0  à']i 

considérerons  donc  les  équations 

-i  =  +  2^ cos 9  +    ^'(^'cosd;  —  g- sin 4*)     •    ^  H-  2^  cos 9    t, 


I     dZ 

-rj;  nous 


(6) 


dt 


i    dR 

i  -j- =  (j'cos9(^' sin^*  H-^^cosij')  ^ 


Nous  représenterons  par  6,  la  valeur  initiale  de  0,  ou  plutôt  une  valeur  très  peu 
différente,  et  nous  supposerons  qu'on  ait  pris  pour  axe  OX,  dans  le  plan 
fixe  XOY,  une  droite  très  voisine  de  Fintersectien  de  ce  plan  fixe  avec  la  posi- 
tion de  l'équateur  à  l'époque  initiale  t  =  o;  donc,  pour  /  =  o,  ^J;  sera  très  peu 
différent  de  zéro. 

Les  observations  nous  montrent  qu'en  gros  ^  augmente  de  do"  par  an  ;  si 


43o  CHAPITRE    XXVII. 

nous  voulons  obtenir  des  formules  suffisant  aux  besoins  de  l'Astronomie  pen- 
dant deux  siècles,  ^  variera,  dans  cet  intervalle,  de  o  à  5o"x  200  =  2° 46' 40"; 
dans  ces  conditions,  les  petits  termes  fj'^'cos'^,  (j'^sinv);,  (J^'sin^,  (Jgcos']/, 
seconds  membres  des  équations  (6),  pourront  être  réduits  respectivement  à 
g  g',  o,  o,  g  g;  on  pourra,  aussi,  dans  ces  seconds  membres,  remplacer  6  par  ô,. 
On  trouvera  donc 


dh  ^  ^  /,>     ,008  2  01 


on  peut  intégrer,  et  il  vient 

(7)  4*  —  const.  +  a ^  +  b f %         9  r=  const.  +  vf^, 

en  posant,  pour  abréger, 

a  —  2,^cos6'i, 

.  I  ^    ,  COS2  0,  _  . 

*'=2^^-^hrër  ^^^"^^^' 

Si  nous  remplaçons  #,  g,  5  par  leurs  valeurs  (3),  nous  trouvons 

a  =  x(n-eM  cos  01  +  xs  f  r  +  -  e'2 c\\  cos  Qi , 

/ON  )   u  r  ï  /  \      ,COS26/,  3  1 

(8)  ;  b=:x    -(n-s)^' — r— ^ h-eoeicos0i    , 

\  [2  sm&i         2  J 

'  =  -x(l  +  £)^COS0i. 

Remarque.  —  Si  Ton  avait  tenu  compte  des  termes  en  t"^  dans  les  expressions 
de  isinQ  et  de  ïcosQ,  il  en  serait  résulté  dans  ^  et  6  des  termes  en  t^;  on  se 
convaincra  aisément  que,  dans  la  pratique  actuelle  de  l'Astronomie,  ces  termes 
sont  négligeables. 

190.  Pour  passer  des  intégrales  (7)  des  équations  (6)  aux  intégrales  des 
équations  (5),  nous  poserons 


^  :=  const.  +  'At-+-  ht^  -hW, 
9  =.  const.  +       vt^       H-  0; 


(9) 

une    fois   effectuées    les    difPérentiations    qui    figurent   dans    les    expressions 
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^—ù  3fl  et  H-  ^— 2  3T'  en  raison  de  la  petitesse  de  ces  termes,  on  pourra  v 

sin9  ad  sni9  d^  ^  '         r  j 

remplacer  G  par  6,  et  ^  par  a/,  car  on  verra  que,  dans  les  limites  de  temps  envi- 
sagées plus  haut,  le  terme  ht^  est  petit;  on  trouvera  ainsi 

f    (P¥  COS25,  ^_^  ,^ 

xec,  —. — ~  cos(N  +  4') 


dt 


sinôj 


(lO) 


/ 


—  XCOS^i      -  £C^  C0S(2N+  2i|/)  +  C0S(2m^+  2/JL  +  2^];) 

H-  £  cos {i m' t  -\- 1 1).'  +  1^) 

—  3eocos(/w<  +  Il  —  ct)  —  3£e'cos(/w'i  4-  /x'—  gj')  L 


dQ 


—  =:x£Ci  COS  01  sin(N  +  ^p) 

-X  sin^i    -£cj  sin(2N  +  2(|i)  +  sin(2mi  +  2p.  +  2'|i) 

+  esin(2;?i'^+2[i'+24')    . 


On  sait  que  le  nœud  de  la  Lune  rétrograde  sur  l'écliptique  de  façon  à  par- 
courir 360*^  en  1 8  f  ans  ;  dans  la  question  actuelle,  on  peut  supposer  que  ce  mou- 
vement est  uniforme.  On  peut  donc  prendre 

en  désignant  par  a  et  ^  deux  constantes;  on  peut  dès  lors  intégrer  les  équa- 
tions (lo);  il  est  inutile  d'ajouter  des  constantes,  car  elles  se  confondent  avec 
celles  des  seconds  membres  des  équations  (9).  On  obtient  ainsi 


(•0 


W  =  —  x£—      ■    ^    sm(N  +  4^) 

£  7-i- sin  ( 2  N  +  2d») sin(2/n^+  2U.+  2d() 

4a  2/w        ^  "^  ^' 


•2  ni 


7 sin ( 2  jyi' t  -{-  2 ]u.'  +  2<\)) 


H s\n{mt  4-/jt.  — cj)  -1 -s\n.{m' t-^  [tJ  —  cj  )    , 


(.2) 


0  =;      x£  —  COS0,  cos(N  +  (L) 

r     c-  I 

+  X  sinô,    —  e  -^  cos(2N  -t-  2  J;)  h cos(2m^  +  20.+  211») 

L        4  a  ^         2  m        ^  '  ^  '^ 

H ^C0S(2/?i'i+  2jJl'4-  2'jf) 
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Remarque.  —  On  a  écrit,  dans  les  équations  (ii)  et  (12), 

/  cos(2m^  +  2|j!.  +  1^)  dt  ^=.  Q,on'&\.  -\-- — -  sin  (2m^H-2/Lt  +  2(|i), 
/  sin  (2  m/  +  2]jL+  2tj;)  flf^  =  const.  —  —  cos(2wi  +  2|j(.  +  21^), 

tandis  qu'on  aurait  dû  prendre 

/cos(2m^  +  2U.4-  2d/)  â?i=  const.  H — 7 r  sin  (2 mi  +  2  u.  H-  2 d»), 
^                ^         ^  '                           2(m-i-a)  ^ 

/sin  (2mi  +  2iu.  +  24^)c/i  =  const. rC0s(2m<  +  2u  +  2d»); 
^                ^        ^'                          2(mH-a)  ^         ^' 


mais  le  rapport  —  est  très  petit,  et,  en  consultant  les  valeurs  numériques  rap- 
portées plus  loin,  on  verra  qu'on  peut  opérer  ainsi  ;  de  même,  en  toute  rigueur, 
le  diviseur  m'  aurait  dû  être  légèrement  altéré  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (11)  et  (12). 

Nous  pouvons  supposer  nulle  la  constante  qui  figure  dans  le  second  membre 
de  la  première  équation  (9),  et  celle  qui  figure  dans  la  seconde  égale  à  G,  ;  nous 
aurons  donc 


(A) 


<^  — aZ  +  b^'-'  +  W, 

0=   ô,    +Vi2   _^   % 


Telles  sont  les  formules  qui  feront  connaître,  à  une  époque  quelconque,  la  posi- 
tion du  plan  de  l'équateur  par  rapport  au  plan  fixe  XOY. 
Considérons  les  équations 


(A') 


i|;„,  =  a  i  +  b  /% 

0,„  =  9,  + vis- 


ées valeurs  de  ^^  et  6^  déterminent  la  position  d'un  plan  mobile  qui,  à  chaque 
instant,  diffère  très  peu  de  l'équateur  vrai;  ce  plan  est  ce  que  l'on  nomme 
Véquateur  moyen. 

On  voit  que,  pour  /  =  o,  les  équations  (A)  donnent 

donc  le  plan  de  l'équateur  moyen  de  l'époque  ^  =  o  passe  par  OX,  et  G,  désigne 
l'inclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  fixe;  si  l'on  appelle  encore  équinoxe  moyen 
l'intersection  des  grands  cercles  qui  représentent  les  plans  XOY  et  l'équateur 
moyen,  on  peut  dire  que  le  point  X  est  choisi  de  manière  à  coïncider  avec  l'équi- 
noxe  moyen  de  l'époque  zéro. 


(B) 
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On  aura  ensuite 


433 


Le  mouvement  de  l'équateur  moyen,  relativement  au  plan  fixe,  produit  le  phé- 
nomène de  la  précession  des  équinoxes,  et  la  quantité  4^„,  est  dite  la  précession 
lani-solaire.  Le  mouvement  de  l'équateur  vrai  par  rapport  à  l'équateur  moyen 
constitue  le  phénomène  de  la  natation. 

Ellipse  de  nutation.  —  On  verra,  à  propos  de  la  mise  en  nombres,  que  les 
termes  de  beaucoup  les  plus  importants  de  ^  et  0  sont  ceux  qui  dépendent  du 
sinus  et  du  cosinus  de  N-h  'j»;  si  l'on  se  borne  à  ces  deux  termes,  on  obtient 
une  représentation  géométrique  intéressante  pour  le  mouvement  de  l'équateur 
vrai  par  rapport  à  l'équateur  moyen  ;  on  aura  donc  dans  ce  cas 


W  = 


(i3) 


C,    COS2  9,      .       .-T  ,  , 

x£ ^-^-  sin  (N  4-  d;), 

x£—    cos^i   cos(N-t-4')- 


Soient  N  le  nœud  descendant  de  l'équateur  vrai  relativement  au  plan  fixe  XOY, 
Q  le  pôle  boréal  de  cet  équateur;  N'  et  Q'  les  quantités  correspondantes  pour 


l'équateur  moyen  {fig.  3o).  Le  point  N  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  QZ 
et  N'  le  pôle  de  Q'Z.  On  aura 

XN'  =  'J>„„        XN  =  '|,„  +  ^^ 

NN'  =  W  =  angle  QZQ'; 

ZQ'=9,„,        ZQ==9„,+0,        ZQ-ZQ'  =  0. 


T.  —  IL 


55 
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L'angle  QZQ'  étant  très  petit,  on  pourra  prendre 

Q'I=zZQ  -ZQ'=0,        QI^sinZQsinQZQ' 

ou,  à  fort  peu  près, 

QIz^sin^iT. 

Si,  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  céleste,  au  point  Q',  on  prend  pour  axes 
des  X,  y  la  tangente  à  l'arc  de  grand  cercle  Q'A,  prolongement  de  Q'Z,  et  la 
perpendiculaire  Q'B,  et  qu'on  désigne  par  x  et  y  les  coordonnées  du  point  Q  par 
rapport  à  ces  axes,  on  aura 

OU  bien,  en  remplaçant  "^F  et  0  par  leurs  valeurs  (i3), 

\r=      X£  — CCS    0,  cos(N  4-  d»), 
yr=: — x£  — COS201  sin(N  +  ^|;). 

On  en  tire,  en  éliminant  N  4-  'j', 

X'      ,       y' 


X£  — 


cos^Ôj        cos^aôi       V     a. 

c'est  l'équation  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes,  dirigés  suivant  Q'A  et  Q'B, 
ont  respectivement  pour  valeurs 

«'=  x£  — cos9i,         ^' =3  xe  —  cos 2  01  ; 
ex.  a. 

on  voit  que  l'on  a  «'  >>  //. 

Ainsi  le  pôle  vrai  décrit  autour  du  pôle  moyen  une  petite  ellipse.  On  a 

~=     cos(N  +  ^)  =  cos(36o°— N  — i^), 
|;:  =  —  sin (N  +  d;)  =  sin (360°  -  N  —  <];)  ; 

donc  l'anomalie  excentrique  est  égale  à  36o°—  N  —  ^j;;  elle  varie  proportion- 
nellement au  temps  et  augmente  constamment.  Cela  fait  connaître  la  loi  du 
pôle  vrai  sur  sa  petite  ellipse;  le  mouvement  s'effectue  dans  le  sens  indiqué  par 
la  flèche. 

Avec  les  valeurs  numériques  qui  seront  rapportées  plus  loin,  on  trouve  pour 
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les  longueurs  des  axes  de  la  petite  ellipse 

2a'=i8",446,         2^'r=i3",73o. 

La  loi  du  mouvement  du  pôle  moyen  Q'  est  donnée  par  les  formules  (A');  si 
l'on  néglige  les  petits  termes  en  t-,  on  a 

^,n  —  ait,        d„,  =  ôi. 

Le  pôle  moyen  décrit,  d'un  mouvement  uniforme  et  dans  le  sens  rétrograde,  un 
petit  cercle  ayant  pour  pôle  le  pôle  de  l'écliptique  et  pour  intervalle  polaire  6,  ; 
il  emporte  avec  lui  le  pôle  vrai  dont  le  mouvement  relatif  a  été  étudié  ci- 
dessus. 

191.  Mouvement  de  l'équateur  par  rapport  à  l'écliptique  mobile.  — 
C'est  ce  mouvement  qu'il  est  le  plus  utile  de  connaître  dans  la  pratique  journa- 
lière de  l'Astronomie;  pour  y  arriver,  on  n'a  à  résoudre  qu'une  question  de 


Fie.  3i. 


Géométrie,  puisque  les  déplacements  de  l'équateur  et  de  l'écliptique,  relative- 
ment au  plan  fixe  XOY,  sont  supposés  connus. 

Soient  XY  l'écliptique  de  l'époque  zéro,   CAG  l'écliptique  de  l'époque  t, 
CK  l'équateur  de  l'époque  t  {fig.  3i). 

On  a  posé 

XA=Q,         GkY  =  i; 

XB  =  4^,  ABC  =  B. 

Nous  ferons  en  outre,  en  abaissant  l'arc  de  grand  cercle  CD  perpendiculaire- 
ment sur  AB, 

XY)  =  Y,        ACK  =  6"; 

ces  deux  angles  'Y  et  0"  fixeront  complètement  la  position  de  l'équateur  de 
l'époque  t  par  rapport  à  l'écliptique  de  la  même  époque. 
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Faisons  encore 

BC  =  t; 

nous  aurons 

le  triangle  sphériquc  ABC  va  nous  donner 

icosO"=:^  cosôcosf—  sin  i9  siii i  cos (4^  +  Q)> 
SUIT  =z-^--sm{^-}-Q). 
sin  &         ^ 

Le  triangle  sphérique  rectangle  BbC  donnera  ensuite 

(i5)  tang(4'— '1")  —  langTCOsô. 

Dans  la  première  équation  (i4)»  nous  pouvons  négliger  ï'^;  en  remarquant 
que  G" —  0  est  de  l'ordre  de  i,  nous  aurons  avec  la  même  précision 

0"  =z  9 -h  {0"  —  6), 
cosÔ"=  cos9  —  {0"—  9)  sine  -  -  (6"—  9y-  cosô 

=  cos 9(1 fM  —  t  cos {']>  -\-  Q  )  sin 0, 


d'où 


9"-  9  HZ  icos{^  +  Q)  4-  '  [i^-{9"-  9y]  coi9; 


on  peut,  dans  le  second  membre,  remplacer  6"— G  par  sa  valeur  approchée 

tcos('|'  -+-  Q),  et  il  vient 

(i6)  9"  =z  9 -h  i cos{^ -h  Q)-h-  i'coi9sm^{^-^  Q). 

La  seconde  des  équations  (i4)  donne  ensuite,  en  négligeant  toujours  les 
quantités  de  l'ordre  de  i', 

^^?sin(^+  Q)  _        ^sin(^];+Q)         _  /sin(^];+Q) 

sinô"  sin9  +  {9"—  9)cos9       sin0[n- i  cot6cos(ij/ +  ^  )]' 

d'où 

La  formule  (i5)  donne  ensuite 

^  —  'y'  =  rcos9 
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et,  en  tenant  compte  de  la  valeur  (17)  de  t, 

(18)  4^"  =  ^— icot0sin(^];+ Q)  +  i^col2  9sin(^+ Q)cos('-];+ Q). 

Dans  les  termes  en  «des  équations  (16)  et  (18),  on  peut  remplacer  ^  par  a^, 
cos('-J;+Q)  par  cos^— aisinQ,  sin('|+Q)  par  sinQ+a^cosQ  et  0 
par  8,  ;  dans  les  termes  en  i^,  on  peut  remplacer  ^  par  o  et  6  par  6,.  On  trouve 
ainsi 

ij;"  =  4^  —  (  «■  sin  ^  )  cot  01  —  a  ^  (  /  cos  Q  )  cot  9i  -{-  (  «  sin  Q  )  (  i cos  Q  )  col* 0i, 

e"=zd-hicosQ  —3it{isinQ)  -f- ^  (isin  Q)^  col9,. 

Mettons  pour  t  sin  Q  et  «cos  Q  leurs  valeurs  (p.  428) 

isinQ=gt  +  rt^,         icosQ  =  g' t -h  r' r-, 
et  nous  trouverons 

après  avoir  posé,  pour  abréger, 

P  =  a  —  ^cot9,, 

P'=  b—  (/•-+-a^')cotai  +  ^^'cot«5,, 

Q  =  S', 

Q'=  y  4- /•'— a^ -h -^^  C0I61. 


(g) 


Telles  sont  les  formules  cherchées. 
Les  formules 

(/O  ^:„  =  Pt  +  P't%      9"„,  =  e,-^Qi-^Q'r' 

déterminent  la  position  de  l'équateur  moyen  par  rapport  à  l'écliptique  de 
l'époque  /;  ^"^  est  la  précession  générale,  B"^  est  V obliquité  moyenne  de  l'éclip- 
tique à  l'époque  t,  tandis  que  0"  est  l'obliquité  vraie. 

Remarque.  —  Le  mouvement  de  l'écliptique  est  complètement  défini  par  les 
angles  /et  Q  ;  mais  le  mouvement  d'une  figure  géométrique  qui  serait  tracée 
dans  le  plan  de  l'écliptique  ne  l'est  pas;  on  pourrait  en  effet  faire  glisser 
le  plan  sur  lui-même  sans  que  i  et  Q  changent.  Il  faudrait  dire  ce  que  devient 
le  point  X  quand  l'écliptique  passe  de  la  position  XY  à  la  position  AG;  cela  est 
arbitraire,  et  nous  conviendrons  de  prendre  AX'=  AX,  et  de  regarder  le  point  X' 
comme  la  nouvelle  position  du  point  X.  L'angle  /  étant  très  petit,  on  a,  à  fort 
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peu  près,  AD  =  AC.  On  en  conclut 

la  quantité  ^"  est  donc  comptée  à  partir  d'un  point  déterminé  de  l'écliptique 
mobile;  elle  est  tout  à  fait  analogue  à  la  quantité  ^  qui  se  rapporte  au  plan 
fixe. 

Soit  EL  le  plan  de  l'orbite  de  la  Lune  à  l'époque  t.  On  a  posé 

XA  +  AE  =  N; 

on  en  conclut 

CE  rzz  CX'  -+-  X' A  +  AE  =  f'  +  N, 

Nous  représenterons  par  Q'  la  quantité  CE;  c'est  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  la  Lune,  comptée  sur  l'écliptique  mobile,  à  partir  de  l'équi- 
noxe  de  l'époque  t.  Il  sera  préférable  néanmoins  de  désigner  par  Q'  la  longitude 
du  nœud  moyen  de  la  Lune,  comptée  sur  l'écliptique  mobile,  à  partir  de  l'équi- 
noxe  moyen.  Dans  les  petit-s  termes  de  ^  et  0,  N  +  ^^  pourra  être  remplacé 
par  N  +  Y  ou  par  Q'.  De  même,  w^  -+  [x  +  ^  sera  la  longitude  moyenne  du 
Soleil  comptée  sur  l'écliptique  mobile  à  partir  de  l'équinoxe  moyen  de  l'é- 
poque t;  nous  la  représenterons  par  O;  m't  +  [x'h-  ^  désignera  la  même  quan- 
tité pour  la  Lune;  on  la  représentera  par  C-  Enfin,  les  anomalies  moyennes  du 
Soleil  et  de  la  Lune  seront  représentées  respectivement  par  A©  et  A^^^,  et  les 
formules  (i  i)  et  (12)  pourront  s'écrire 

/    „,  Cl    COS26,      .      ^, 

W=  -xe-     .    Q  ^  sin  Q' 

(t)    y  -H/tcos^i    £y^sin2Q' sins© -,  sin2  C  +  3  —  sinA©  +  3 — rsinAtr    , 

^   >*     I  \_  lia  a  m  2  m'  m  m'  ^J 

I  f^  I  ^2  j  £  "1 

I   0=      x£  — cosô,  cosQ' +  xsin6i     —  ey-î-cosa  g^'H COS2O+- — ,cos2(C\. 

\  oc  '        "J  L        4a  2  m  2nv  J 

192.  Mise  des  formules  en  nombres.  —  Les  constantes  qui  figurent  dans 
les  formules  de  précession  et  de  nutation  dépendent  des  éléments  des  orbites  de 
la  Terre  et  de  la  Lune  et,  en  outre,  des  deux  quantités  x  et  £  ;  x  contient  dans  son 

expression  le  rapport r^ >  qui  dépend  de  la  distribution  de  la  matière 

à  l'intérieur  de  la  Terre  et  qu'on  ne  peut  calculer  a /?Won  qu'en  faisant  des 
hypothèses  plus  ou  moins  plausibles  sur  la  loi  de  variation  des  densités  à  l'inté- 
rieur de  la  Terre;  £  contient  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune  à  celle  du  Soleil. 
Bien  qu'on  puisse  s'adresser  à  d'autres  phénomènes  (théorie  des  marées,  équa- 
tion lunaire)  pour  obtenir  ce  rapport,  il  vaut  mieux  partir  des  observations 
pour  déterminer  deux  nombres,  la  constante  de  la  précession  et  la  constante  de 
la  nutation.  La  première  n'est  autre  chose  que  P,  quantité  définie  par  la  pre- 
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mière  des  équations  (g);  la  seconde,  que  l'on  désigne  par  N,  est  le  coefficient 
de  cosQ'  dans  l'expression  (/)  de  0.  Nous  adopterons  les  valeurs  numériques 
du  Mémoire  de  M.  Serret  (Annales  de  robsenaloire,  t.  V). 

Les  constantes  P  et  N  de  la  précession  et  de  la  nutation  ont  été  empruntées, 
la  première  à  Bessel,  la  seconde  à  Peters  (Numerus  constans  Nutationis)  : 

P  =  5o", 28072  (i  H-  -o),         N  =  9", 223  (i  +  a-). 

Nous  avons  introduit  les  petites  erreurs  relatives  y]  et  a  qui  peuvent  affecter 
les  deux  constantes.  D'après  Le  Verrier,  les  données  relatives  au  Soleil  sont, 
en  prenant  pour  unité  de  temps  l'année  julienne, 

^0=:     0,016770464,         ^1  = — 0,08951  sin  i", 
^=+o",o58  88,  ^'——o",  475  66, 

/•  =::4- o",  000  01964,  /•' =H- o",ooooo5  68. 

Pour  la  Lune,  nous  admettrons 

e' i=r  o , o54  844 ,  01  =  0,089826. 

Enfin,  nous  prendrons  pour  les  moyens  mouvements  en  une  année  julienne, 
exprimés  en  parties  du  rayon, 

/??  .31:  6 ,  283  08 ,         m' m  83,99685,         a  ==- — 0,33782. 

Quanta  l'obliquité  moyenne  0,  en  i85o,o,  nous  adoptons 

0,  =  23°  27' 32",  o. 

Avec  ces  valeurs  numériques,  les  formules  (8)  et  (/)  nous  donnent 

(    a    =:-t- (l  ,962  716)  X  +  (l  ,959  224)  5CÎ, 

(19)  1     b    =—  (6,298685)  X  —  (6,293000)  X£, 

V  =  -h  ( 7 , 1 1 7  20  )  ■/  +  (  7 , 1 1 3  73  )  ■/£  ; 

W=:      x£[— (7,659  18)  sinQ'   +  (3,7886)  sin 2  Q'] 

(20)  j  +x£[— (3,7822   )sin2^  +  (3,2582)sinA(j:  ] 

+  x  [— (i,863  64)sin2  0  4-(3,866o)sinAG  ]; 

0=      x£[+ (7,387  25)cosQ'    —  (8,8760)0082  Q'] 

(21)  j  +X£  (8,8696     )C0S2(C 
(            H-  X  (2  ,  Soi  08)  008  2©. 

La  première  des  formules  (g)  donne 

a  =:  P  H-  ^COlô,  ; 
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d'où,  en  remplaçant  P,  g  et  0,  par  leurs  valeurs  numériques  et  a  par  son  expres- 
sion (19), 

(22)  (  1 ,962  716)  ■/  +  (  i  ,959224)  x£  :=  5o", 8714(1  +  rj). 

Si  nous  égalons  maintenant  à  N  le  coefficient  de  cosQ'  dans  l'expression  (21) 
de  0,  il  vient 

(23)  (T,38725)>c£  =  9",223(i  +  cr). 

Les  équations  (22)  et  (23)  déterminent  x  et  xs.  On  en  tire 

(24)  X  =  i7",378  (i  +  3,  iSoYî  —  2, 108(7),        £=2,1758(1  —  3,  iSoY)  +  3,  i58(t). 

En  reportant  dans  les  formules  (20)  et  (21)  les  valeurs  ci-dessus  de  x  et  de  £, 
on  trouve 

Wzzz—  17",  25 1(1  +  0-)  sin  Q'+  o",207  sina  Q'  — o",2o4  sin2  C 

—  i",269(i  4-  3,  i5y)  —  2,  i6(t)  sin20  +  o",o69  sinA^  +  o",i28  sinA©» 
(m)      { 

0  z=z-\-  9",223(i  +  a)  cosg^'  —  o",09ocos2  Q'-i-  o",o89C0S2  ^ 

+  o",55i  (1  +  3,  i5y)  —  2,160-)  COS2O. 

Les  expressions  (19)  de  b  et  v  donnent  ensuite 

b  —  —  o",ooo  108  806, 
v-=^-\-  o",  000  007  1 89 . 

Les  expressions  {g)  de  P',  Q  et  Q'  donnent  enfin 

P'  =  + o",ooo  1 12  900, 
Q  =-0",  475  66, 
Q'r= —  o",ooo  001  490. 

Voici  donc,  en   résumé,  les  formules  numériques  qui  servent  aux  astro- 
nomes : 

i  J>  =  5o",37i4of  —  o", 000  108  81^2  + ^^, 
I  0  =  23»27' 32",o -h  o",ooooo7  19^2 --t- 0; 
(  4;"=  5o",  235  72  t  +  o",  000  1 1 2  90  ^2  +  W, 
)  9"=:23''27'32",o  — o",475  66^— o",oooooi  49^2_^0, 


{n) 

iP) 


OÙ  ^  et  0  ont  leurs  valeurs  (m)  dans  lesquelles  on  suppose  r^  =  a-  =  o. 
Calcul  de  la  masse  de  la  Lune.  —  On  a,  par  définition, 

M.  p;'~'' 
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la  troisième  loi  de  Kepler  donne,  en  prenant  pour  unité  la  masse  de  la  Terre, 
d'où 


p'/        \fn  J    i  ^M'i'  \m  J    i  -\-  M', 


avec  les  valeurs  ci-dessus  de  m  ,  m  et  i,  on  a  une  équation  du  premier  degré 
pour  trouver  M',,  et  il  vient 


i«i 

82,87^'  '  ^''"^^^      ^ 

Rappelons  1 

l'expr 

ession 

de 

X,  savoir: 

3m*  2C  — A  — 13 

on  en  tire 

(25) 

2C— A— K       2  Afi 

2C           ~~  3  m^ 

Il  nous  faut  trouver  la  valeur  de  n ;  or  la  durée  du  jour  solaire  moyen  est     ""    ; 

l'unité  de  temps  adoptée  ci-dessus  est  l'année  julienne,  de  365,25  jours  solaires 
moyens;  on  aura  donc 

27Ï  I  .,     ,  .,^^       . 

d  OU  /*  =  m  +  2  t:  X  odd  ,  20  ; 


n  —  m.       365,25 

en  remplaçant  m  par  sa  valeur  en  parties  du  rayon,  qui  est  6,283 08,  il  vient 

n  zr:  23oi  ,216  =:  27:  X  366,25. 

La  formule  (25),  dont  il  faut  multiplier  le  second  membre  par  sini",  parce 
que  X  est  exprimé  en  secondes,  donne  ensuite,  en  mettant  pour  x  sa  valeur  (24), 

2C  —  A  —  B  1     ,       „     „  .„   , 

2C  3oD,6 

Si  l'on  suppose  A  =  B,  on  trouve  la  formule  qui  a  été  citée  au  n°  100. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  la  formule  (i4)  du  n**  172  que  la  portion  de  la 
fonction  perturbatrice  provenant  d'un  astre  quelconque  est  en  raison  directe 
de  sa  masse  et  en  raison  inverse  du  cube  de  sa  distance  à  la  Terre.  On  voit 
ainsi  que,  dans  la  théorie  actuelle,  on  peut  négliger  l'action  des  planètes  et 
avoir  égard  seulement  à  deux  astres  :  le  Soleil,  à  cause  de  sa  grande  masse,  et 
la  Lune,  en  raison  de  sa  petite  distance  à  la  Terre. 

193.  On  a  trouvé  dans  l'expression  de  ^J^  un  terme  en  t"^;  si  l'on  avait  poussé 
l'approximation  plus  loin,  on  en  aurait  eu  un  en  t^,  etc.  Le  développement  de  '^ 
T.  —  II.  56 
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suivant  les  puissances  du  temps,  que  l'on  obtiendrait  ainsi,  ne  peut  évidemment 
pas  être  convergent  pour  de  très  grandes  valeurs  de  t,  de  sorte  que,  si  l'on  voulait 
considérer  des  intervalles  de  temps  considérables,  il  faudrait  procéder  autre- 
ment. M.  Adams  a  donné  à  ce  sujet  quelques  indications  utiles  {The  Observatory, 
n**  109,  avril  1886).  Il  remplace  pendant  l'intervalle  considéré  e  par  une  valeur 
moyenne  et  langisin^,  tangfcosQ  par  leurs  expressions  déduites  de  la  théorie 
des  inégalités  séculaires 


'O' 


(26)  ^ 

^  langfcosQ  =2]  y'COs(^/^ -t-i3,•); 
les  coefficients  ^v  ^^ont  très  petits,  et  c'est  le  développement  de        (gi^-^  (^/) 
suivant  les  puissances  de  t  qui  a  fourni  les  formules  approchées 

iangisinQ  =  gt 'h  rt'^,         lang i  cos  Q  =:  g' t -h  r' t^- 

qui  nous  ont  servi.  Partant  des  formules  (26),  M.  Adams  arrive  aisément  à 
trouver  que  ^,„  se  compose  d'une  partie  proportionnelle  au  temps  et  d'une  série 
de  termes  à  longues  périodes;  il  en  est  de  même  de  0,^,  qui  est  égal  à  une  con- 
stante augmentée  d'une  suite  d'inégalités  à  longues  périodes.  Son  Mémoire  ne 
contient  pas  encore  les  formules  numériques. 

194.  Historique.  —  Nous  donnerons,  en  terminant,  quelques  détails  histo- 
riques et  bibliographiques. 

Copernic  avait  expliqué  la  précession  des  équinoxes  par  un  mouvement  des 
pôles  de  la  Terre  autour  des  pôles  de  l'écliptique.  Cette  explication  était  exacte, 
mais  la  raison  même  de  la  précession  restait  ignorée. 

«  Il  était  réservé  à  Newton  de  nous  faire  connaître  la  cause  de  ce  phéno- 
mène en  la  rattachant  à  sa  découverte  de  la  pesanteur  universelle,  dont  il  est 
l'un  des  plus  curieux  résultats  et  l'une  des  plus  fortes  preuves.  Après  avoir 
reconnu  par  sa  théorie  l'aplatissement  de  la  Terre  et  la  cause  du  mouvement 
des  nœuds  de  l'orbite  lunaire,  Newton,  considérant  le  renflement  graduel  du 
sphéroïde  terrestre,  des  pôles  à  l'équateur,  comme  le  système  d'un  nombre 
infini  de  satellites,  vit  bientôt  que  l'attraction  solaire  devait  faire  rétrograder 
les  nœuds  des  orbites  qu'ils  décrivent,  comme  elle  fait  rétrograder  les  nœuds 
de  la  Lune,  et  que  l'ensemble  de  ces  mouvements  devait  produire  un  mouve- 
ment rétrograde  dans  l'intersection  de  l'équateur  de  la  Terre  avec  l'éclip- 
tique (').  » 

Newton  avait  ainsi  calculé  approximativement  la  précession  solaire  et  il  en 
avait  conclu  la  précession  lunaire.  11  avait  même  remarqué  l'inégalité  de  la 

(^)  Laplace,  Mécanique  céleste,  Livre  XIV. 
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nutation  produite  par  l'action  du  Soleil  (le  terme  en  2©  dans  W),  mais  il  s'était, 
contenté  d'observer  que  cette  inégalité  était  très  petite.  Il  n'avait  point  consi- 
déré les  inégalités  de  la  nutation  qui  dépendent  du  mouvement  des  nœuds  de 
l'orbite  de  la  Lune. 

Ces  inégalités  ont  été  découvertes,  non  par  la  théorie,  mais  par  l'observation, 
et  c'est  un  des  plus  beaux  titres  de  Bradley  de  les  avoir  mises  en  évidence  par  une 
admirable  série  d'observations  poursuivies  pendant  une  période  de  dix-huit  ans. 
Cet  astronome  illustre  reconnut  le  mouvement  du  pôle  sur  une  ellipse  peu 
aplatie. 

Un  an  et  demi  après  la  publication  de  la  découverte  de  Bradley,  d'Alembert 
fit  paraître  son  Traité  de  la  précession  des  équinoxes,  «  ouvrage  aussi  remar- 
quable dans  l'histoire  de  la  Mécanique  céleste  et  de  la  Dynamique  que  l'écrit 
de  Bradley  dans  les  annales  de  l'Astronomie  (')  ». 

D'Alembert  découvrit  la  cause  de  la  nutation  et  calcula  la  précession  beau- 
coup plus  rigoureusement  que  ne  l'avait  fait  Newton.  Euler,  partant  d'équations 
plus  simples,  a  présenté  les  résultats  avec  beaucoup  plus  d'élégance.  Laplace  a 
perfectionné  plusieurs  points  de  la  théorie;  il  a  prouvé  notamment  que  «  l'ac- 
tion des  astres  sur  la  mer,  quelle  que  soit  la  manière  dont  elle  recouvre  le 
sphéroïde  terrestre,  produit  sur  la  nutation  et  la  précession  les  mêmes  effets 
que  si  elle  venait  à  se  consolider  ». 

Nous  citerons  les  Travaux  suivants  : 

Poisson.  —  Mémoire  .sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  {Journal  de  l'École 
Polytechnique,  XY"  Cahier). 

Poisson.  —   Mém,oire  sur  le  mouvement  de  la  Terre  autour  de  son  centre  de  gravité 
{Mémoires  de  l'Institut,  l.  VJI  et  IX). 

PoiNSOT.  —  Précession  des  équinoxês  {Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  i858). 

J.-A.  Serret.   —   Théorie  du  mouvement  de  la   Terre  autour  de  son  centre  de  gravité 
{Annales  de  l'observatoire  de  Paris,  t.  V). 

J.-A.  Serret.  —  Mémoire  sur  l'emploi  de  la  méthode  de  lavariation  des  arbitraires  dans 
la  théorie  des  mouvements  de  rotation  {Mémoires  de  l'Institut,  t.  XXX V^). 

Th.  Oppolzer.  —  Traité  de  la  détermination  des  orbites  des  comètes  et  des  planètes.  Edi- 
tion française,  publiée  par  M.  Ernest  Pasquier,  t.  I;  1886. 

J'ai  suivi  dans  mon  exposition  le  second  Mémoire  de  Poisson  et  une  partie  du 
second  Mémoire  de  M.  Serret. 

(')  Laplaciî,  Mécanique  céleste,  Livre  XIV. 
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CHAPITRE  XXVIII. 

LIBRATION   DE   LA    LUNE, 


195.  Mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de  gra- 
vité. —  Les  lois  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  autour  de  son  centre  de 
gravité  ont  été  découvertes  par  Dominique  Gassini  et  vérifiées  par  Tobie  Mayer. 
Les  voici  : 

i''  La  Lune  tourne  sur  elle-même,  dans  le  sens  direct^  d'un  mouvement  uniforme 
autour  d'un  axe  dont  les  pôles  sont  fixes  à  sa  surface;  la  durée  de  la  rotation, 
27J  7**  4^™  1 1^,  5,  est  identique  à  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  la  Lune  autour 
de  la  Terre. 

2"  L'axe  de  Jota lion  fait  un  angle  constant  avec  r écliptique  ;  cet  angle  est  de 
88^25'. 

3°  Vaxe  de  V écliptique,  V axe  de  V orbite  de  la  Lune  et  son  axe  de  rotation  sont 
constamment  dans  un  même  plan. 

La  première  de  ces  lois  est  une  conséquence  de  ce  fait,  constaté  par  l'obser- 
vation, que  la  Lune  nous  présente  toujours  la  même  moitié  de  sa  surface  ou, 
comme  on  dit  encore,  la  même  face.  Il  résulte  des  descriptions  des  taches  de  la 
Lune  visibles  à  l'œil  nu,  faites  il  y  a  deux  mille  ans,  que  la  partie  de  la  Lune 
qu'on  apercevait  alors  ne  diffère  pas  de  celle  que  l'on  voit  aujourd'hui,  du 
moins  qu'elle  n'en  diffère  pas  d'un  fuseau  égal  à  la  dixième  partie  de  la  surface 
de  la  sphère  (');  pendant  ce  temps,  la  Lune  a  fait  environ  25  000  révolutions 
autour  de  la  Terre;  il  en  résulte  donc  que  la  durée  de  la  rotation  de  la  Lune  sur 
elle-même  ne  saurait  différer  en  plus  ou  en  moins  de  la  ^-niWïï  partie  de  cette 
durée,  c'est-à-dire  de  9*  environ. 


(1)  Bessel,  Populàre  Forlesungen,  p.  604. 
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Il  n'est  pas  entièrement  exact  de  dire  que  la  Lune  nous  présente  toujours 
la  même  face.  Supposons  l'observateur  placé  au  centre  de  la  Terre;  la  droite 
qui  va  de  ce  point  au  centre  de  la  Lune  ne  tourne  pas  d'un  mouvement  uni- 
forme, à  cause  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  Lune  et  aussi  en  raison  des 
perturbations  du  mouvement  elliptique  de  la  Lune;  il  ne  peut  y  avoir  égalité 
qu'entre  le  moyen  mouvement  de  ce  rayon  vecteur  et  l'angle  dont  tourne  un 
méridien  lunaire  en  vertu  de  la  rotation  ;  l'équation  du  centre  et  les  perturba- 
tions peuvent  s'élever  à  environ  S°.  Au  lieu  de  voir  la  portion  de  la  surface  de 
la  Lune  comprise  entre  deux  méridiens  faisant  entre  eux  un  angle  de  i8o", 
nous  pouvons  donc  apercevoir  en  plus,  au  delà  de  chaque  bord  moyen,  un 
fuseau  compris  entre  deux  méridiens  faisant  entre  eux  un  angle  de  8**  environ; 
c'est  là  ce  que  l'on  nomme  la  libration  en  longitude,  parce  que  les  taches  lu- 
naires éprouvent  un  balancement  périodique  qui  s'effectue  presque  dans  le  plan 
de  l'écliptique,  plan  dans  lequel  se  comptent  les  longitudes. 

Il  y  a  une  autre  libration  provenant  de  ce  que  l'axe  de  rotation  de  la  Lune 
n'est  pas  perpendiculaire  au  plan  de  son  orbite;  les  deux  droites  font  entre 
elles  un  angle  de  6** 44'  (90°  —  88**  25'+  5"9'  =  6°44');  il  en  résulte  que  les 
moitiés  de  deux  zones  s'étendant,  autour  de  chacun  des  pôles  de  la  Lune,  jus- 
qu'à une  distance  angulaire  de  6" 44»  peuvent  être  aperçues  successivement 
de  la  Terre  à  quatorze  jours  de  distance;  c'est  ce  qui  occasionne  la  libration  en 
latitude. 

Enfin,  le  déplacement  de  l'observateur  provenant  de  la  rotation  du  globe 
terrestre  sur  lui-même  occasionne  un  petit  changement  dans  la  portion  de  la 
surface  de  la  Lune  qu'il  peut  apercevoir  :  c'est  la  libration  diurne.  La  réunion 
des  trois  phénomènes  précédents  constitue  la  libration  apparente,  en  vertu  de 
laquelle  nous  apercevrons  un  peu  plus  des  \  de  la  surface  lunaire. 

Remarque.  —  Traçons  une  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  un  point  fixe  0 
et  menons  par  ce  point  0  la  droite  OZ  parallèle  à  l'axe  de  l'écliptique,  OP  paral- 
lèle à  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  et  OV  parallèle  à  l'axe  de  l'orbite  de  la  Lune; 

Fig.  32. 


d'après  les  lois  de  Cassini,  les  trois  points  P,  Z  elY  (/ig.  3'2)  seront  constamment 
sur  un  même  arc  de  grand  cercle,  et  l'arc  PZ  aura  une  valeur  constante  égale  à 
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i^'SS';  or  on  sait  que  le  plan  de  l'orbite  de  la  Lune  fait  avec  le  plan  do  l'éclip- 
tique  un  angle  constant  (en  négligeant  les  inégalités  périodiques)  d'environ 
S'^c)',  et  que  la  ligne  des  nœuds  rétrograde  sur  l'écliptique  d'un  mouvement  à 
peu  près  uniforme,  effectuant  une  révolution  en  iSfans;  il  en  résulte  que  le 
point  V  se  meut  d'un  mouvement  sensiblement  uniforme  sur  un  petit  cercle 
ayant  pour  pôle  le  point  Z.  Le  point  P,  d'après  les  lois  de  Cassini,  décrira  donc, 
d'un  mouvement  sensiblement  uniforme,  un  petit  cercle  ayant  aussi  pour  pôle 
le  point  Z,  et  fera  un  tour  complet  en  1 8 1  ans  ;  on  voit  aussi  que  la  distance  PV 
sera  constante  et  égale  à  6°  44'* 

Soit  N  (Jig.  33)  le  nœud  ascendant  de  l'orbite  ND  de  la  Lune  par  rapport  à 

Fig.  33. 


éçuat,  <C 


l'écliptique  AN;  le  point  N  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  ZV.  Soit  de 
mèmeN'  le  nœud  descendant  de  l'équateur  lunaire  par  rapport  à  l'écliptique; 
N'  sera  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  ZP;  donc  le  point  N'  coïncide  avec  N. 
Ainsi  l'orbite  de  la  Lune  et  l'équateur  de  la  Lune  coupent  l'écliptique  suivant 
la  même  droite,  et  le  nœud  ascendant  de  l'un  des  plans  coïncide  avec  le  nœud 
descendant  de  l'autre.  Le  plan  de  l'écliptique  est  entre  les  deux,  avec  chacun 
desquels  il  fait  un  angle  sensiblement  constant.  Le  nœud  ascendant  de  l'orbite 
lunaire  parcourt  l'écliptique  d'un  mouvement  rétrograde  à  peu  près  uniforme; 
l'équateur  lunaire  se  déplace  de  manière  que  les  deux  nœuds  coïncident  tou- 
jours. 

Les  lois  précédentes  ont  été  déduites  des  observations;  nous  aurons  à  voir  si 
ces  lois  sont  entièrement  rigoureuses,  si  elles  auront  lieu  toujours,  à  chercher 
leurs  causes  et  les  rapports  mutuels  qui  peuvent  les  unir. 

La  détermination  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  revient  à  un  pro- 
blème de  Mécanique  céleste  que  nous  allons  analyser.  Nous  verrons  plus  loin 
que  l'influence  de  l'attraction  solaire  est  à  peu  près  insensible;  nous  n'aurons 
donc  qu'à  tenir  compte  des  attractions  exercées  sur  les  diverses  molécules  de 
la  Lune  par  la  masse  de  la  Terre  supposée  réunie  à  son  centre  de  gravité. 

Puisque  les  pôles  ne  se  déplacent  pas  à  la  surface  de  la  Lune  ou  du  moins  se 
déplacent  de  quantités  très  petites,  il  en  résulte  que  l'axe  de  rotation  est  très 
voisin  de  l'un  des  axes  principaux  d'inertie  du  centre  de  gravité.  Soit  Oc,  cet 
axe  principal,  Oa?,  et  Oj,  les  deux  autres,  p,q,  ries  projections  de  la  vitesse 

angulaire  sur  ces  trois  axes;  les  rapports  -  et  ^  sont  donc  actuellement  très 
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petits.  D'ailleurs,  lorsque  le  disque  lunaire  est  complet,  il  nous  parait  exacte-, 
ment  circulaire  et  ne.  présente  pas  d'aplatissement  appréciable;  nous  sommes 
ainsi  portés  à  admettre  que  les  moments  d'inertie  principaux  A,  B,  C  relatifs  au 
centre  de  gravité  sont  peu  différents  les  uns  des  autres,  de  telle  sorte  que  les 

fractions — ^ — ,      ~  \     ~      sont  très  petites.  Nous  supposerons  l'axe  0^, 

choisi  de  manière  que  l'on  ait  A«<  B. 

196.  Nous  prendrons  pour  plan  fixe  XOY  le  plan  de  l'écliptique  de  i85o, 
X  étant  un  point  fixe  de  ce  plan.  La  position  du  plan  x^Oy^  sera  déterminée 
par  les  trois  angles  d'Euler,  angles  dont  la  définition  reste  la  même  que  dans  le 
cas  de  la  Terre.  Les  équations  du  mouvement  de  rotation  de  la  Lune  seront, 
d'après  les  formules  (i5)  du  n**  172, 

A^+(C-B)^/-  =  3fM(C-B)^, 


dt 


1 


(I)  {  B^  +  (A-C)r;;  =  3fM(A-C)^', 

C^"+(B-A)/.^  =  3fM(B-A)^V 


OÙ  Xi,  y^y  s,,  r,  =  \lx\-\- y\-\-  z\  désignent  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  la  Terre  rapportées  aux  axes  principaux  d'inertie  Ox^,  Oj,,  0:?,  du 
centre  de  gravité  0  de  la  Lune,  et  M  la  masse  de  la  Terre.  On  aura  aussi  les  rela- 
tions connues 

.   ^d^  de 

^=sin9Sin9^-cos9^, 

(    ^  )  .     .d'\,  .       dQ 

(2)  <  ^=:  cos^  smâ-T^  +  smcp-j-j 

c?<p  ^d^ 

•  = -r- —  cos  & -^  • 
dt  dt 


L'un  des  points  qui  caractérisent  le  problème  actuel,  c'est  que  l'angle  6  est 
petit;  nous  avons  dit,  en  effet,  qu'il  est  égal  à  i°35'.  Dans  ce  qui  suit,  nous 
négligerons  G-. 

Nous  allons  calculer  x^,  y^,  z^.  Soit  (Jig.  3^)  N  le  nœud  descendant  du 
plan  x^Oy^  par  rapport  au  plan  fixe  des  XY,  XN  =  4'»  Na?,  =  'p,  XN^r,  =  0.  Le 
plan  de  l'orbite  apparente  de  la  Terre  vue  de  la  Lune  coupe  la  sphère  de  rayon  i 
suivant  le  grand  cercle  N'A.  Nous  ferons 

XN'=Q,        YN'A  =  i; 
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i  est  un  petit  angle  d'environ  5** 9'.  Soient  T  une  position  quelconque  de  la 
Terre,  v  la  longitude  correspondante  de  la  Lune.  On  aura 

XN'+N'ï  =  i8o°4-r. 


Fig.  34. 


Abaissons  l'arc  de  grand  cercle  TBC  perpendiculaire  surXY;  nous  aurons,  en 
négligeant  0^  et  i'^, 

C^'i  =  NC  —  N^,  =  NB  -  9  =  NN'+  N'T  -  9  =  (^  +  180"+  r  -  9, 
ÏC  =TB+  BC  =rsinfsinN'T  +  sin0sinNB, 
ÏC  =  isin(i8o°+  i'—  Q)  4-  ôsin(i8o°-i-  p+  ^|;), 


—  =1  costal 

'■1 


•^  =  siriGa:,,  ^  =  TC. 

ri  i\ 


On  a  donc  les  valeurs  cherchées 

a-i=.—  i\  CCS ( r  +  (];  —  9 ) ,         ji  =  —  /-i  sin ( c  +  i];  —  9 ) , 
si  =  — ri[0sin(^  +  4/)  +  fsin(p—  Q)]. 

Transportons-les  dans  les  équations  (i),  et  nous  obtiendrons 

(3)    {  B^|  +  (A-C)/-/>^^^^^;^3~^^cos(^4-^-9)[0sin(r  +  cj>)  +  ^-sin(^-Q)], 

^dr       ,^       ,,            3fM(B-A)    .       ,  ,  , 

C^y  +(B  -A)pq  = '-—^ ^Sin2(p  +  4;-9). 


197.  Considérons  spécialement  la  dernière  de  ces  équations.  Nous  avons  dit 
que  les  rapports  ^  et  ^  sont  très  petits;  nous  pourrons  dès  lors  négliger  le  pro- 
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duit  (B  —  x4))»^  et  prendre  simplement 

//N  'ndr       3fM(B  — A)    .      ,  ,  , 

Soit  c-^mt  la  longitude  moyenne  de  la  Lune;  celle  de  la  Terre  vue  de  la  Lune 
sera  c  -\-  mt+  1 80*^.  A  partir  du  point  X, ,  projection  de  X  sur  NC,  portons  dans 
le  sens  oc^y^  l'arc 

XiG  =cH-/n^H- 180°. 

Il  y  aura,  à  l'époque  t,  un  méridien  lunaire  passant  par  le  point  G;  d'après 
l'égalité  des  moyens  mouvements  de  translation  et  de  rotation,  le  méridien  dont 
nous  venons  de  parler  sera  fixe  à  la  surface  de  la  Lune,  quel  que  soit  /.  On  le 
nomme  \q  premier  méridien  /M/i««>e;  Mayer  l'a  pris  pour  origine  des  longitudes 
sélénograplîiques  des  taches  de  la  Lune. 

Si  nous  posons  a?^  G  =  t],  nous  aurons 

Xi^i=o  —  ^l'^XiG  —  .37iG, 

(5)  ç,  _  ^j;  —  j8o°-i- c  +  m<  —  Yî. 

Si  les  lois  de  Cassini  étaient  rigoureuses,  yj  serait  rigoureusement  constant; 
il  est  possible  que  cet  angle  y]  soit  sujet  à  des  variations;  mais  elles  doivent 
être  très  petites,  puisque  jusqu'ici  elles  ont  échappé  presque  entièrement  aux 
recherches  les  plus  précises. 

La  dernière  des  équations  (2)  donne 

(6)  r=     ^^       ^'  -i-2sin^-  -f-; 

al  2  iU 

comme  on  a  négligé  jusqu'ici  6^,  on  doit  prendre  simplement 

dL 
En  remplaçant  ^  —  '\>  par  sa  valeur  (5),  on  trouve 

/  r,  \  df] 

(7)  ,  '="'-W 

Les  observations  prouvent  que  ô  est  à  fort  peu  près  constant  et  qu'il  en  est  de 

même  de  -^,  qui  est  très  voisin  de  —  ~;  le  terme  2sin^-  -/,  né^liffé  dans  la 
ai      ^  dt  1  al  ^    ^ 

formule  (6),  est  donc  très  petit  et  à  fort  peu  près  constant.  En  réduisant  en 

nombres,  il  vient 

I   ^4* 271,321  ^    I 

m  dl        6793J,/j        2^9 

T.  -  IL  57 


r  =z  m  [  I j-  -h  o,  000  oo  i  3 

m  dt 
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et  l'on  troiivo  que  la  formule  (6)  donnerait 

t    do 

On  tire  de  (7) 

dr  _       d^r\ 

(^^  Tt-'^'dC'' 

et  cette  formule  est  très  approchée  d'après  ce  qui  précède. 

L'équation  (/|)  donne  ensuite,  en  ayant  égard  aux  relations  (T))  et  (8), 

d^n  3  fM  B  -  A   .      ,  ,        , 

(9)  -^^-=-i7[-l:-^'"'(''-"~'"'-^'^^- 

Soit  M' la  masse  de  la  Lune,  a  le  demi-grand  axe  de  son  orbite  ;  on  a,  par  la 
troisième  loi  de  Kepler, 

m2a5r=:f(]VH-M'); 

si  donc  on  pose 

'•  =  — iâ^' 

ce  qui  diffère  très  peu  de  l'unité,  l'équation  (9)  deviendra 
•       d^-n  3     B-A     ,/rt\V      , 

(10)  __::.__.__,,,-^_)   sin2(.-c-m^  +  vî). 

Nous  allons,  suivant  une  indication  deM.Gvldén  (^),  intégrer  l'équation  (10), 
en  négligeant  d'abord  les  perturbations  du  mouvement  elliptique  de  la  Lune 
et  môme  l'excentricité;  on  a,  dans  ces  conditions, 

/•,  z=:  a,  <,'^=:.  c  -\-  ml; 

et  l'équation  (^10)  se  réduit  à 

d^n  3     B  — A     ,   . 

(11).  77^ —""  2  "''^C"    '""^'"^''^' 

on  en  conclut,  en  multipliant  par  idr\  et  intégrant, 

driY  ,        3     B-A     , 

-  zzz  COnSt.H X.         ,,  — W^C0S2YÎ, 

dt  I  1         Ij 


(>)  Comptes  7'cndus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXXIX,  p.  932. 
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d'où,  en  désignant  par  "k  une  constante  arbitraire, 

"k^  doit  être  positif,  sans  quoi  le  second  membre  de  cette  équation  serait  négatif, 
ce  qui  est  impossible.  Posons,  pour  abréger, 

/     ^  /■'       3xB-A. 

k^  sera  positif,  d'après  l'hypothèse  A  <  B,  et  il  viendra 

1  m  dt 


\J  \  —  k-  sin^Ti 
d'où,  en  désignant  par  y]„  la  valeur  de  y]  pour  ;  =  o, 


(i3)  lmL=  f   -—= 


df] 


r,„   VI  — '^^sin^Y) 


On  voit  que  r\  sera  donné  par  une  amplitude  elliptique  relative  au  module  k. 
11  y  a  deux  cas  à  considérer  : 


i''  k'-<C  I.  —  Dansle  second  membre  de  l'équation  (i3),  le  radical  y/i  — /r'-^sin^Y] 
est  réel  quel  que  soit  y]  ;  vj  varie  toujours  dans  le  même  sens,  de  r^o  à  +  oc  ou  de 
y]o  à  —  oo;  cela  est  contraire  aux  observations,  d'après  lesquelles  r^  reste  à  fort 
peu  près  constant  ;  donc  on  ne  peut  pas  avoir  ^-  <  i . 

2"  X;-  >►  I .  —  On  peut  faire,  en  désignant  par  z  un  angle  compris  entre  o  et  -> 


l'équation  (i3)  donnera 

\  ml 


sin^e 


cela  prouve  que  r\  doit  rester  compris  entre  les  limites  —  £  et  +  £  ou  entre  les 
limites  tt  —  £  et  ir  +  £;  y]o  doit  lui-même  être  renfermé  entre  les  mêmes  limites. 
On  peut  écarter  le  second  cas,  car  il  suffirait,  pour  passer  au  premier,  de  chan- 
ger le  sens  de  l'axe  Oxy  ;  ainsi  yjq  doit  être  compris  entre  —  £  et  -i-  £,  et  /]  res- 
tera lui-même  toujours  compris  entre  les  mêmes  limites,  qui  doivent  être  très 
voisines,  puisque,  d'après  les  observations,  y]  ne  varie  presque  pas.  On  en  con- 
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dut  donc  que  £  doit  être  très  petit,  et,  si  l'on  se  reporte  à  la  définition  de  yj,  on 
voit  que  l'axe  principal  Ox^,  auquel  répond  dans  le  plan  ^,  0 j,  le  plus  petit 
moment  d'inertie  A,  fait  constamment  un  angle  très  petit  avec  le  rayon  vecteur 
mené  du  centre  de  la  Lune  à  la  position  moyenne  de  la  Terre;  c'est  là  un  point 
important. 

198.  Nous  allons  actuellement  tenir  compte  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la 
Lune  et  aussi  des  perturbations  de  son  mouvement  elliptique. 

Posons 

(i4)  (^  =  c  +  m^ -+- y  H  sin(A^  +  A'), 

en  comprenant  sous  le  signe  ^  l'équation  du  centre  et  les  inégalités  pério- 
diques (')  du  mouvement  elliptique;  H,  h  et  h'  sont  des  constantes.  Nous  por- 
terons cette  valeur  de  ç'  dans  l'équation  (12),  et  nous  aurons 


^      _3     B--A 

di^  ~      2  "''      C 


, —  m^  (  —  j   sin    2Yj  +  2  V  Hsin(/i^  4-  //) 


Nous  pouvons  simplifier  le  second  membre  de  cette  équation  en  profitant  de 
ce  que  q  est  petit  et  H  aussi,  et  nous  borner  à 


On  peut  encore  remplacer  (  — j  par  l'unité,  car  cela  revient  à  négliger  des  quan- 
tités de  l'ordre  de  ey],  eH  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  quantités  de  l'ordre 
de  Hy]  et  H%  quantités  négligées  précédemment.  On  aura  donc  finalement 


d'n       ,    B  — A     ,  ,    B  -A 


(i5)  ^  +  3x  ^  m^ri  =  -  5y^-~r^  m^^Hsin{/U  -h  h'). 

C'est  là  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre,  à  coefficients  con- 
stants, avec  second  membre;  elle  aura  une  intégrale  générale  de  la  forme 

(a)  Y]  — Qsin  f /»^  t/sx  ^  ~"  ^  +  Fj  -\-  3>i^  ~  ^  m'-^W  sin{ht  +  h'), 

où  Q  et  F  désignent  deux  constantes  arbitraires  et  les  quantités  H'  des  con- 


(')  Nous  no  tiendrons  pas  compte  du  petit  terme  en  f^  qui  est  introduit  dans  v  par  l'inégalité  sécu- 
laire de  la  longitude  de  l'époque  :  l'effet  serait  très  peu  sensible  ici;  on  sera  amené  à  tenir  compte  très 
simplement  des  inégalités  séculaires  dos  longitudes  du  nœud  et  du  périgée. 
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stanles  que  l'on  déterminera  en  substituant  l'expression  ci-dessus  de  y]  dans  ^ 
l'équation  (i5);  on  trouvera  ainsi 

H 


On  aura  donc  finalement 


(A)  Y)  =  Qsin  imti/'i-A. — ^^—  +F  j  +  3x/m- — rr— 2 B  —  \  S'"(^^^  +  ^')- 

L'équation  du  centre  et  les  diverses  inégalités  du  mouvement  elliptique  con- 
tenues dans  la  formule  (i4)  se  reflètent  en  quelque  sorte  dans  l'expression  (A) 
deyj;  seulement,  les  divers  sinus  sont  multipliés  par  d'autres  coefficients.  Le 
coefficient  de  sin  (hl  +  h')  dans  y],  ou  bien 

3    B-A  H 

OX   ;=- 


hy    „   B-A 


m  J  C 

contient  en  facteur  la  quantité  très  petite  — ^ — ;  ce  coefficient  sera  insensible 
en  général,  excepté  dans  deux  cas  :  le  premier,  lorsque  H  sera  très  grand;  le 
second,  lorsque  —  sera  assez  petit;  au  premier  de  ces  cas  répond  Véquation  du 
centre;  au  second,  \ équation  annuelle.  On  a,  d'après  Delaunay, 

n 

Terme  principal  de  l'équation  du  centre -h  22  689 ,1  sin  C 

Équation  annuelle —        668,9  sin© 

OÙ  C  et  O  désignent,  pour  abréger,  les  anomalies  moyennes  de  la  Lune  et  du 
Soleil.  En  prenant  le  jour  solaire  moyen  pour  unité  de  temps,  on  trouve 

Coefficient  de  t  dans  (C  •  •  •  •  47083,97 

Coefficient  de  <  dans  O- ..  .  3  548,x6 

m 47  435 ,  o3 

On  en  conclut  : 

Dans  le  I"  cas log  —  =7,996  3i ,  (  —  j=  0,988  16, 

Dans  le  a-^  cas log— =  2,87891 ,  f  —  j  =  o,oo5  SgS. 


Si  l'on  pose,  pour  abréger, 


B-A 
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et  qu'on  remplace  x  par  l'unité,  la  formule  (A)  donnera 

(A')         'n  =  Qsin(me\JJy -{-¥)+ ii5i'xysmC  —  ii',i^ fc sinQ. 

'  o ,  oo  I  865  —  y 

Avec  la  valeur  numérique  de  y,  qui  sera  rapportée  plus  loin,  on  se  convaincra 
aisément  que  les  autres  inégalités  du  mouvement  elliptique  de  la  Lune  ne 
peuvent  donner  rien  de  sensible  pour  un  observateur  placé  à  la  surface  de  la 
Terre;  c'est  en  particulier  le  cas  de  Vévection  et  encore  plus  celui  de  la  varia- 
tion. 

Remarque.  —  On  tire  des  équations  (5)  et  (A') 

9  —  (]>  =  c  +  m^  +  i8o" —  Q  sin  (/?^^  sj'iy  -+-  F) 


(B) 


—  iiSi'x  y  sinC  +  ii',i5 ^ sin©. 

'  o,ooi865  —  y 


C'est  l'angle  dont  tourne  le  plan  mené  par  0^,  et  par  le  point  x^,  plan  qui  est 
fixe  à  la  surface  de  la  Lune;  le  plan  mené  par  Oz^  et  défini  par  l'équation 

9  ^  v];  :=  c  H-  mt  -\-  i8o°, 

qui  passe  à  chaque  instant  à  fort  peu  près  par  la  position  moyenne  de  la  Terre, 
coupe  la  surface  de  la  Lune  suivant  le  premier  méridien.  Ce  premier  méridien 
fait  avec  le  plan  x^  Oz^  le  petit  angle  variable  y]  ;  il  en  résulte  que  les  points  de  la 
surface  lunaire  paraîtront  se  déplacer  relativement  au  premier  méridien,  dans 
un  sens  ou  dans  l'autre,  d'un  angle  égal  à  yj.  Cet  angle  y]  est  ce  qu'on  appelle  la 
lihration  physique  ou  encore  la  lihralion  réelle,  par  opposition  avec  la  libration 
optique. 

Le  terme  Qsin(m;Y/3Y -h  F)  fait  que  la  Lune  se  balance  et  oscille  comme 

j    1        •       1       I      1      '      j              11   1*              .271           I  mois  sidéral      ^ 
un  pendule  simple;  la  durée  des  oscillations  est  — p=  = -= On  a 

msj2ty  y/3  y 

VU  (Chap.  YIII)  que  la  surface  de  la  Lune  supposée  fluide  et  homogène  serait 
celle  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  dont  le  grand  axe  Ox^  serait  tou- 
jours tourné  vers  la  Terre,  s'éloignant  très  peu  de  part  et  d'autre  de  sa  position 
d'équilibre  et  oscillant  comme  on  vient  de  le  dire. 

Ce  terme  Q  sin  (m^  \l'6g  +  F)  permet  d'expliquer  comment  la  Lune  peut  nous 
présenter  toujours  la  même  face,  sans  qu'on  soit  obligé  d'admettre  qu'à  l'ori- 
gine les  deux  moyens  mouvements  de  rotation  et  de  révolution  aient  été  rigou- 
reusement égaux,  ce  qui  serait  très  peu  vraisemblable. 

On  tirera  en  effet  de  l'équation  (7),  en  y  remplaçant  r\  par  sa  valeur  (A'), 

/•  r= /w  [i  —  Q  y/3  y  CCS  (/«^  v/3y -f- F)] -f- .  . .  ; 
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on  voit  que,  à  cause  dé  la  constante  arbitraire  Q,  la  valeur  initiale  de  /',  r^ 
pouvait  ne  pas  coïncider  exactement  avec  m;  il  suffit  que  Tq  ait  été  compris 
entre  les  deux  limites 

m(i  —  Q\/'6y)     et     m(i  +  Q  y/Sy). 

L'intervalle  de  ces  deux  limites  est  fort  petit  à  la  vérité,  car  nous  allons  voir 
que  Y  et  Q  sont  petits;  mais  il  suffit  pour  faire  disparaître  l'invraisemblance 
qu'il  y  aurait  à  supposer  que  l'on  ait  eu  rigoureusement  r^  =  m. 

Revenons  à  l'expression  (A')  de  yj;  elle  contient  les  deux  constantes  arbi- 
traires Q  et  F  et  la  constante  y;  ces  trois  quantités  doivent  être  déterminées  par 
les  observations. 

Laplace  avait  invité  les  astronomes  de  l'Observatoire  de  Paris  à  entreprendre 
ce  travail.  Bouvard  et  Arago  effectuèrent,  de  1806  à  18 10,  une  belle  série  d'ob- 
servations de  la  tache  Manilius,  que  NicoUet  a  continuées  en  18 19  et  1820.  Ce 
dernier  astronome  a  discuté  l'ensemble  des  observations  (Additions  à  la  Con- 
naissance des  Temps  pour  1822  et  1823);  il  a  supposé  Q  =  o,  et  il  a  trouvé  égal  à 
4' 49"»  7  le  coefficient  de  sin©  dans  la  formule  (A).  On  en  déduit 

'  —  —  4)83,         y  =  0,000  564. 


0,001  865  —  y 


Pour  se  faire  une  idée  du  degré  d'exactitude  de  ce  résultat,  il  convient  de  se 
rendre  compte  de  la  précision  à  laquelle  on  peut  atteindre  avec  les  observations 
des  taches  lunaires.  Considérons  une  tache  projetée  au  centre  du  disque  lunaire; 
le  rapport  des  angles  sous-tendus  par  elle,  au  centre  de  la  Lune  et  au  centre  de 
la  Terre,  est  sensiblement  égal  au  rapport  de  la  distance  de  la  Lune  à  la  Terre  et 

du  rayon  lunaire,  soit  à      „     =  220.  L'angle  de  4' 49"»  7  déterminé  par  NicoUet 

répondait  donc  seulement  à  un  angle  de  i",3  mesuré  sur  le  disque  de  la  Lune. 
On  comprend  que  cela  présentait  des  difficultés,  surtout  au  commencement  du 
siècle  actuel,  avec  des  instruments  assez  imparfaits.  Bessel  a  proposé  en  1839 
d'employer  l'héliomètre  à  ces  recherches  délicates,  et  un  de  ses  élèves,  Schlù- 
ter,  excellent  observateur,  a  fait  pendant  deux  ans  et  demi,  de  r84o  à  i843, 
avec  l'héliomètre  de  Konigsberg,  une  grande  et  belle  série  de  mesures  d'un 
petit  cratère,  Mœsting  A,  facile  à  observer.  Les  observations  de  Schlùter  (') 
ont  été  calculées  tout  récemment  par  M.  Julius  Franz,  dont  nous  adopterons  les 
résultats  numériques.   Cet  astronome  a  trouvé,  pour  le  coefficient  de  sin©, 

(*)  Les  observations  se  trouvent  dans  le  tome  XXVIII  des  Observations  de  Konigsberg  et  le  Mémoire 
de  M.  Franz  dans  le  tome  XXXVIII  du  mAme  Recueil. 
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]33",3,  nombre  notablement  plus  petit  que  celui  de  NicoUet,  et  il  en  a  conclu 

y  3z  0,000  3 1/4  6. 

Il  en  résulte  que  la  période  du  terme  Qs\n(mt\Jôy-\-¥)  est  de  2^"%  32,  com- 
prise donc  tout  entière  entre  les  limites  de  la  série  de  Schlùter.  M.  Franz  a 
trouvé  en  outre 

Q  sinF=---— ii",7±  io",3, 

QcosF==:-36",o±  i2",8. 

Il  en  résulte  que  le  coefficient  Q  est  pour  ainsi  dire  insensible,  et  la  libration 
arbitraire  négligeable. 

199.  Détermination  de  la  position  de  l'axe  de  rotation  de  la  Lune.  — 

L'équation  (B)  donne  ^  en  fonction  de  cp  et  du  temps  t\  il  nous  reste  à  trouver 
0  et  cp  en  fonction  du  temps;  nous  emploierons,  pour  y  arriver,  les  deux  pre- 
mières des  équations  (3). 
Lagrange  pose 

(16)  sin9sin(p  =  .v,         si  n  9  ces  9  =  5'; 

s  et  s'  seront  donc  de  petites  quantités  de  l'ordre  de  G.  On  tire  de  là 

ds  ,do  .    .       d9 

-r  ■=■     .ç'-r- +  cos9  sinoj^-, 
dt  dt  '  dt 

ds'  do  ,  dQ 

-7- =  —  .V -y!- +  cos  9  ces  9 -7- > 
dt  dt  ^  dt 

ou  bien,  en  remplaçant  -ji  ^^  ji  P^ï"  l6Uï*s  valeurs, 

-^  =z  r  -h  coiO  {p  sin9  +  «7  COS9), 

dQ 

-j- =  — /?cos9  +  ^  sin9; 

ds 

—  -=1      rs'  -\-  5'cot0(/?sin9  +  q  ces 9)  +  cos0  sin9(— />  COS9  +  5-  sin9), 
dt 

ds' 

-—:=  —  rs  —  s  coi9{p  sincD  -+-  7  ces 9)  -+-  cos9  cos9(— />  C0S9  +  ^sin9), 
dt 


ce  qui,  en  vertu  des  équations  (16),  se  réduit  à 


ds  ,  û  ds'  ^ 

—  z=  rs'  -i-  q  cos  y ,  -—  —  —  r.s  —  p  ces  9 

dt  ^  '  dt 
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OU  bien,  en  négligeant/?Û^  et  ^0^  devant  mô,  V 


(17) 

ds           , 
dt==''-^'^' 

ds' 

-dl=-'''-p 

On  en  conclut 

(18) 

ds' 

ds 

'^=dt-'''' 

d'où 

dp  d^s'  ds  dr 

di~'~'dï^~     dl  ~     Î77' 

dq  d^s  ds'         ^dr 

dt  dt'^  dt  dt 

Substituons  ces  valeurs  de  -^  et  ^  et  les  valeurs  (18)  de  p  et  q  dans  les 
deux  premières  équations  (3),  et  nous  obtiendrons 

d-'s'       A  H-  B  —  C     rf^      C  —  B    ,  ,         dr 

—nr  H i t'  -r  -^ 1 —  '^  -^  +  s~r- 

dt-  A  dt  A  dt 

C B/a\* 

rz:  —  3  X  m^  — j —  I  —  j    sin  (  «^  4-  '-L  — .  9  )  [  9  sin  (  i^  +  d»  )  -r  «  sin  (  t»  —  QY\, 


('9) 


d^  _  A  +  B  —  C  _ ds^      C  — A    ^    _  ,di^ 
dt"'  B     ~  ''~dt~^       B~  '"  '^      ^  dt 

C  —  A/aV 


=z  —  3x/?i^ 


B      wj  cos(('  +  (^  — 9)[9sin(p  +  ii;)4-/sin(c  -  Q)]. 
Or  on  a  trouvé 

dri 

dt' 

en  remplaçant  y]  par  sa  valeur  (a),  il  en  résulte 

i=m  ~  mQ  y/S  xy  cos  (  mt  \/3  xy  -i-  F)  —  3x/w^y  V  H'/i  cos{ht  -+-  h'), 
-^  =  3xym2Qsin(m«v/3>7  +  F)  ^3xm2y^H7i2  sin(/?^  4- //). 

Nous  avons  vu  que  c'est  avec  beaucoup  de  peine  qu'on  peut  tirer  des  obser- 
vations des  valeurs  extrêmement  petites  de  Q  et  des  quantités  H';  en  remar- 
quant en  outre  que,  dans  les  équations  (19),  r  et  -7-  sont  multipliés  par  les 

quantités  s  ou  s' ,  -7-  ou  -7-5  qui  sont  de  l'ordre  de  0,  on  pourra  simplifier  ces 
ï.  -  II.  58 
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équations  et  les  écrire  comme  il  suit  : 

d^s        a\  +  H  -  C      ds'      C  -  A     , 

-i-r  — ïT ni  — — h  - — ^fr —  m^s 

dt"  13  dt  ^ 


(20) 


:—  Sx/n^  — ^ —  \~)   cos(r  +  (|i  —  <p)  [ôsin(p  +  d;)  +  /sin((^  —  Q  )], 


d^a'       A  +  B-C      di      C— B 
^^2  ^  À       ~^  dt  ^       Â~ 


~—  3xw-  — ^ —  (  —  \    sin(r  H-  ^];  —  9)  [9sin(rH-  (j;)  H-  f  sin((-'  —  Q  )]. 

Nous  allons  transformer  les  seconds  membres  des  équations  précédentes; 
ils  sont  très  petits,  à  cause  des  facteurs  — ^ — j  ^—^ — >  G  et  i.  Soient  e  l'excen- 
tricité de  l'orbite  de  la  Lune,  m  la  longitude  du  périgée  de  cette  orbite;  nous 
négligerons,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (20)  les  quantités  de 
l'ordre  de  6e^  ou  de  ié^\  pour  ce  qui  concerne  cos(p+'j'  —  cp)  et  sin(ç^  -\-  '\  —  ç), 
nous  pourrons  nous  borner  à  prendre 

V  ^zzc  -\-  mt  4-  2e  sin(c  -\-  int  —  ro). 
La  formule  (B)  nous  donnera  du  reste,  avec  une  précision  suffisante, 

9  —  ^zzi  c+  mt  H-  1 80"  ; 

on  en  conclut 

(21)  (^  -t-  4^  —  9  ^=  1800+  2e  sin(c  +  mt  —  w), 

d'où,  en  négligeant  seulement  des  quantités  de  l'ordre  de  e^, 

j    COS((^  +  d;  —  Cî)  ==  —  COS  [2esin(c  -h  mt  —  GT)]  ih::  --  ih-  .  .  . , 

(22) 

(   sin(r-i-d;  —  9)  =  —  sin[2e  sin(c  -\~  mt  —  gt)]  = —  2  e  sin(c  -\-  mt  —  cî)  +  . .  .  . 

On  aura  ensuite 

(28)  \~)  ==  ' -H  3ecos(c  +  m/ —  ct) -f-. .  . . 

On  voit  que  le  second  membre  de  la  première  équation  (20)  est  de  l'ordre 
de  G,  tandis  que,  pour  l'équation  suivante,  il  est  de  l'ordre  de  Ge  ou  de  ie. 
On  tire  ensuite  de  (21) 

c  +  d;  =  180° -H  9  H-  2esin(c  +  mt  —  ra)  +  .  . . , 

d'où 

9  sin(('  +  i];)  =: —  9  sin  [9  ■-!-  2esin(c  +  mt  —  nr)  -i-. . .] 

=  —  0  sin  9  —  2  9e  ces 9  sin(c  -\-  mt  —  w)  —  . .  .  ; 
en  tenant  compte  de  (16),  on  peut  écrire 

(2^)    9sin(r  +  vp)  :=  —  s  —  0  e  sin  (c  4-  mt  —  574-9)  —  9e  sin  (c  4- /«^  —  cr  —  9)  4-.  .  .  . 
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On  aura  ensuite 

(' — Qr=zc  +  ml  —  Q  ~\- ie?,\n{c  ~\- mt  —  ct)  +  ..., 
ïsin((^  —  Q)  zrz  «  sin  [c  -i-  mt  —  Q  +  2esin(c  +  m^  —  cr)  -|- .  .  .] 

=  isin(c  +  mi—  Q)  +  2fesin(c  +  mi  —  gt)  cos(c  +  mi  —  Q)  +.  .  .  , 
d'où 

(  isin((^— Q)  :^  tsin(c  H- mi— Q  )  —  i'e  sin(m  —  Q  ) 

(20) 

(  +  fesin(2c  +  2  mi  —  CT — Q  )+.... 

On  tirera  ensuite  des  équations  (22)  et  (^S) 

i   (—  )  cos(p  H- (L  —  ca)  =  — I  —  3e  cos(c -I- mi  —  gî)+..., 
(26)  )^'"'^^ 

[   (  — I   sin(('  +  4'  —  ?)=^  —  2esin(c-i-mi  —  GT)-h..., 

et,  en  ayant  égard  aux  formules  (24),  (25)  et  (26), 

—  (  — j  008(^^  +  4^ —0)  [9sin(t^  + ■-];)  + fsin((>' —  Q)] 

=:  — 5  4-  i  sin(c  +  vit  —  8  )  +  -  fesin(Gj  —  Q  )  +  -  Se  sin(c  --h  mi  —  gt  —  9) 

5  5 

+  -  ie sin (2c  +  2mi  —  cr  —  Q) Ôe sin ( c  +  mt  —  m  +  9 )-+-... , 

—  (^^j  sin(t'  +  (|/-9)[9sin(t'  +  ^|;)  +  isin(r—  Q)] 

=;  ie  cos(gt  —  8  )  —  ^^  cos(c  4-  mi  —  gt  —  9) 

—  /ecos(2c  +  2/?ti  —  C7  —  8  )  H-  Ôecos(c  +  /«i  —  cr  -^-  9)  +.  .  .  . 

Les  équations  (20)  vont  donc  devenir 

,   dK^       A  +  B  — C      ds'      C  — A     , 
dt^  B  G^i  B 

(] ,  A  r  I 

=z  3xm^^ — =j —    —  ■$  +  tsin(c  +  mt  —  8  )  -r  -  «e  sin(sT  —  8  ) 

D        |_  2 

1  5 

4-  -  5esin(c  +  mt  —  -^  —  o)  +-  /esin(2c4-2A«i  — gt—  8) 

2  2 


D 
(27)    , 

d^s'      A4-B-C     ds      C  —  B     ,, 

-rir  H : ''^  -r  "1 i —  ^^'^ 

dt^'        .         A  dt  A 


^e  sin{c  -\-  mt — 574-9)1-...  h 


C B 

=  3xm- — - —  [iecos  (cr  —  8  )  —  Oe  cos{c  4-  mi  —  rn  —  9) 

A. 

—  ie  cos  (  2  c  4-  2  mt  —  rxs  —  8  ) 
4- 9ecos(c  4- mi  —  GT  4- 9)  4-.  . .]. 
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Il  est  à  remarquer  que,  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations,  on  a  tenu 
compte  de  tous  les  termes  du  premier  et  du  second  ordre,  0,  i  et  e  étant  consi- 
dérés comme  des  quantités  du  premier  ordre;  nous  pourrons  sans  inconvénient 
supposer  x  =  i.  Posons,  pour  abréger, 

S  =:  <sin(c  4-  mt  —  Q,)  +  -  ie  sin(nT  —  Q  )  +  -  6e  sin(c  +  mt —  ns  —  cp) 

5  5 

Q         j  H — i'esin  ('2  6' +  2/n^  —  57 — Q)  ^ -9es\n{c -{- mt  —  57  +  9), 

( 2o  )  <  2  2 

I  S'=:  <'ecos(cT  —  8  )  —  Becos{c  -+-  mt  —  nr  —  9) 

\  —  ie  cos{2c  -\-  2mt  —  cr  —  Q  )  +  Oe  cos{c  +  mt  ^  gt  +  9), 

et  les  équations  (27)  pourront  s'écrire 

l  clKs       A  +  B-C      ds'      ,C--A     ,         oC  — A     ,^ 
1^ B '^^^+^-B-''^''  =  ^-B-"^^' 

^^^^                     '  dU'      A  +  B-C      ds         C-B     ,,      „C-B     _, 
rf^+ Â '^^.-^    _^,n^.=3-^.^^S. 

Les  quantités  S  et  S'  sont  des  fonctions  connues  du  temps  ;  elles  contiennent, 
il  est  vrai,  les  inconnues  0  et  ç  et,  par  suite,  s  et  s',  mais  seulement  dans  des 
termes  du  second  ordre;  on  pourra  remplacer  0  et  cp  par  des  valeurs  approchées 
dans  ces  petits  termes-là.  On  peut  donc  dire  que  les  équations  (29)  sont  deux 
équations  différentielles  linéaires  simultanées  du  second  ordre,  à  coefficients 
constants,  avec  seconds  membres. 

200.  Pour  les  intégrer,  nous  allons  laisser  d'abord  de  côté  les  seconds 
membres  et  considérer  les  équations 

d's      A  +  B  — G     ds'       ,C  — A     , 

dF^ B "'^■^-^-B'"'''='''^ 

(3o)  { 

^  d's'      A  +  B  — C     ds         G  — B 


2  „r . 


dt^    •  A  "'dt-^     —^-m-s=o. 

Pour  les  intégrer,  nous  ferons 

(3i)  5  — Nsin(/;  +  p),        s'=N'  cos{lt  +  p), 

en  désignant  par  N,  N',  /  et  p  des  constantes.  En  substituant  dans  (3o),  il 

viendra 

,,      ^G-A     A           A  +  B-G     , 
f-  —  4  —g—  '"  j  =  N' g ml, 


1»      > 
ou 


ml 
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C-A 


B 


("-^^-)(-'^-) 


(A  +  B  — C)2 

ÂB '"-^^^^ 


ou  bien 

(33)  AB(^y-[4A(C-A)  +  B(C-B)  +  (A+B-C)^](^^y+4(G-A)(C-B)r=o. 

Les  valeurs  de  /-  tirées  de  cette  équation  doivent  être  réelles  et  positives, 
sans  quoi  les  expressions  (3i)  de  s  et  s'  contiendraient  des  exponentielles; 
^et5'  finiraient  par  croître  indéfiniment,  ce  qui  est  contraire  aux  observations 
d'après  lesquelles  s  et  s'  restent  toujours  petits. 

On  devra  donc  avoir 

(34)  [4A(C-A)  +  B(C-B)  +  (A  +  B-C)^]2- i6AB(C-A)(C-B)>o, 

(35)  (C-A)(C-B)>o, 

(36)  4A(C-A)  +  B(G  — B)  +  (A-i-B-C)2>o. 

Les  différences  C  —  A  et  C  —  B  sont  très  petites  par  rapport  à  A;  on  en  con- 
clut que  les  premiers  membres  des  inégalités  (34)  et  (36)  diffèrent  respecti- 
vement peu  de  A'  et  de  A-;  donc  ces  inégalités  sont  vérifiées  dès  que  les  rap- 
ports — v-^  et  —r —  sont  petits.  Enfin  l'inégalité  (35)  indique  que  l'on  doit 

avoir 

C>A        et        C>B 
ou 

C<A        et        C<B. 

Comme  on  a  vu  que  A  est  plus  petit  que  B,  il  en  résulte  qu'on  aura 

A<B<C 

ou 

C<A<B. 

Il  est  naturel  de  supposer  que  G  est  la  plus  grande  des  trois  quantités  A,  B,  C, 
car  l'axe  de  rotation  coïncidant  presque  avec  OZ,,  axe  auquel  correspond  le 
moment  C,  la  Lune,  supposée  fluide,  a  dû  s'aplatir  dans  le  sens  de  cet  axe,  qui 
sera  le  plus  petit;  ce  point  sera  d'ailleurs  démontré  rigoureusement  un  peu 
plus  loin. 
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Soient  l"^  et  /;  les  deux  racines  de  l'équation  (33);  en  désignant  par  N,  et 
p,  deux  constantes,  on  aura  cette  première  solution  du  système  (3o) 

5=:iNsin(/^-+- p),         5'  =  N'cos(/^.H- p), 

C-A 

m- 

N, 


i'     4^g^m^ 

(37) 

N'  = 

~    A  +  B  — C      , 

B          "^^ 

puis  cette  seconde 

.9=1  Ni  sin(/, ^  +  Pi).         .v'  =  N',  cos(/, /  -+-  p,), 

l\—[^—^—m- 
(38)  N',  =  ^^^^^^-N,. 

B "''' 

Les  intégrales  générales  des  équations  (3o)  seront  données  par  les  formules 

(  5  r=N  sin(// 4-p) -h  N,  sin  (/,  <  4- pi), 
(  .ç'=:N'cos(/;  +  p)  +  N'iCOs(/i^  +  pi), 

qui  contiennent  bien  quatre  constantes  arbitraires,  savoir  N,  N,,  p  et  p,. 
Posons 

C  — B  C  — A       ^ 

a  et  P  seront  de  petites  quantités;  l'équation  (33)  s'écrira 


on  en  tire 


(^M'=^  1  +  3(3  +  a(3  —  v/(i  +  3|3  +  «(3)^-  i6aj3. 


Nous  allons  développer  ces  expressions  en  séries  suivant  les  puissances  de  a 
et  (3.  On  trouve  aisément 


v/(i  +  3(3  +  a(3)2—  i6a(3  =  1  +  3(3  —  7at3  +  24a(3^  +  des  termes  du  4"  ordre; 
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d'où 

(4o) 

d'où 

(40 


l   (  —  1  =1  +  3(3—   3^(3  +  des  termes  du  3"  ordre, 
/   (—  I  rr:    4 a(3     —  1 2 ajS^  +  des  tcrmes  du  4"  ordrc, 

—  =-^i  +  -S aâ  —  ^(32+  des  termes  du  3"  ordre, 

m  2  '        2    '        8 

\  ~  —  1  y'a|3  (  I [3  +  des  termes  du  2"  ordre  ) . 


Les  équations  (87)  et  (38)  peuvent  s'écrire 

~(i-[3)m/^' 

^»-(i-[3),«//- 

En  remplaçant/^  et/J  par  leurs  valeurs (4o),  /et  /,  par  leurs  expressions (4i), 
il  viendra 

^r^=:i (3 a(3  +  -pf(3^+  des  termes  du  3"=  ordre, 

N  2  '         2    '^         8  "^ 

^=— 2  4/-(i  —  a-i   -[3  +  des  termes  du  2"=  ordre  j  ; 

en  ne  prenant  que  les  premiers  termes  de  nos  développements,  nous  aurons 

(  5  =N  sin    p  +  wi  (  I  +  -  (3  j    -4-    N,  sin(pi-i- 2m^v/a(3), 

I  5'=  Ncos    pH-/«^(n--(3j     — 2N,  t /-cos(pi+  imtsjct.^). 


(C) 


201.  Il  s'agit  maintenant  de  passer  de  l'intégration  des  équations  (3o)  à 
l'intégration  des  équations  (29);  ces  dernières  peuvent  s'écrire,  en  introdui- 
sant a  et  p, 

(42) 

1   d-s'  ds 

\    df^        ^  '      dt 

Reportons-nous  aux  expressions  (28)  de  S  et  S',  et  nous  verrons  qu'on  peut 
supposer,  en  désignant  par  R  et  R',  a  et  a'  des  constantes, 

(43)  S=^Rsin((7m/  +  cr'),         S'=:^  R' cos((7/?i^  +  a')- 
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Il  nous  suffira  de  trouver  une  solution  particulière  du  système  (42),  où  S  et  S' 
ont  les  valeurs  (43),  et  d'ajouter  les  valeurs  de  s  et  s'  qui  en  résulteront  aux 
expressions  (Sg)  ou,  si  l'on  veut  encore,  aux  expressions  (C)  de  s  et  s',  pour 
obtenir  les  intégrales  générales  des  équations  (29).  , 
Pour  trouver  cette  solution  particulière,  nous  ferons 

(44)  s  z=z '^  P  sin (a mt-{- a'),         s' ^^^V  cos {a mt -h  C7'), 

en   désignant  par  P  et  P'  deux  constantes.   Si  nous  substituons  les  expres- 
sions (44)  de  5  et  /  dans  les  équations  (42),  nous  trouverons  . 

(4(3-CT*)P  +  cr(i-|3)P':^3pR, 
cr(i  — a)P  +  (a  — CT2)P'=3aR', 

d'où 

,  __  (3(a  — cr2)R  — a(7(i— [3)R' 


^  (4[3-a^)(a-a^)-a^(i-«)(i-[3) 

/  p.^3  a(4(3-cr^)R^-(3a(i-a)R 

(  (4[3_cr^)(a_a^)_a^(,_a)(i-(3)' 

Les  numérateurs  de  P  et  P'  contiennent  en  facteurs,  dans  leurs  divers  termes, 
soit  a,  soit  [3;  ces  deux  quantités  sont  très  petites.  Les  valeurs  de  P  et  P'  ne 
pourront  donc  devenir  sensibles  que  si  le  dénominateur  commun  A  des  for- 
mules (45)  est  très  petit;  or  on  trouve  aisément 

A  =  c72((72— i)  —  P(a  +  3)  a^ -f- 4a[3. 

On  voit  que  A  ne  peut  devenir  très  petit  que  s'il  en  est  de  même  de  l'expression 
cr^(a^  —  ')  '  ^insi  il  faudra,  ou  que  a  soit  voisin  de  i ,  ou  que  a  soit  très  petit. 

Nous  allons  séparer,  dans  les  expressions  (28)  de  S  et  S',  les  termes  du  pre- 
mier ordre  de  ceux  du  second;  nous  poserons  donc 

(46)  -  S  =  81  +  82,      8' =  8; +  8;, 

et  nous  aurons 

(47)  8,  =--isin(c  +  m;— Q),         S',  =  o. 

82  =     -  iesin{Tn  —  8  )  H —  Oesin{c  -\-  mt  —  cr  —  cp) 

5  5 

ir<^\  J  H — ie s'm {2 c -+- 2 nit — rn — Q) 6esin{c  +  ml — cr  +  cp), 

82  =      ie  cos(cT  —  Q)  —  9e  cos(c  +  mt  —  m  —  co) 

—  ie  eos(2c  +  2mt  —  cj  —  8)4-  9ecos{c  -h  mt  —  gt  +  cp). 
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Nous  allons  négliger  d'abord  S^  et  S!,,  et  prendre 

^  S  =  ^1^  is\n{c -h  nit — Q), 
f  s  =:.  Si=  o  ; 

nous  intégrerons  les  équations  (29)  dans  cette  hypothèse.  Nous  en  déduirons 
des  valeurs  très  approchées  de  6  et  o,  que  nous  substituerons  dans  S^  et  SI, 
qui  deviendront  ainsi  des  fonctions  connues  de  i;  nous  n'aurons  plus  qu'à  ajou- 
ter aux  valeurs  trouvées  pour  s  et  /  les  valeurs  qui  répondent  aux  solutions 
particulières  des  équations  (29)  ou  (42),  dans  lesquelles  on  prend 

Nous  considérons  donc  d'abord  les  valeurs  (49)  tle  S  et  S';  nous  pouvons, 
dans  Q  ,  ne  tenir  compte  que  des  inégalités  séculaires  et  prendre 

on  trouve,  pour  le  nombre  [j.,  cette  valeur 

p.  =1  o,oo4  019. 

Pour  appliquer  les  formules  (43),  (44)  et  (4^)»  nous  devrons  donc  prendre 

(7=1  +  IX,  (j'=  C  —   Qo, 

Les  formules  (45)  donneront 


P,=-3/^ 


A. 


P;:=-3/(3(i-a)^ 
avec 

Al  =  (I  4- i:x)M2fx -H  ^^)  -  [3(a  +  3)  (  i-h  |x)2-i- 4a^; 

nous  pourrons  négliger  a^  devant  a  ou  ^,  et  nous  prendrons 

p,=-3.■[3('+f^^^ 


A. 

p;  =  —  3  /;3  '  ^  ' 


nous  aurons  donc 


A. 

Ai  =  (i  +  p-)(2/x  +  /^)-  — 3;3(i+f/)^; 

P  -         -^'^ 

y.^  -3^^ , 

T.  -  11.  09 
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et,  par  suite, 

'•  —  sin  (c  +  mt 


a  /x  +  fji.-'  —  3  [3 
3t[3 


.,^-  cos(c  +  mt 


(i  +  ^)(2^  +  /^^— 3(3) 

En  ajoutant  ces  valeurs  de  s  et  s'  respectivement  à  celles  fournies  par  les 
formules  (C),  il  viendra 

I   .ç  —  9  sin9  =  N  sin    p  + /«M  I  +  -  |3  j     -i- Ni  sin  (pi+ 2/«f  y'alS) 

(I))     {  r         /     3  M  /"  - 

'=  5cos9  =:  N  cos    p  +  mt  (i+-(3j     — aNit/-  cos  (p,-r  imtsjcn^) 
—  7 — ^ , ,  — i à«T  cos  (  C  -h  mt  —  Q). 

Nous  allons  discuter  ces  formules;  posons  d'abord 

(5o)  9  =  c  + m^4- 180»—  Q --(- O. 

Il  est  facile  d'avoir  une  représentation  géométrique  de  la  quantité  $;  en  effet, 
l'équation  (B)  donne,  en  laissant  de  côté  les  termes  que  nous  avons  reconnus 
être,  sinon  nuls,  du  moins  très  petits, 

9  —  'ii=:  c  +  mt  -+-  ï  80"  ; 

en  combinant  cette  équation  avec  (5o),  il  vient 

la  quantité  <ï>  représente  donc  la  distance  aiigulaire  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  la  Lune  au  nœud  descendant  de  son  équateur;  on  sait,  par  les  ob- 
servations, que  4>  est  une  quantité  toujours  très  petite,  sinon  nulle. 
On  tire  de  la  formule  (5o) 

Q  sinO  — —  9  sin  9  cos  (c  +  mt—  Q  )  +  6*0089  siii(c  +  mt  —  Q), 
0cosO  =s. —  G  sin  9  sin  (c  —  mt  —  Q  )  —  ÔCOS9  cos(c  -\-  mt  -—  Q) , 

OU,  en  remplaçant  0  sincp  et  0  coscp  par  leurs  valeurs  (D) 

(5i)  0sinO::=K,         ôcosO.— K', 
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en  posant 

(02)  /  _. N,  (i/^  +  1  j  sin  [p,  +  c  -  Q  +  w7  (i  +  2  y/âp)] 

K'—  -  «'3  ; ,  ,^^^    ., 5-7,7 i^  : — , r- ~r-i ÏTâT  C0S2  (c  -h  m^  —  Q) 

—  N  cos  Ip  —  c  -+-  Q  -\-  -^mtj 

(53)  i  -         . 
+  N,  (  i/^ -+-^)  cos  [p,^-c—  Q  +/«^(n-2v/^)| 

-H  N,  f  t/'  ^  —  M  cos  [p,  -  c  +  Q  -  «?/  (i  —  2  v/a^)] . 

On  tire  de  (5i) 

(54)  lang$=::j^- 

Les  observations  nous  apprennent  que  t£>  reste  toujours  très  petit;  en  particu- 
lier, on  ne  peut  donc  pas  avoir  $  =  ±  90^  et,  par  suite,  K'=  o. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  temps  /,  il  faut  que  la  quantité  K'  définie  par  l'équa- 
tion (53)  ne  puisse  jamais  s'annuler.  Il  faut  donc  que  la  somme  des  valeurs 
absolues  des  coefficients 


--  N.(v/!-0'  -'Wl-^h  -ï'V 


F- 


+  /^)(2^  +  f^='— 3(3) 

soit  inférieure  à 

3.^  2  +  f^  •      . 


2    '^(i-f-^)(2p  +  ,a2-3j3)' 

0  étant  positif,  comme  cos$,  la  dernière  des  équations  (5i-)  donne 

K'>o; 

donc,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  on  doit  avoir 

3  ._  2  H-  fz 

2     '^il  +  ^l)(2fX-hfX^—  3(3) 

d'où 

(3>o         et        2;ji-t-fA2  —  3(3>o 

ou  bien 

(3  <  o         et         2/J1-+- p-— 3(3  <  o. 
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La  dernière  combinaison  est  impossible,  car  elle  donnerait  p.<o;  il  restera 
donc 

(55)  o<[3<^f^A\  , 

Or  on  a 

P-      B     , 

on  en  conclut  donc 

C  -  A  >  o. 

Nous  avons  trouvé  C  ~  B  >>  o  [inégalité  (35)]  et  supposé  A<C  B;  il  en  résulte 
donc 

A<B<C. 

Si  nous  remplaçons  pt.  par  sa  valeur  numérique 

^  =  0,004019, 
l'inégalité  (55)  nous  donne 

(56)  (3  <  0,002  685. 

Nous  avons  ainsi  une  limite  supérieure  de  la  quantité  p. 

On  déduit  des  formules  (5i),  (52)  et  (53)  une  expression  de  cette  forme 

D,  sino^i  —  DîSin.rj  —  D3  sin^rgH- D4  sin^4 

^      ~  Do—  l)i  C0Sd7,  —  D2  COSJ:'2  4-l)3COS.r3+  i}^  cosor^ 

ou  encore 

El  sin^,  —  E2  sin  j?2 — E3  sin^3H-E4  sina?4 

"  1  —  E,  cos^i — E2  cos^2-l- E3  cosa^j-t- E4  cosa?4 

en  posant,  d'une  manière  générale. 

Puisque,  d'après  les  observations,  $  reste  toujours  très  petit,  il  faut  en  con- 
clure qu'il  en  est  de  même  des  quantités  E,;  ainsi  les  rapports  des  quantités  N 

et  N,  à  D„  =  ~i^  , , /"^,^  2 — tât  doivent  être  très  petits. 

On  tire  des  équations  (5 1) 

ou  bien 

^-^(Do—     J),  COS.r,— I),  C0S.r2  H- 1)30033^3+1)4  C0S^4)^ 
+  (Di  s\na?i  —  1)2  siiLT, —  D3  sin.r3+D4  sin;r4)- 


ou  encore 
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=r^  ^  (l —     E,  COSO^i— E2  C0S^2+ Es  C0SiC3  4- E4  COS^i)' 

H-  (El  sin^i—  E2  sin^a —  E3  sin^rs h-  E4  sin^Ti)^. 


Puisque  les  coefficients  E,  sont  très  petits,  il  en  résulte  que  0  est  à  fort  peu 
près  constant  et  égal  à  Do- 

Ainsi  les  deux  lois  de  Cassini  concernant  la  constance  presque  absolue  de  0 
et  la  coïncidence  des  nœuds  sont  liées  l'une  à  l'autre  par  la  théorie  de  la  gravi- 
tation :  l'une  est  la  conséquence  de  l'autre. 

202.  Nous  allons  pouvoir  revenir  en  arrière  et  tenir  compte,  dans  les  expres- 
sions (28)  de  S  et  S',  des  termes  du  second  ordre  So  et  S'^  que  nous  avons  négli- 
gés d'abord  ;  dans  ces  termes,  nous  pourrons  remplacer  G  et  9  par  leurs  valeurs, 
telles  qu'elles  résultent  de  l'approximation  précédente;  nous  pourrons  donc 
remplacer  G  par  ga  valeur  moyenne  Go.  et,  quant  à  cp,  nous  tirerons  sa  valeur  de 
l'équation  (5o)  en  y  faisant  $  —  o,  ce  qui  nous  donnera 

(57)  ^  — c-i-mt -h  iSo''—  Q; 

il  viendra  ainsi 

il  5 

S2  =  -{i-h9o)e  sin(ro—  Q) -^ -{i -^  Oo)  e  sin(2C+  am^  — nr-  Q), 
82=     {i-h  do)  ecos{TJ!j  —  Q)  —     {i -{- Oq)  ecos  {2  c -{- 2  mt  —  ^—Q). 

Nous  pouvons  actuellement  appliquer  les  formules  (43),  (44)  et  (4-^)»  en 
considérant  successivement  les  deux  termes  périodiques  qui  figurent  dans  les 
expressions  (58)  de  So  et  S',;  on  verra  aisément  que,  pour  le  second  de  ces 
termes,  celui  dont  l'argument  est  ic  -4-  2mt  —  ra  —  Q  ,  la  quantité  a-  est  voisine 
de  2;  donc  les  valeurs  correspondantes  de  P  et  P'  seront  très  petites.  Ainsi 
nous  devons  nous  borner  à 

^2  =  -{i  -h  So)  e  s\n{TTj  —  Q),         S;=(f+  9o)ecos(GJ—  Q) 
et  poser 

R  =  -(i+5o)e,      .  R'={i+9o)e=2^. 

Le  coefficient  du  temps  dans  gt—  Q  est  égal  à  o-w,  et  si  nous  posons 

GT  =:  7Î7(,  H-  V  mt, 

nous  aurons 

(7  ==  jUt  +  V. 
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Avec  ces  valeurs  de  R,  R'  et  a,  les  formules  (45)  nous  donneront 

P  -~l(i-^  B  \p 2oe(i-i3)(/z  +  v)-t-(3[(^  +  v)^-a] 

*2-2^    -^    «''     (,_a)(i-(3)(^  +  v)2_[(j.L  +  v)''-a][(^  +  v)2-4P]' 

p._3  p  (3(i-«)(^  +  v)  +  c.«[(^  +  v)^-4f3] 

On  peut  négliger  a  et  ^  dans  le  dénominateur  commun,  qui  se  réduit  alors  à 
([j.  -\-  v)-  —  ([jt.  4-  v)*  ou  simplement,  comme  ((x  +  v)^  est  très  petit,  à  ([x  +  v)'*; 
nous  ne  garderons  dans  les  numérateurs  que  les  termes  2a([jt.  +  v)  pour  le  pre- 
mier et  p([ji.  -H  v)  pour  le  second  ;  nous  aurons  donc 


(E) 


I^X  +  V  ^  2  jJL  +  V 

Les  termes 

P2sin(7n— Q)     et     P;cos(gt— Q) 

devront  être  ajoutés  respectivement  aux  expressions  (D)  de  ^  et  5'  ;  nous  aurons 
donc  en  définitive 

I  5  =  9  sin9  =  N  sin    p  4-  m/  M  +-  (3  j    -H  N,  sin  (p,+  a/n^v^^) 

i  5'=  ôcoscp  =:Ncos    p  +  m^  (  I  4-  -(3  j     —  2N,  4 /-cos(p,  4-  2mf\/a(3) 

3^3                         ,                    ^  V       3  ,  .       .  ,     eS 
7 TT T ï 5-^C0S(c  +  /??f  —  Q)  +-(<4-9o) ^-C0S(5T—  Q). 

Ces  deux  formules  détermineront  ô  et  9,  après  quoi  '^  sera  déterminé  par 
l'équation  (B),  que  nous  reproduisons  ici  : 


(B) 


/'  ^|;ni:  «p  —  c  —  m^+  180"  4-  Q  sin  ( mt\J?>y  4-  F)  4-  i  i5i'x  y  sin  (anomal,  moy.  (C  ) 


—  1 1',  i5 '--. sin  (anomal,  moy.  ©), 

o,ooi8ba  — y         ^  J    w/ 


Il  nous  reste  à  calculer/?,  q  et  r. 


203.  Nous  nous  servirons  pour  cela  des  formules  (r8)  en  y  remplaçant  r 
par  m,  ce  qui  nous  donnera 

(09)  £=_.,_  ±^,       £  =  _,.+  !*. 

^  ni  m  dt  m  m  dt 
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Remplaçons  dans  ces  l'orniules  s  et  5'  par  leurs  valeurs  (E)  et  nous  trouverons, 
tout  calcul  fait,  en  négligeant  Nfl  devant  N,  (/ 4- 6o)e^  devant  (t -1- 0„) — —^ 

N,  v^ôp  devant  N,  i/|  et  (/+  ()o)ey.  devant  (i -h  Oo)  -^' 

I  —  =  —  Ni  sin  (pi 4-  2mt\/a<.^)  —  3  (<  +  9q) ^siu(nT  —  Q  ) 

(F)    J  ^r=:2N,  i/- CCS  (0,-4-  2  mt  \/âS>)  —  6  ïS» -. -^ ^, 5-5- cos(c  +  m^  —  Q) 

f  3  eS 

1  (i-^Oo) — J—cos(nj  —  Q). 

V  2  fZ  +  V 


On  a  enfin 


^^^  ;^  =  i-Qv/37COs(m^V'^  +  F)-i9>9  7t:osC  +  o,om865  -  y  ^^^^' 

OÙ,  dans  le  second  membre,  les  coefticicnts  des  cosinus  sont  exprimés  en  parties 
du  rayon. 

Remarques.  —  i"*  Les  termes  en  sin(GT^^)  et  cos(^cï —  Q),  qui  figurent 
dans  les  formules  (E)  et  (F)  et  qui  sont  du  second  ordre  relativement  aux 
quantités  i,  e  et  Go,  avaient  échappé  à  l'attention  de  Lagrange  et  de  Laplace; 
c'est  Poisson  qui  les  a  mis  en  évidence.  Ces  termes  deviennent  sensibles,  à  cause 
du  très  petit  diviseur  [jt,  +  v  qui  figure  dans  leurs  coefficients. 

2°  Lagrange,  Laplace  et  Poisson,  sans  remarquer  que  les  coefficients  de 
sin(cH-wf  — ^)  et  cos(c -h  m^  —  Q) ,  dans  les  expressions  (E)  de  s  et  s\ 
sont  des  nombres  relativement  considérables,  ont  cru  pouvoir  remplacer  i  -\-  [a 
par  l'unité  dans  le  coefficient  de  cos(c-i-/wi —  Q);  ils  ont  donc  pris  la  même 

valeur  pour  les  coefficients  de  sin  et  cos (c  +  m^—  Q),  savoir % — x^: 

^  ^  ^  2  |x  -h  p.^  —  3  p 

il  en  résulte  que  Poisson,  au  lieu  de  trouver  les  formules  (F),  obtient  les  sui- 
vantes : 

l  —=...— 3i|3 %, — ^^  sin(c'  + /«f— Q)  +  . . . , 

\   m  '^  2  a  +  a-  —  3  3 

(Fi)  f-      ^         H 

(—=••.  —  3/(3 ^ ^  cos(c  + m^— Q)  + 

On  voit  que,  dans  les  formules  de  Poisson,  les  coefficients  de  sin(c  -^mt  —  Çi) 
et  cos(c-i-m^—  ^)  sont  égaux  et  de  même  signe,  tandis  que,  dans  les  for- 
mules exactes,  le  premier  de  ces  coefficients  est  réduit  à  zéro  et  le  second  est 
sensiblement  doublé. 
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Si  l'on  ne  considérait  que  les  termes  dépendant  de  l'argument  cr—  Q,  on 
pourrait  dire  que,  d'après  les  formules  (F,)  de  Poisson,  l'axe  de  rotation  décrit 
à  l'intérieur  de  la  Lune  un  cône  de  révolution,  tandis  que,  d'après  les  formules 
exactes  (F),  cet  axe  oscille  dans  le  plan  principal  j^O^,  perpendiculaire  à 
l'axe  Ox^. 

C'est  M,  Ch.  Simon  qui  a  le  premier  donné  les  formules  exactes  (F)  dans  son 
Mémoire  sur  la  rotation  de  la  Lune  (^Annales  de  V École  Normale,  t.  III);  mais 
M.  Simon  les  avait  démontrées  directement  sans  faire  toucher  du  doigt  le  point 
où  l'Analyse  ordinaire  devait  être  complétée;  c'est  ce  que  je  crois  avoir  fait 
assez  simplement  dans  les  pages  précédentes  (^voir  aussi  une  Note  des  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CI,  p.  625). 

Il  résulte  du  travail  de  M.  Franz  que  les  constantes  N  et  N,  qui  figurent  dans 
les  formules  (E)  sont  insensibles.  Nous  pourrons  donc  nous  borner  à 


(E') 


(F) 


3  «3  eoL 

-^  =:--(/  +  0o)  -^  cos (ht -  Q  )  -  3  i-(3 lt±JtL cos  (c  +  m^  -  Q) . 


Détermination  de  ^.  —  Élevons  au  carré  les  deux  équations  (E')  et  ajoutons- 
les;  nous  aurons  ainsi  l'expression  de  0^  dans  laquelle  nous  remplacerons  les 
carrés  ou  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  par  les  sinus  ou  cosinus  des  mul- 
tiples; la  partie  non  périodique  de  G-  en  sera  la  valeur  moyenne  que  nous  repré- 
senterons par  G^;  nous  trouverons  ainsi 

^^^^    ^''-(.+fx)M2fx+fj.^-3[3)^ — 2 — -^sv^fiT^;  ^P  +'^'''*- 

Nous  pouvons,  dans  une  première  approximation,  négliger  le  dernier  terme 
du  second  membre  et  prendre  simplement 


(i  +  jui)  (2]U.H- fjL2_  3j3)  y  r-        ^r-  ■> 

pour  la  mise  en  nombres,  nous  adopterons 

]j.  ^=  o,oo4  019,  v  =  o, 008453, 

i  =  5''8'44",  00=  i^Si'aa"  (Franz). 

On  aura  ^  par  la  résolution  de  l'équation  (61),  qui  est  du  premier  degré;  on 
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trouve  ainsi 

[3  ^=  0,000  6x4. 

On  a  posé 

C-B  o_Çj-A  B-A 


on  en  tire 


? 


on  peut  se  borner  à 


a  =  (3-y, 
d'où,  en  remplaçant  ^  et  y  par  leurs  valeurs  obtenues  précédemment, 

a  rr:  0,000  299. 

Avec  ces  valeurs  de  a  et  p,  on  peut  procéder  à  une  seconde  approximation 
dans  la  formule  (60);  on  retrouve  ainsi  la  même  valeur  de  ^. 
Nous  prendrons  donc 

(62)  a  1=0,000299,         [3  =  0,000  61 4,         y:=o,ooo3i5. 

Les  formules  (E')  et  (F')  nous  donneront  ensuite 


(E") 


(F") 


?sin9=— 5493"  sm(c+  mt  ^  Q  )  H- 94;"  sin(ro  —  Q), 
3cos<p  —  —  547i"cos(c  4-  /«^  —  Q)  -f-  972"cos(ct  —  Q); 

[  £=-947"sin(cî-a), 

/  ^=-972''cos(ct-  Q)-44"cos(c+m/-  Q). 


On  remarquera  que  la  relation  (3  =  2a,  qui  est  vérifiée  à  fort  peu  près  par 
les  nombres  de  M.  Franz,  rend  presque  égaux  les  coefficients  de  sin(rar  —  q)  et 

de  cos(cî  —  Q)  dans  les  expressions  de  0  sin;p,  0  cosç,  —  et  —  •  Le  terme  qui 

dépend  de  l'argument  c  + m;  —  Q  a  une  période  d'un  mois  sidéral  environ; 
la  période  du  terme  dont  l'argument  est  cr  —  Q  est  beaucoup  plus  considérable  ; 
elle  est  de  5'*"%98,  on  peut  dire  de  six  ans. 

A  la  surface  de  la  Terre,  les  pôles  n'éprouvent  aucun  déplacement  sensible; 
il  existe  donc  à  cet  égard  une  difTérence  essentielle  entre  le  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Lune  et  celui  du  sphéroïde  terrestre. 

On  peut  chercher  à  déduire  des  formules  (E")  des  développements  en  série 
pour  0  et  ç. 

Posons,  comme  précédemment, 

0  =  9  —  c  —  m^-l-Q  —  i8o% 

T.  -  n.  60 
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et  les  formules  (E''). vont  nous  donner 

0  sin€»  =:  1 1"  sin2  (c  +  tjU  —  Q  ) 

+  12"  sin(c  +  mt  +  w  —  2  Q  )  +  960"  sin(c  +  mt  —  cj), 

(?COSO  =  5482"—  II"  C0S2  (c  +  /«^—  Q) 

—  12"  cos(c  H-  vit  4-  cj  —  2  Q  )  —  960"  cos(c  +  ml  —  m). 

L'angle  <[>  étant  très  petit,  on  peut  remplacer  sintp  par  $,  cos$  par  i,  ce  qui 
donne 

/  ô  =  00  —  '  I  "  ces  2  (  e  +  /n;  —  Q  ) 

—  12"  cos(c  +  mt  -h  GCf  —  2  Q  )  —  960"  cos(c  +  mt  —  cr), 

<^sin6)o—  1 1"  sin2  (c  4- m<  —  Q  ) 

^      '  ^  +  12"  sin(c  H- m;  + CT  —  2  Q) +960"  sin(c  +  m/ —  nr), 

9  =  c  4-  m/  —  Q  —  O  +  1 80°, 

41  =  9  —  c  —  mi+  180°+  22"sinC  —  i33"sinO. 

Ces  formules  résolvent  le  problème  proposé;  elles  font  connaître  à  une 
époque  quelconque  la  position  du  système  des  axes  principaux  d'inertie  qui 
font  corps  avec  la  Lune. 

Elles  montrent  que  0  n'est  pas  rigoureusement  constant;  la  quantité  $  n'est 
pas  non  plus  absolument  nulle,  et  les  nœuds  de  l'équateur  lunaire  ne  coïncident 
pas  exactement  avec  ceux  de  l'orbite.  Ainsi  les  lois  de  Cassini  ne  sont  pas  d'une 
exactitude  absolue. 

204.  Nous  allons  voir  si  les  valeurs  numériques  de  a,  ^,  y  données  plus  haut 
sont  d'accord  avec  celles  que  l'on  peut  déduire  de  la  théorie  de  la  figure  de  la 
Lune.  Nous  avons  vu,  au  n"  62  du  Chapitre  VIII,  qu'en  supposant  la  Lune  homo- 
gène une  figure  ellipsoïdale  satisfait  aux  conditions  de  l'équilibre. 

Soient  2«,,  26,,  2c,  les  longueurs  des  axes  de  l'ellipsoïde;  on  aura 

A^M^^S         B:=M'-i^,         C  =  M?1±^; 
d'où,  avec  une  précision  suffisante. 


P  = 


bl 

+  cl 

a\ 

—  c? 

a\ 

4-C? 

a\ 

-6? 

A 

C-A 

B  a\~{-  c'I  c, 

B— A  _  o\--bl_  («1— c,)  — (^— Cl) 
C       "' al-^bl 
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On  a  trouvé,  à  la  fin  du  Chapitre  VIII,  les  aplatissements  des  sections  princi-' 
pales  de  l'ellipsoïde;  en  ayant  égard  à  ce  que  les  quantités  désignées  alors  par 
a,  6,  c  le  sont  maintenant  par  c,,  a,,  è,,  il  vient 

--^  o,ooo  087  5, 

n         hy  —  c^  , 

=z m  O  ,  000  009  4  » 


a  c_ 

et  il  en  résulte 

(63)  a  =1 0,0000094»  [3=10,0000375,  y  =1 0,000028  I. 

Or  l'étude  de  la  libration  de  la  Lune  nous  a  donné 

j3  =  o ,  000  6 1 4 , 

c'est-à-dire  une  valeur  seize  fois  plus  forte.  D'où  cette  conclusion  : 

La  Lune,  supposée  homogène,  n'a  pas  conservé  en  se  solidifiant  la  figure 
d'équilibre  qu'elle  avait  dû  prendre  quand  elle  était  fluide,  sous  l'influence  de 
l'attraction  mutuelle  de  ses  molécules,  de  son  mouvement  de  rotation  et  enfin 
de  l'attraction  de  la  Terre. 

On  démontre  que,  si  la  Lune,  supposée  fluide,  est  formée  de  couches  ellip- 
soïdales concentriques,  dont  la  densité  augmente  de  la  surface  au  centre,  la 
valeur  de  ^  sera  encore  plus  petite  que  celle  (63)  obtenue  dans  l'hypothèse  de 
l'homogénéité;  le  désaccord  serait  donc  encore  plus  grand.  Laplace  suppose 
qu'en  se  solidifiant  h  Lune  a  subi  quelques  modifications;  les  hautes  mon- 
tagnes et  les  autres  inéi,."iités  que  l'on  observe  à  sa  surface  doivent  avoir  sur  les 
différences  des  moments  d'inertie  une  influence  très  sensible  et  d'autant  plus 
grande  que  l'aplatissement  du  sphéroïde  lunaire  est  fort  petit  et  sa  masse  peu 
considérable. 
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CHAPITRE  XXIX. 

INFLUENCE  DES  ACTIONS  GÉOLOGIQUES  SUR  L\  ROTATION  DE  LA  TERRE. 
ÉPAISSEUR  ET  RIGIDITÉ  RELATIVE  DE  L'ÉCORCE. 


205.  La  théorie  delà  rotation  de  la  Terre,  telle  que  nous  l'avons  présentée, 
est  fondée  sur  l'hypothèse  de  la  rigidité  absolue  du  sphéroïde  terrestre.  Elle 
suppose  encore  que  la  Terre  tourne,  à  fort  peu  près,  autour  de  l'un  de  ses  axes 
principaux,  et  que  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  situés  dans  l'équateur 
sont  sensiblement  égaux.  Ce  sont  là  des  conditions  de  permanence  du  mouvement 
qui  se  sont,  sans  doute,  établies  peu  à  peu,  après  de  longues  oscillations,  en  vertu 
de  cette  loi,  souvent  invoquée  par  Laplace,  qui  veut  que  la  stabilité  de  l'équilibre 
ou  d'un  état  de  mouvement  résulte  des  réactions  mêmes  que  font  naître  les  mou- 
vements désordonnés.  C'est  ainsi  que  les  balancements  de  l'axe  de  rotation, 
causés  par  une  différence  fortuite  entre  les  moments  d'inertie  B  et  A,  devaient 
brasser  la  masse  en  fusion  de  manière  à  rétablir  l'égalité,  et  s'éteindre  en  la 
rétablissant.  L'action  des  eaux  et  de  l'atmosphère  sur  les  continents  tend  à  pro- 
duire des  effets  analogues. 

On  peut  se  demander  si  cet  état  d'équilibre  ou  de  permanence  du  mouve- 
ment est  définitif,  et  dans  quelle  mesure  il  peut  être  troublé  par  l'effet  des  phé- 
nomènes géologiques  ou  météorologiques  qui  produisent  des  changements  à  la 
surface  du  globe  et  à  une  certaine  profondeur. 

Laplace  a  examiné  surtout,  à  ce  point  de  vue,  l'influence  des  marées  (Méca- 
nique cé/es/e,  Livre  V,  n""*  10-12).  Il  arrive  à  ce  théorème,  mentionné  au  n*^  194  : 
«  Les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation  sont  exactement  les  mêmes 
que  si  la  mer  formait  une  masse  solide  avec  le  sphéroïde  qu'elle  recouvre.  »  Ce 
théorème  a  lieu,  quelles  que  soient  les  irrégularités  de  la  profondeur  de  la  mer 
et  les  résistances  qu'elle  éprouve  dans  ses  oscillations.  De  même,  les  courants, 
les  fleuves,  les  tremblements  de  terre,  les  vents  et  en  général  tout  ce  qui  peut 
agiter  la  Terre  dans  son  intérieur  et  à  sa  surface,  reste  sans  effet  sur  son  mou- 
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vement  de  rotation.  «  Le  déplacement  de  ses  parties  peut  seul  altérer  ce  mou- 
vement; si,  par  exemple,  un  corps  placé  au  pôle  était  transporté  à  l'équateur, 
la  somme  des  aires  devant  toujours  rester  la  même,  le  mouvement  de  rotation 
de  la  Terre  en  serait  un  peu  diminué;  mais,  pour  que  cela  fût  sensible,  il  fau- 
drait supposer  de  grands  changements  dans  la  constitution  de  la  Terre.  » 

A  son  tour.  Poisson  à\i  {Mécanique,  t.  II,  p.  l\6i)  :  «  Les  tremblements  de 
terre,  les  explosions  volcaniques,  le  souffle  des  vents  contre  les  côtes,  les  frot- 
tements et  la  pression  de  la  mer  sur  la  partie  solide  du  sphéroïde  terrestre, 
répondant  à  des  actions  mutuelles  des  parties  du  système,  il  n'en  peut  résulter 
aucune  variation  du  moment  principal  [du  couple  résultant].  »  Et,  les  déplace- 
ments étant  insuffisants  pour  altérer  le  moment  d'inertie  correspondant,  ces 
causes  n'influent  pas  sur  la  durée  du  jour. 

La  précision  toujours  croissante  des  observations  astronomiques  ne  permet 
plus  de  s'en  tenir  à  ces  conclusions  sommaires,  et  les  géomètres  ont  commencé 
à  se  préoccuper  de  l'évaluation  numérique  des  effets  perturbateurs  auxquels 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  pourrait  être  soumis. 

Parmi  les  premiers  qui  aient  sérieusement  abordé  cet  ordre  d'idées,  il  faut 
citer  W.  Hopkins,  dont  les  Researches  in  Physical  Geology,  publiées  dans  les 
Philosophical  Transactions  de  iSSg,  i84oet  1842,  ont  fortement  attiré  l'attention 
sur  les  points  de  contact  qui  existent  entre  l'Astronomie  et  la  Géologie.  Dans 
son  premier  Mémoire,  il  étudie  le  mouvement  de  rotation  d'un  ellipsoïde  ho- 
mogène, composé  d'un  noyau  parfaitement  fluide  et  d'une  croûte  rigide,  inté- 
rieurement lisse,  dont  les  deux  surfaces  ont  la  même  ellipticité  £.  Il  calcule 
les  pressions  qui  résultent  dés  marées  que  tend  à  produire  l'attraction  luni- 
solaire,  ainsi  que  celles  qui  résultent  de  la  force  centrifuge  du  fluide  quand  son 
axe  de  rotation  ne  coïncide  pas  avec  celui  de  l'écorce  solide.  En  tenant  compte 
de  ces  eff'ets,  il  trouve  que  la  précession  et  la  nutation  lunaire  sont  exactement 
les  mêmes  que  po.ur  un  ellipsoïde  homogène  et  solide,  et  que  la  nutation  solaire 
a  aussi  la  même  valeur  dans  les  deux  hypothèses,  sauf  le  cas  particulier  où 
l'épaisseur  de  l'écorce  serait  0,28  du  rayon  terrestre.  Il  y  a,  en  outre,  un  terme 
périodique  nouveau,  mais  qui  peut  être  regardé  comme  négligeable. 

Dans  le  second  Mémoire,  Hopkins  considère  un  ellipsoïde  toujours  composé 
d'une  écorce  rigide  et  d'un  noyau  fluide,  mais  cette  fois  hétérogène  au  point  de 
vue  de  la  densité.  Il  arrive  au  résultat  suivant  :  Soient  £,  e,  les  ellipticités  de 

la  surface  intérieure  et  de  la  surface  extérieure  de  l'écorce;  ^  =  —  le  rapport 

des  rayons  moyens  correspondants;  P,  la  précession  d'un  ellipsoïde  homogène 
d'ellipticité  £,  ;  P'  la  précession  observée.  On  aura 
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OÙ  Y]  <C  r  et  A  =  2  à  peu  près,  de  sorte  que  cette  expression  pourra  s'écrire 
Or  on  a  P'=-  5o",  et  P,  =  5n"  en  prenant  — 7^—  =  £,  =  ;-—  et  la  masse  de  la  Lune 

'  ^  L  000 

égale  à —;  Hopkins  en  conclut  que  l'expression  (A)  doit  avoir  pour  valeur^*  Les 

coefficients  de  la  nutation  sont  altérés  dans  le  même  rapport  que  la  précession. 

Le  résultat  serait  évidemment  très  différent,  si  l'on  adoptait  pour  la  masse  de 

la  Lune  un  nombre  plus  petit,  par  exemple  celui  (00)  que  nous  avons  trouvé 

plus  haut  (n°  192);  il  dépend  aussi  de  la  valeur  de  e,  ;  et  rien  ne  prouve,  en 
somme,  que  F,  diffère  beaucoup  de  P'. 

Quoi  qu'il  en  soit,  Hopkins  conclut  que  l'ellipticité  des  couches  diminue  à 
partir  de  la  surface  terrestre,  et  qu'en  négligeant  y]  on  peut  supposer 

£    I  £    7 

'~£;~8'      £;~8' 

Il  considère  la  surface  interne  de  l'écorce  comme  une  surface  d'égale  solidité 
ou  d'égale  fluidité,  et  il  admet  que  l'ellipticité  des  surfaces  ainsi  définies  est 
intermédiaire  entre  celle  des  surfaces  d'égale  densité  et  celle  des  surfaces  iso- 
thermes. Il  montre  que  l'ellipticité  de  ces  dernières  va  en  croissant,  tandis  que 
celle  des  premières  va  en  diminuant.  En  adoptant,  pour  la  loi  des  densités, 
l'hypothèse  de  Legendre  (n**  116,  p.  286)  et  en  faisant  m  -—  i5o°,  il  trouve  une 
valeur  de  e,  qui  s'accorde  avec  l'aplatissement  connu,  et  une  valeur  de  £  qui 

satisfait  à  la  condition  —  =  ^  pour  —  =  j,  ce  qui  donne  une  épaisseur  égale  à 
jat  =  1600'^™.  Il  s'arrête,  dans  son  troisième  Mémoire,  à  cette  conclusion  que 

l'écorce  terrestre  doit  avoir  une  épaisseur  au  moins  égale  au  cinquième  et  peut- 
être  au  quart  du  rayon  terrestre. 

Il  y  a  là  une  tentative  intéressante,  dont  les  détails  qui  précèdent  feront 
mieux  apprécier  la  portée.  Mais  on  voit  que  Hopkins  néglige  le  frottement; 
ses  prémisses  sont  trop  précaires  pour  qu'on  puisse  attacher  une  importance 
quelconque  à  ses  résultats  numériques. 

Vers  1846,  le  même  sujet  a  été  abordé  par  M.  Hennessy  dans  ses  Besearches 
in  terreslrial Physics  {^Philosophical  Transactions,  i85i).  M.  Hennessy  a  critiqué 
quelques-unes  des  conceptions  de  Hopkins.  Il  lui  reproche  surtout  d'admettre 
tacitement  que  les  molécules  dont  se  forme  la  croûte  n'éprouvent  aucun  chan- 
gement de  position  pendant  la  solidification.  D'après  les  vues  de  M.  Hennessy, 
au  cours  de  la  solidification  du  noyau  liquide,  la  surface  interne  de  la  croûte  a 
dû  prendre  une  ellipticité  pour  le  moins  aussi  grande  que  celle  de  la  surface 
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externe,  parce  que  la  séparation  de  chaque  couche  qui  devient  solide,  et  son, 
adhérence  à  la  croûte,  modifient  la  pression  du  fluide  abandonné,  qui  peut  dès 
lors  prendre  une  forme  se  rapprochant  de  celle  du  sphéroïde  primitif.  Une 
remarque  analogue  a  été  faite  par  Plana  (^Astronomische  Nachrichten,  n°  860). 
On  aurait  donc,  d'après  M.  Hennessy,  £>£,,  ce  qui  donnerait  P,  "<P',  con- 
trairement à  ce  que  semble  indiquer  l'observation.  M.  Hennessy  en  conclut 
que  le  mouvement  de  rotation  de  l'écorce  terrestre  et  du  noyau  liquide  a  lieu, 
à  peu  près,  comme  si  le  tout  formait  une  masse  solide. 

Le  travail  de  Hopkins  a  été  discuté,  à  d'autres  points  de  vue,  par  J.-G.  Bar- 
nard  ('). 

Sir  William  Thomson  a  traité  les  mêmes  questions  dans  son  Mémoire  On  the 
rigidity  of  the  Earth  {Philosophical  Transactions,  i863).  Il  va  plus  loin  que 
Hopkins,  et  affirme  qu'aucune  masse  liquide  continue,  approchant  des  di- 
mensions d'un  sphéroïde  de  6000  miles  (9600^^'")  de  diamètre,  ne  peut  exister 
dans  l'intérieur  de  la  Terre  sans  rendre  certains  phénomènes  sensiblement 
différents  de  ce  qu'ils  sont. 

En  parlant  de  l'écorce  solide  de  la  Terre,  on  sous-entend  presque  toujours 
qu'il  s'agit  d'une  enveloppe  rigide,  ce  qui  est  une  impossibilité  physique.  Une 
écorce  relativement  mince  serait,  de  toute  nécessité,  flexible;  elle  céderait  aux 
actions  déformatrices  du  Soleil  et  de  la  Lune  presque  autant  que  le  fluide  inté- 
rieur. Mais  alors  il  n'y  aurait  plus  de  marées;  car  la  mer  et  l'écorce  solide  s'élè- 
veraient et  s'abaisseraient  ensemble,  et  le  niveau  des  eaux  ne  changerait  pas 
d'une  manière  appréciable.  L'amplitude  des  marées  serait  encore  réduite  aux 
deux  cinquièmes  ou  aux  deux  tiers  de  sa  valeur  si  la  Terre  était  un  corps  solide 
d'une  rigidité  ne  dépassant  pas  celle  du  verre  ou  de  l'acier.  C'est  là  l'argument 
principal  qu'on  puisse  invoquer  contre  l'hypothèse  d'une  écorce  solide  reposant 
sur  un  noyau  liquide,  bien  que,  de  l'avis  de  M.  Darwin  {Tides,  §  44),  l'état  de 
nos  connaissances  touchant  le  phénomène  des  marées  ne  permette  pas  encore 
de  préciser  ainsi  le  degré  de  rigidité  du  globe. 

Sir  W.  Thomson  puisait  un  autre  argument  dans  la  théorie  des  phénomènes 
de  la  précession  et  de  la  nutation.  La  déformation  élastique  d'une  mince  écorce, 
pensait-il,  aurait  pour  effet  de  diminuer  sensiblement  la  valeur  du  couple  des 
forces  perturbatrices  (^);  mais  comme,  d'autre  part,  le  moment  d'inertie  effectif 
C  qui  figure  au  dénominateur  serait  ici  beaucoup  plus  faible  que  dans  le  cas 
d'un  globe  solide,  il  y  aurait  deux  influences  contraires,  tendant  à  altérer  la 
précession  et  la  nutation  dans  deux  sens  opposés,  et  qui  ne  pourraient  se  com- 

(1)  Problems  of  rotarr  motion  {Smiths.  Contrib.  to  knowledge,  l.  XIX,  1874). 

(2)  C'était  la  conséquence  de  cette  proposition,  abandonnée  dans  la  suite,  qu'un  sphéroïde  liquide 
n'aurait  point  de  précession,  la  surface  déformée  étant  encore  une  figure  d'équilibre.  (La  précession 
d'un  sphéroïde  fluide  est,  en  réalité,  sensiblement  égale  à  celle  d'un  sphéroïde  rigide  de  même  ellipticité.) 
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penser  que  par  une  coïncidence  fortuite.  L'accord  de  la  théorie  reçue  avec  l'ob- 
servation pourrait  donc  être  regardé,  à  bon  droit,  comme  une  preuve  de  la 
rigidité  presque  parfaite  du  sphéroïde  terrestre.  Ces  considérations  se  trouvent 
encore  développées  dans  la  première  édition  du  T réalise  on  Natural  Philosophy 
(§§  847,  848);  nous  verrons  plus  loin  qu'elles  n'ont  pas  été  maintenues. 

On  sait  que  Delaunay  a  contesté  les  objections  mises  en  avant  contre  l'hypo- 
thèse de  la  fluidité  intérieure  du  globe  terrestre  et  fondées  sur  la  théorie  de  la 
précession  (Comptes  rendus,  1 3  juillet  i868).  Il  soutient  que  la  masse  fluide  doit 
suivre  la  croûte  qui  l'enveloppe,  absolument  comme  si  le  tout  formait  une  seule 
masse  solide.  Cette  affirmation  est  appuyée  sur  une  expérience  de  laboratoire 
où  l'on  voit  l'eau  contenue  dans  un  ballon  de  verre  suivre  les  mouvements  de  ro- 
tation imprimés  à  ce  dernier  (Comptes  rendus,  20  juillet  1868).  Dans  l'opinion  de 
Delaunay,  les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation  ne  peuvent  donc  four- 
nir aucune  donnée  sur  le  plus  ou  moins  d'épaisseur  de  la  croûte  solide  du  globe. 

Il  faut  dire  maintenant  que,  dans  un  discours  prononcé  en  1876  devant  l'As- 
sociation britannique  réunie  à  Glasgow,  Sir  W.  Thomson  a  lui-même  rectifié 
plusieurs  points  de  son  Mémoire  de  i863.  Il  ne  retient  que  l'argument  tiré 
de  la  considération  des  marées,  et  déclare  qu'il  abandonne  celui  qui  reposait 
sur  la  théorie  de  la  précession. 

En  revanche,  il  invoque,  contre  l'existence  d'une  écorce  rigide,  un  argu- 
ment nouveau.  D'après  lui,  la  quasi-rigidité  que  les  mouvements  tourbillon- 
naires  communiquent  aux  liquides  mettrait  obstacle  au  glissement  d'une  écorce 
faiblement  elliptique.  En  la  supposant  rigide,  l'écorce  entraînerait  complète- 
ment le  noyau  dans  les  oscillations  à  longues  périodes,  telles  que  la  précession; 
mais  les  nutations  à  courte  période  (notamment  celles  de  six  mois  et  de  qua- 
torze jours)  seraient  fortement  altérées  sinon  dénaturées.  C'est  là  une  raison 
nouvelle  pour  exclure  l'hypothèse  d'une  mince  écorce  rigide,  qui,  d'ailleurs, 
est  contraire  à  toutes  les  données  physiques. 

Ajoutons  que  M.  G. -H.  Darwin  a  combattu,  de  son  côté,  l'hypothèse  d'une 
mince  écorce,  en  s'appuyant  sur  la  théorie  de  la  résistance  des  matériaux,  qui 
exige  qu'à  une  profondeur  de  1600""°  la  croûte  solide  ait  encore  une  rigidité 
comparable  à  celle  du  granit  (^  ). 

Au  lieu  d'un  noyau  liquide,  beaucoup  de  géologues  admettent  aujourd'hui 
un  noyau  solide  séparé  de  l'écorce  par  une  couche  plus  ou  moins  épaisse  de 
matière  liquide  ou  pâteuse.  Aux  limites  de  cette  zone  médiane,  les  changements 
dépression  périodiques  doivent  provoquer  des  liquéfactions  locales;  c'est  un 
mécanisme  analogue  au  jeu  des  geysers.  Enfin,  quelques  physiciens  pensent 
que  l'intérieur  de  la  Terre  pourrait  fort  bien  se  trouver  à  l'état  gazeux,  si  la 


(1)  On  the  Stresses  caused  in  the  interior  of  the  Earth  hy  the  fVeiglit  of  Continents  and  Moun- 
tains  {Philos.  Trans.,  1882). 
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température  y  dépasse  le  point  critique  de  la  liquéfaction;  un  gaz  comprimé,  à 
une  température  de  loooo*'  ou  20000**,  aurait  la  densité  des  corps  solides,  mais 
un  coefficient  de  dilatation  beaucoup  plus  grand. 

On  voit  que,  si  l'on  renonce  à  considérer  la  Terre  comme  un  corps  parfaite- 
ment rigide,  le  champ  reste  libre  aux  hypothèses.  Il  y  a  d'ailleurs  intérêt  à  étu- 
dier les  lois  théoriques  de  la  rotation  des  sphéroïdes,  soit  plastiques,  soit 
liquides.  C'est  ce  qu'ont  fait  M.  G. -H.  Darwin  [On  the  Precession  of  a  viscous 
spheroid  {Philos.  Trans.,  1879)]  et  M.  S.  Oppenheim  [Rotation  und  Pràcession 
einesjlûssigen  Sphàroids  {Astron.  Nachrichten,  n**270l;  i885)].  On  trouve  qu'en 
première  approximation  le  coefficient  de  la  précession  d'un  sphéroïde  liquide 
ne  diffère  pas  sensiblement  de  celui  d'un  sphéroïde  solide,  mais  que  la  vitesse 
de  rotation  est  sujette  à  une  variation  périodique  (*).  La  question  est  d'ailleurs 
étroitement  liée  à  celle  des  marées  d'un  sphéroïde  liquide,  et  nous  devons 
nous  borner  ici  à  ces  brèves  indications. 

Même  en  admettant  la  rigidité  de  la  charpente  générale  du  globe,  on  ne  peut 
se  refuser  à  reconnaître  que  des  changements  s'opèrent  encore  sous  nos  yeux. 
Les  indices  d'un  reste  de  mobilité  de  la  croûte  solide  ne  manquent  pas  :  soulè- 
vement des  côtes  de  la  péninsule  Scandinave,  de  la  Sibérie,  de  l'Ecosse,  des 
régions  méditerranéennes,  du  Pérou  et  du  Chili;  affaissement  des  rivages  de 
l'Adriatique,  du  littoral  de  la  Manche  et  de  la  mer  du  Nord,  du  Brésil,  etc.  (^). 
Quelle  que  soit  la  cause  de  ces  lentes  oscillations  du  sol,  les  géologues  en  con- 
statent incessamment  les  effets.  Dans  une  moindre  mesure,  l'érosion  des  falaises 
par  le  travail  des  eaux,  l'accroissement  progressif  des  plages  d'alluvions,  le 
transport  des  graviers  par  le  courant  des  fleuves,  la  fonte  des  glaces  polaires, 
sont  des  causes  de  variations  séculaires  dont  il  n'est  pas  inutile  d'examiner 
l'influence  possible  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre. 

C'est  à  ce  point  de  vue  que  se  sont  placés  M.  Gyldén,  dans  ses  Recherches  sur 
la  rotation  de  la  Terre  (1871),  et  M.  G. -H.  Darwin,  dans  son  Mémoire  On  the 
Influence  of  geological  changes,  etc.  (1877),  dont  il  sera  question  plus  loin. 
Citons  aussi  le  travail  récent  de  M.  Schiaparelli  :  De  la  rotation  de  la  Terre  sous 
l'influence  des  actions  géologiques  (i  889). 

On  conçoit  aisément  que  l'effet  des  changements  géologiques  puisse  se  ma- 
nifester de  trois  manières  :  i**  par  des  déviations  locales  de  la  verticale;  2°  par 
un  déplacement  de  l'axe  de  rotation  dans  l'intérieur  de  la  Terre,  d'où  résulte 
une  variation,  séculaire  ou  périodique,  des  latitudes;  3'*  par  un  déplacement  de 
cet  axe  dans  l'espace;  en  d'autres  termes,  par  une  nutation  qui  affecte  les  coor- 
données des  étoiles.  Nous  dirons  plus  loin  ce  que  l'observation  a  permis  de  con- 
stater à  cet  égard. 

(1)  Bulletin  astronomique,  t.  III,  p.  52. 

(2)  Elisée  Reclus,  La  Terre,  t.  I,  p.  ySo-Sii. 
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206.  Changement  de  Taxe  de  rotation  dû  au  déplacement  d'une  masse 
donnée.  —  Pour  apprécier  l'influence  qu'un  changement  géologique  supposé 
pourrait  exercer  sur  l'axe  de  rotation  de  la  Terre,  il  faut,  avant  tout,  chercher 
la  variation  qu'éprouveraient  les  axes  principaux;  on  verra  plus  loin  comment 
la  position  de  l'axe  de  rotation  est  liée  à  celle  de  l'axe  terrestre  OC.  Le  sujet  a  été 
traité  d'abord  par  Bessel,  dans  une  courte  Note  publiée  en  1818  (*);  ensuite 
par  Haedenkamp  (^),  par  M.  Darwin  et  M.  Schiaparelli,  dans  les  Mémoires  déjà 
cités.  Nous  nous  bornerons  à  quelques  indications  qui  simplifient  le  problème. 

En  premier  lieu,  il  sera  inutile  de  se  préoccuper  du  déplacement  possible 
du  centre  de  gravité  de  la  Terre;  c'est  ce  que  prouvera  un  exemple.  Admettons, 
avec  M.  Scbiaparelli,  que  le  grand  plateau  central  de  l'Asie  occupe  à  peu  près 
j~  de  la  surface  du  globe,  que  son  élévation  moyenne  est  ~j-^  du  rayon  ter- 
restre (4240"")  et  sa  densité  la  moitié  de  la  densité  moyenne  de  la  Terre;  sa 
masse  représentera  j^^^^  de  la  masse  totale.  Supposons  maintenant  que  l'énorme 
plateau  soit  soulevé  tout  entier  d'une  centaine  de  mètres;  le  centre  de  gravité 
de  la  Terre  se  déplacera  d'une  quantité  100  000  fois  plus  petite,  c'est-à-dire 
de  1""°.  L'influence  que  ce  changement  pourrait  exercer  sur  le  temps  de  révo- 
lution n'irait  pas  à  i  millionième  de  seconde  (o% 000 000  3).  On  voit,  par  cet 
exemple,  qu'il  suffira  de  considérer  le  changement  de  direction  des  axes  prin- 
cipaux en  négligeant  le  déplacement  du  centre  de  gravité. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  chercher  la  déviation  des  axes  principaux  et, 
en  particulier,  celle  de  l'axe  polaire  OC,  qui  résulte  de  ce  qu'une  masse  [x  (par 
exemple  un  aérolithe)  s'ajoute  à  la  masse  terrestre  en  un  point  dont  les  coor- 
données sont  ^,  Y],  ^.  Si  ensuite  on  suppose  qu'une  masse  égale  est  enlevée 
ailleurs,  la  résultante  des  deux  eff^ets  représentera  la  déviation  causée  par  le 
déplacement  de  la  masse  [t.,  dont  les  coordonnées  varient  brusquement  de  quan- 
tités finies  B^,  §y],  (5'C.  Mais,  avant  d'aborder  ce  problème,  il  convient  d'établir 
quelques  formules,  relatives  aux  moments  d'inertie,  qui  nous  seront  encore 
utiles  dans  la  suite. 

207.  Variations  des  axes  î)rincipaux.  ~  Nous  désignerons,  à  l'ordinaire, 
par  A,  B,  C  les  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  0^,  Oj,  0^,  et  par  D,  E,  F 
les  quantités  que  les  auteurs  anglais  appellent  momenls  de  déviation  ou  produits 
d'inertie, 

A  =^  m(j2+  ^^),  B  :=2  '^(-'  +  ^')'         C=2!  ^^i^'  +  y')^ 

D  =  V  myz,  E  =  V  m  zx,  ^  "  5]  '^^f' 


(  1  )  Ueher  den  Einjluss  der  Verànderungen  des  Erdkôrpers  aufdie  Polhôhen  {Abhand.,  t.  III,  p.  3o4). 
(2)  Annales  de  Po'ggeadorff,  t.  XC;  i853. 
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Les  moments  d'inertie  principaux,  que  nous  désignerons  par  -lo,  nb,  a  toutes- 
les  fois  qu'il  sera  nécessaire  de  les  distinguer  des  moments  d'inertie  relatifs  à 
des  axes  quelconques,  sont  définis  par  les  conditions 

T)t=o,         E  =  o,        F  =  o, 
auxquelles  s'ajoutent  les  relations 

V  DIX  =  o,  V  my  -~  o,  2_.  m  z  =:  o, 

si  les  axes  principaux  passent  par  le  centre  de  gravité,  comme  nous  le  suppose- 
rons toujours. 

Soient  a,  (3,  y,  a/,  ^',  y',  a",  p",  y"  les  cosinus  directeurs  des  axes  principaux 
par  rapport  à  des  axes  quelconques  Ox,  Oy,  Oz  ayant  même  origine;  on  aura 
les  relations  connues 

et  trois  systèmes  d'équations  de  la  forme 

a(.l.  —  A)  +  a'F  +  a"E  =  o, 
aF+a'(=.'U--B)  +  a"D  =  o, 
«E  +  a'D  +  a"(.t  —  C)  =  o, 

OÙ  l'on  peut  écrire  ^,  -iil)  ou  y,  a  à  la  place  de  a  et  rX.  Ces   relations  donnent 
pour  .1,,  Di,  a  une  équation  du  troisième  degré 

(.1,  —  A)  {X  —  B)  (cl.  —  C)  —  iy'{.%>  —  A)  —  E^(-.l,  —  B)  —  F-^(c.l,  —  C)  +  2DEF  =  o, 

puis 


(  a  [EF  —  D{rX  -  A)]  =  5c'[FD  -  E(.\.  —  B)]  =  a"[DE  -  F(cl,  -  C)]  =  H, 


(.U  — B)(.l-  — C)  — D-       (.1,  — C)(=.l>  — A)  —  E^      (ol,  — A)(ol>  — B)  — F' 


=  K^ 


où  H  et  K  se  déterminent  par  la  condition  a-  +  a'^  h-  a"^  =:i  i .  On  trouve  ensuite 
pour  A,  B,  C,  ...  les  expressions 

A  —  CfP'     cl,  +  ;3^     ili,  +  y2     z, 
B  =  a'^    cl,  +  ^'^    Hî,  +  y'2     a, 

C  =  a"^    Jl.  +  [5"-    lU.  4-  7"^    a  ; 

—  D  =  a' «'M.  +  (3';3"iil.  +  y'/' 3, 

—  E  =  a" a  cl,  4-  [3" [3  Hb  +  y"-/  a,    ' 

—  F  rr:  y.^    X  +  (3^'  Hb  -\-  yy'    a, 
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qui  peuvent  encore  se  mettre  sous  la  forme  suivante 


W 


A  =  ol,  +  (3^  (lll>  —  cil,)  +  y-  (3  —  cl,), 


Si  les  moments  principaux  =.1,,  iJl  étaient  égaux,  on  aurait  simplement 
(0) 


A=.l,+  y2(a  — X), 
D=—  y'y"(3  — oiU), 


Revenons  maintenant  au  problème  du  numéro  précédent. 

Une  masse  [jl  est  ajoutée  à  la  masse  terrestre  M  en  un  point  dont  les  coordon- 
nées, par  rapport  aux  axes  principaux,  sont  ^,  y],  '(;  ou  bien,  cette  masse  est 
déplacée,  et  ses  coordonnées  deviennent  ^  -h  S^,  y]  +  Sy],  X.  ■+■  S^.  Dès  lors,  les 
conditions  D  =  E  :=  F  =  o  deviennent,  suivant  le  cas, 

ou  bien 

{d')                              l)  =  ^.ô(-oÇ),         E^/Ji.ô(ÇO,         F  =  /^. 0(^-0), 
où  §(^Y])  =  l'r{  —  lr\ 

Les  moments  d'inertie  A,  B,  C,  rapportés  aux  axes  primitifs,  ne  sont  plus  des 
moments  principaux;  les  nouveaux  axes  principaux  se  déterminent,  par  rapport 
aux  anciens,  par  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y,  ...  ou  par  les  angles  cp,  ^,  ô  du 
n^  169,  et  il  s'agit  de  savoir  s'il  sera  permis  de  considérer  6  comme  très  petit. 

D'après  ce  qui  précède,  D,  E,  F  sont  ici  de  très  petites  quantités  de  l'ordre 
de  \k.  Dans  cette  hypothèse,  la  considération  de  l'équation  du  troisième  degré 
qui  fournit  les  nouveaux  moments  principaux  x,  iiL,  s,  et  des  expressions  (a), 
qui  servent  à  calculer  les  angles,  montre  que,  si  A,  B,  C  sont  sensiblement 
différents,  les  différences  =.1,  —  A,  d!>  —  B,  ©  —  C  sont  de  l'ordre  de  \x^,  et  les  axes 
principaux  ne  s'écartent  des  axes  primitifs  que  de  quantités  de  l'ordre  de  [jl. 

Si  la  difTérence  A  —  B  est  elle-même  très  petite,  comme  dans  le  cas  de  la  Terre, 
si  elle  est  par  exemple  de  l'ordre  de  [Ji,  ces  conclusions  ne  s'appliquent  qu'à 
l'axe  polaire;  la  différence  G  —  G  est  toujours  de  l'ordre  de  \l-,  l'axe  S  s'écarte 
très  peu  de  l'axe  C,  et  l'on  peut  faire  y"  =  r  ;  mais  les  différences  ,.1,  —  A,  i)î)  —  B 
sont  de  l'ordre  de  [j.,  et  les  axes  équatoriaux  sont  déviés  de  quantités  finies.  On 
voit  toutefois,  et  c'est  l'essentiel,  qu'il  sera  toujours  permis  de  considérer 
l'angle  G  comme  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de  [x. 

On  peut  encore  faire  la  remarque  suivante  :  Si,  à  l'origine,  avant  la  déforma- 
tion, on  avait  eu  exactement  A  =  B,  la  situation  des  axes  équatoriaux  O^f,  Oy 
resterait  arbitraire;  on  pourrait  donc  les  placer  de  manière  à  les  rapprocher  des 
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axes  nouveaux.  Mais  il  est  plus  naturel  de  supposer  que  la  différence  A  —  B  est 
seulement  très  petite. 

Nous  aurons  maintenant  recours  aux  formules  du  n"  169  pour  exprimer  a, 
p,  Y,  ...  en  fonction  des  trois  angles  9,  'j',  6,  dont  le  dernier  (l'angle  ;30^<) 
sera  supposé  assez  petit  pour  qu'on  puisse  négliger  6^.  On  trouve  ainsi 


j3'=  cos(9  —  4^)»         0."=:— 5  sino, 
(/)  /  a'  =  — (3=  sin(9  — 4>),         [3"  =  — 9cos9, 


1   a  =      p  —  COI 

t    a' nz  —  (3  =:  Sil 


Si  l'on  suppose  encore  que  la  différence  x  —  ub  est  de  l'ordre  de  0,  les  relations 
qui  précèdent  donnent,  en  négligeant  6-  et  0(»,i,  —  ni)), 

'^  j  D  =  )/'(Jl>  — 3),  E=:y(ol,  — 3),  F=:a[3(cl,  —  Dl,). 

En  mettant  A  —  C  à  la  place  de  JU  —  8,  la  déviation  G  de  l'axe  polaire  et  sa 
longitude  co  =  90''  —  ^^  seront  données  par  les  formules 


D  „  E 

smco=— -^ TJ  9cosw 


(A) 


A  —  -      c-A' 


G-A    ' 
dans  lesquelles  il  faut  faire 

OU  bien 

suivant  qu'il  s'agit  d'une  addition  de  masse  ou  d'un  déplacement. 

208.  Cas  particuliers.  —   Dans  les  calculs  qui  vont  suivre,  nous  prendrons 
C=^MR%         C  — A  =  o,oon.MR% 

M  étant  la  masse  de  la  Terre  et  R  son  rayon  moyen.  On  arrive  à  ces  relations  en 
adoptant  pour  les  densités  la  loi  de  Laplace  ou  une  loi  analogue.  En  nombres 
ronds,  le  volume  de  la  Terre  est  de  108.10'°  kilomètres  cubes,  sa  surface  de 
5r  .10^  kilomètres  carrés,  et  M  =  6. 10^.*  kilogrammes. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  masse  [x,  par  exemple  d'un  aérolithe,  qui 
s'ajoute  à  M,  au  point  \,  y],  £^.  Posons 

4  =  I^cosX  cosL,        ri  =  RcosXsinL,        Ç:=RsinX; 
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nous  aurons 

(i)  1)  =r -/JiR^  si'n2>.  sinL,        E  = -/jl  11^  sin^X  cosL, 

et  les  formules  (/i)  nous  donneront 

(k)  0  =  46o4f  sin2>,,         o)  =  i8o°+L. 

M 

Il  est  à  remarquer  que  cette  déviation  tend  à  repousser  le  pôle  d'inertie  sur 
le  prolongement  du  méridien  de  [jl;  on  le  voit  plus  directement  en  faisant  yj  =  o, 
L  =  o,  (0  =  i8o**.  Elle  est  ici  exprimée  en  parties  du  rayon;  pour  l'avoir  en  se- 
condes, il  faut  diviser  par  sini".  Le  produit  OR  représente  le  déplacement 
linéaire  du  pôle.  On  voit  aussi  que  le  maximum  d'effet  s'obtient  pour  X  =  45". 

Une  masse  [jt,  de  23ooo''™*'  et  de  densité  2,^5,  ou  une  masse  d'eau  de  63ooo''""', 
appliquée  sous  la  latitude  moyenne  de  45°,  ferait  donc  fléchir  l'axe  OC  d'environ 
i"  d'arc,  ou  avancer  le  pôle  de  3o",  dans  la  direction  opposée. 

Si  la  masse  [x  était  enlevée,  le  pôle  C  se  rapprocherait;  il  faudrait  donner  à  ô 
le  signe  négatif  ou  bien  faire  w  =  L  au  lieu  de  i8o*^  -h  L. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  masse  pt.  qui  se  déplace  verticalement,  de 
sorte  que  la  distance  r  de  son  centre  de  gravité  au  centre  de  la  Terre  devient 

/' -f-  or.  Comme  les  rapports  ->  -»  -  ne  varient  pas,  nous  aurons 
et,  par  suite, 

\)  -=L  1  IXCiL,  — )  ïL.z^2U.cX,  — » 

'  /•  '  /■ 

et  ces  expressions  montrent  que  l'effet  d'un  exhaussement  vertical  §r  de  la 

masse  [x  s'obtient  en  multipliant  par  2—  celui  que  produirait  l'addition  de  cette 
masse  au  même  endroit. 

En  prenant  r=  R,  les  formules  {k)  nous  donnent  ici 

(/)  0  =  920^  sinaA  — j  w=ri8o°+L, 

et  Gr  représente  le  déplacement  linéaire  du  pôle.  Supposons,  pour  prendre  un 
exemple,  que  le  plateau  central  de  l'Asie  ait  été  brusquement  soulevé  d'environ 
4200™  (sa  hauteur  moyenne);  nous  aurons 

r-r  5  — ;; >  A  OO    , 

M  I  OU  000  /•  IDOO 
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d'où 

c'est-à-dire  que  le  pôle  d'inertie  est  repoussé  de  36™  vers  l'Amérique. 

Si  la  masse  [x  se  déplace  le  long  d'un  méridien,  c'est  X  qui  varie;  il  n'y  a 
qu'à  remplacer,  dans  les  formules  (i)  et  (k),  sin2.'k  par  §(sin2>.),  et  l'on 
trouve 

{m)  5  ::=  920^  C0S2>.  ÔA,  CO:=l8o°+L. 

Pour  une  valeur  négative  de  §X,  on  aurait  a)=:L  en  conservant  à  ô  le  signe  +. 
On  voit  que  le  pôle  marche  dans  le  même  sens  que  la  masse  (x;  le  maximum 
d'effet  s'obtient  pour  X  =  o  ou  X  =  90°. 

Si  le  déplacement  a  lieu  suivant  un  parallèle,  il  faut,  dans  les  formules  (i), 
écrire  SsinL,  ScosL  à  la  place  de  sinL,  cosL;  cela  revient  à  remplacer  D,  E 
par  E  (5L,  —  D  SL.  On  trouve 

(n)  6  cr:  460^  sin2XâL,         w^L  —  90°. 

Le  pôle  se  déplace  perpendiculairement  au  méridien  de  [x  et  dans  le  sens 
opposé  au  mouvement  de  la  masse. 

Supposons  le  plateau  d'Asie  entraîné  de  10^  vers  le  sud  :  nous  aurons 
SX  —  —  iqo  =  —  [  loo""",  2X  =^  60"  en  moyenne,  et  nous  trouverons 

0  ^:  2',  76  =j:  5  I  00"', 

c'est-à-dire  que  le  pôle  d'inertie  descend  d'environ  5"""  vers  le  centre  de  l'Asie. 
Si  le  même  plateau  marchait  de  10**  vers  l'est,  on  aurait 

0=r2',6o==48oo'"; 

le  pôle  s'avancerait  de  près  de  5""°  vers  l'ouest. 

Les  formules  qui  précèdent  supposent  des  changements  assez  petits  pour 
qu'il  soit  permis  de  considérer  âX,  SL  comme  des  différentielles;  dans  le  cas 
contraire,  il  faudrait  employer  des  différences  finies.  Ainsi,  la  masse  [u  étant 
transportée  du  point  (A,  L)  en  (X',  L'),  on  aurait,  par  les  formules  (A)  et  (i), 

d  sinco  ^=  460 \|  (sin2X  sinL  —  sin2X'  sinL'), 

(o)  -j  9  cosco  =:  460  ^  (sin2X  cosL  —  sin2>/ cosL'), 

6  =  460  TT v/sin- 2 X  -j-  sin- 2V  —  2 sin 2 X  sin 2 V  cos ( L  —  L' ) . 
M 
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Le  maximum  d'effet  s'obtient  si  la  masse  [jl  se  déplace  de  90**  le  long  d'un  méri- 
dien (X  =  45",  X'  =  —  45",  L  =  L'),  et  il  a  pour  valeur 

ip)  ^  =  920^» 

ce  qui  représente  32'  pour  ^  = >  et  o",o87  pour  une  masse  de  1000'^°"', 

de  densité  2,73.  Le  pôle  d'inertie  s'écarte  alors  du  pôle  de  rotation,  et  nous 
avons  vu,  au  n*'  186,  qu'il  en  résulte  des  variations  dans  les  latitudes. 

Quelle  est  maintenant  l'importance  numérique  des  changements  qui  s'accom- 
plissent sous  nos  yeux? 

Le  volume  d'eau  que  l'ensemble  des  fleuves  et  rivières  déverse  dans  la  mer 
peut  être  estimé  à  environ  i  million  de  mètres  cubes  par  seconde,  ce  qui  fait 
Soooo'"^''  par  an,  et  en  admettant,  avec  M.  Reclus  ('),  que  la  proportion  moyenne 
de  limon  n'est  que  de  ^~,  on  trouve  un  apport  annuel  de  lo^^^de  matières 
solides.  D'après  M.  Waters  (^),  cet  apport  ne  serait  que  de  5"""".  En  tout  cas,  les 
efl^ets  qui  résultent  de  tous  ces  dépôts  de  sédiments  doivent  se  compenser  en 
grande  partie. 

Pour  avoir  un  résultat  précis,  il  faut  considérer  l'action  d'un  fleuve  particu- 
lier. Dans  ce  cas,  la  proportion  de  limon  charrié  est  souvent  beaucoup  plus  con- 
sidérable :  on  peut  l'évaluer  à  ~^,  en  temps  ordinaire,  pour  des  fleuves  tels 
que  le  Mississipi  ou  le  Gange,  et  elle  augmente  à  l'époque  des  crues.  D'après 
l'évaluation  de  Lyell,  qui  est  peut-être  exagérée,  la  quantité  de  limon  que  le 
Gange  et  le  Brahmapoutra  réunis  entraînent  chaque  année  dans  la  baie  du  Ben- 
gale dépasserait  i'""''(2  ou  3  milliards  de  tonnes).  Au  bout  de  mille  ans,  ce  dépôt 
ne  produirait  encore  qu'un  déplacement  du  pôle  égal  à  quelques  millièmes  de 
seconde.  En  résumé,  l'action  séculaire  des  «  fleuves  travailleurs  »  ne  pourrait 
guère  être  considérée  comme  une  cause  de  perturbations  sensibles,  à  moins 
d'admettre,  avec  M.  Waters,  que  l'apport  total  des  fleuves  est  distribué  par  les 
courants  marins  de  façon  que  l'hémisphère  sud  reçoive  chaque  année  un  excé- 
dent de  3'""'.  En  calculant,  dans  cette  hypothèse,  l'eff'et  d'un  poids  de  près  de 
9  milliards  de  tonnes,  transporté  de  l'équateur  sous  la  latitude  moyenne  de 

—  45°,  on  trouve  6  =  o", 0001 5,  soit  o",i5  en  mille  ans. 

Le  dessèchement  d'une  mer  intérieure,  ou  la  fonte  des  glaces  polaires,  pro- 
duirait des  effets  plus  sensibles,  auxquels  nous  ne  nous  arrêterons  pas.  Mais  il 
est  intéressant  d'évaluer  la  déviation  G  qui  pourrait  résulter  d'une  élévation 
temporaire  du  niveau  de  la  mer  dans  un  des  grands  bassins  océaniques.  Un 
exhaussement  moyen  de  o™,io  du  niveau  des  eaux,  sur  une  étendue  égale  au 

(1)  Za  Terre,  t.  I,  p.  536,  538. 

(2)  Inquiries  concerning  a  change  in  t/ie  position  of  t/ie  Earth's  axis  {Manchester  Phil.  Soc,  1879). 

—  f^oir  aussi  TwiSDEN,  The  déplacement  of  the  Earth's  axis  (1878). 
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dixième  de  la  surface  terrestre,  représente  un  volume  d'eau  de  5000"'"".  En  sup-. 
posant  cette  masse  transportée  de  la  latitude  moyenne  de  -+-  /p*^  sous  le  paral- 
lèle de  —4^°»  l'effet  maximum  serait  de  o",i6,  d'après  la  formule  (p).  Il  ne 
s'agit  ici  que  de  nous  faire  une  idée  de  l'ordre  de  grandeur  des  déviations  pos- 
sibles. Le  poids  d'une  colonne  d'eau  de  o™,io  équivaut  à  un  changement  de 
pression  de  o™,oo8  de  mercure.  Ce  rapprochement  suffit 'pour  faire  entrevoir  la 
possibilité  de  variations  sensibles  des  latitudes,  pouvant  aller  à  plusieurs 
dixièmes  de  seconde,  et  qui  seraient  causées  par  des  influences  météorolo- 
giques, possibilité  signaléepar  Sir  William  Thomson  dans  son  discours  de  1876. 
Dans  une  Note  insérée  aux  Bulletins  de  V Académie  des  Sciences  de  Saint-Péters- 
bourg (^^^,  M.  Gyidén  s'est  demandé  si  un  déplacement  de  l'axe  de  rotation  de  la 
Terre  pourrait  avoir  pour  conséquence  une  variation  appréciable  du  niveau  des 
mers,  telle,  par  exemple,  qu'elle  entraînât  l'inondation  d'un  continent.  Il 
trouve  qu'un  déplacement  Acp  produirait,  dans  l'accélération  centrifuge,  une  varia- 

tion  de  l'ordre  de -^sinAç  ou  de  o",ii  pour  Acp  =  1".  En  admettant  que  la 

nouvelle  surface  d'équilibre  reste  semblable  à  l'ancienne,  le  changement  de 
niveau,  sous  la  latitude  ç,  serait  de  l'ordre  de  o"*,iosin2o;  il  ne  se  produirait 
donc  pas  de  changement  comparable  à  ceux  que  nous  révèle  la  Géologie. 

M.  G. -H.  Darwin,  dans  son  Mémoire  de  1877,  On  the  influence  of  geological 
changes,  cherche  à  déterminer  la  forme  des  intumescences  continentales  et  des 
dépressions  correspondantes  qui  produiraient  le  maximum  d'effet  sur  l'axe  de 
rotation;  comme  il  s'agit  ici  d'exhaussements  de  quelques  milliers  de  mètres, 
s'accomplissant  sur  une  aire  qui  représente  une  fraction  notable  de  la  surface 
du  globe,  les  déviations  calculées  atteignent  plusieurs  degrés  {voir  plus  loin, 
p.  53 1).  Le  Rév.  S.  Haughton  a  fait  des  calculs  analogues  sur  les  déviations 
du  pôle  qui  ont  dû  être  causées  par  le  soulèvement  des  continents  actuels  et 
l'affaissement  des  vallées  océaniques  {Proc.  ofthe  R.  Soc,  1878).  Ces  faits  in- 
téressent surtout  l'histoire  de  la  Terre  pendant  les  âges  géologiques. 

209.  Variation  des  latitudes.  —  La  variabilité  des  latitudes  terrestres  (rap- 
portées à  l'axe  de  rotation)  ne  pourrait  échapper  à  la  perfection  croissante  des 
moyens  d'observation  dont  les  astronomes  disposent  aujourd'hui.  On  a  cru, 
depuis  longtemps,  reconnaître  des  indices  de  variations  de  ce  genre,  soit  pério- 
diques, soit  séculaires;  mais,  comme  les  écarts  signalés  sont  de  l'ordre  des 
erreurs  d'observation,  surtout  lorsqu'il  s'agit  d'observations  d'une  date  un  peu 
ancienne,  la  question  est  loin  d'être  tranchée.  11  est  possible  que,  parmi  les 
variations  apparentes  qui  ont  été  constatées,  beaucoup  s'expliquent  par  des 
anomalies  temporaires  ou  locales  de  la  réfraction,  par  des  erreurs  instrumen- 


(!)  Mélanges,  t.  TV;  1870. 

T.  —  IL  62 
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taies  mal  étudiées  et  notamment  par  des  flexions  irrégulières.  Cependant, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  la  théorie  ne  nous  oblige  nullement  à  en 
contester  la  réalité. 

On  sait  que  la  réduction  des  observations  de  Bradley  avait  donné  à  Besscl, 
pour  la  latitude  de  Greenwich,  un  nombre  qui  paraissait  beaucoup  trop  fort 
( 5 1'' 28' 39",  56).  Par  ses  observations  de  1825-1826,  Pond  trouvait 

5i. -28.38,59  avec  les  réfractions  de  Besscl, 
51.28.38,95  avec  les  réfractions  de  Bradley. 

Plus  tard,  M.  Airy,  en  faisant  usage  des  réfractions  de  Bradley,  a  obtenu  les 
nombres  suivants  (Memoirs  of  the  Aslr.  Soc,  t.  XXXII)  : 

1836-1841 5i'!28.38,43 

1842-1848 51.28.38,17 

1831-1860 51.28.37,92 

Il  attribue  la  variation  séculaire  ainsi  constatée  à  des  changements  survenus 
dans  le  mode  d'observation  ;  mais  cette  explication  ne  suffit  pas  à  rendre 
compte  de  l'ensemble  des  résultats.  La  moyenne  de  1887-1889  est  5i"28'37",96. 
Dans  son  Mémoire  intitulé  :  Determinazioiie  novella  délia  lalitiidine  del  R.  Os- 
servalorio  di  Capodimonte  (1872),  Fergola  a  réuni  d'autres  exemples  de  varia- 
tions séculaires  des  latitudes  : 


Washington. 

Paris 

Milan 

Rome 

Naples 


1840-1846 38.53.39,25 

1861-1864 38,78 

Avant  182^) 48.5o.  i3,o 

1831-18o4 11,2 

1811. .. 45.27.60,7 

1871 59,19 

1807-1812 41.53.54,26 

1866 54,09 

1820 40. 5j. 46, 63 

1871 45,41 


Malheureusement,  la  plupart  de  ces  déterminations  laissent  beaucoup  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l'exactitude.  Ainsi  la  latitude  de  Naples,  déterminée 
par  Carlo  Brioschi  en  1820,  serait  en  erreur  d'environ  \" ,  d'après  la  nouvelle 
réduction  exécutée  par  M.  A.  Nobile  ('),  et,  une  fois  corrigée,  elle  s'accorde 
avec  la  détermination  de  Fergola  (187 1),  aussi  bien  qu'avec  la  récente  détermi- 
nation de  M.  Nobile  (1882).  Quant  à  la  latitude  de  l'observatoire  de  Paris,  on  ne 
peut  pas  avoir  une  grande  confiance  dans  les  mesures  antérieures  à  1820;  on  sait 
d'ailleurs  les  difficultés  qu'ont  toujours  rencontrées  les  astronomes  qui  ont 


(1)  Terza  detcrminazlone  délia  latitudine . .  .  di  Copodlmoiite.  Naples,  i883. 
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tenté  (le  la  déterminer,  difficultés  qui  paraissent  tenir  aux  irrégularités  de  La 
réfraction  et  de  la  flexion  des  instruments.  Pour  s'en  faire  une  idée,  il  faut 
lire  la  Note  de  M.  A.  Gaillot  Sur  la  direction  de  la  verticale  à  l'observatoire  de 
Paris  (Comptes  rendus,  4  novembre  1878),  oi^i  sont  étudiées  les  variations  de  la 
latitude  du  cercle  mural  de  Gambey  qui  résultent  de  1077  déterminations  effec- 
tuées de  1 856  à  1 86 1 .  La  moyenne  générale  est  48"  5o'  1 1", 80 ;  les  secondes  de 
la  moyenne  annuelle  varient  irrégulièrement  de  11",  5  à  12",  2,  celles  de  la 
moyenne  personnelle  de  11", 4  à  12",  3;  la  moyenne  mensuelle  montre  une  varia- 
tion bien  marquée,  qui  dépend  des  saisons,  et  dont  le  maximum  (+0", 25) 
correspond  à  l'été,  le  minimum  (—  o",25)  à  l'hiver,  tandis  qu'il  n'y  a  aucune 
trace  de  variation  diurne  de  la  latitude.  Il  convient  toutefois  de  remarquer  que 
les  déterminations  dont  il  s'agit  supposent  la  connaissance  des  déclinaisons 
exactes  des  étoiles  observées.  Dans  une  Note  Sur  une  triple  détermination  de  la 
latitude  du  cercle  de  Gambey  (Comptes  rendus,  5  novembre  1888),  M.  Périgaud 
trouve,  en  définitive,  48°5o'io",9,  en  employant  les  passages  supérieurs  et 
inférieurs  de  la  Polaire.  Il  n'en  résulte  pas  moins  que  la  latitude  de  Paris  n'est 
sans  doute  pas  encore  connue  à  o",  i  ou  o",2  près. 

Bessel  avait  fait  lui-même  une  tentative,  d'ailleurs  infructueuse,  pour  con- 
stater les  variations  de  sa  latitude  par  des  observations  de  la  Polaire  com- 
binées avec  des  lectures  d'une  mire  placée  dans  le  méridien.  La  première 
indication  précise  de  variations  périodiques  de  la  hauteur  du  pôle  se  trouve 
dans  un  Mémoire  de  Peters  ('),  où  sont  discutés  les  résultats  de  279  ob- 
servations de  la  Polaire,  faites  nar  ce  célèbre  astronome  au  cercle  vertical  de 
Poulkova  en  1842  et  i843.  Peters  constate  des  variations  d'une  amplitude  de 
o",o8,  dont  la  marche  s'accorde  assez  bien  avec  la  période  eulérienne  de  dix 
mois,  mais  il  convient  qu'il  est  difficile  de  dire  s'il  ne  s'agit  pas  d'une  période 
annuelle  en  rapport  avec  les  saisons.  Aussi  se  décide-t-il  à  continuer  ses  obser- 
vations encore  pendant  une  année,  de  manière  à  réunir  un  total  de  371  passages 
observés. 

Les  recherches  de  Peters  ont  été  reprises,  vingt-sept  ans  plus  tard,  par 
M.  Magnus  Nyrén  dans  ses  Mémoires  sur  la  Constante  de  la  natation  et  sur  la 
Latitude  de  Poulkova  (^).  Dans  le  premier,  M.  Nyrén  discute  une  série  d'obser- 
vations faites  par  W.  Struvc  à  l'instrument  des  passages,  établi  dans  le  premier 
vertical.  Dans  le  second,  il  discute,  avec  le  même  soin,  l'ensemble  des  obser- 
vations de  Peters,  faites  au  cercle  vertical  (i842-i844)>  puis  celles  de  M.  Gyl- 
dén  (1863-1870)  et  les  siennes  propres  (1871-1873),  faites  avec  le  même  instru- 


it*) Ucsultatc  aus  cleii  Bcobachliuigen  des  Polarsteriifs . . .  {Bulletin  de  l'Acade'inie  des  Sciences  de 
Smnt-Pe'tersbourg,  i844)-  —  Reclœrches  sur  les  parcdlaa^es  des  étoilei  Jixes,  i853. 

(2)  Bestimmung  der  Natations-constante  {Mémoires  de  l'Acadc'mie  de  Saint-Pétersbourg,  t.  XIX, 
1871).  —  Die  Polhôhe  von  Pidkowa  {Ibid.,  1873). 
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ment,  en  tout  762  passages  de  la  Polaire  observés  au  cercle  vertical.  Voici  les 
valeurs  probables  de  l'amplitude  des  variations,  révélées  par  ces  observations, 
d'une  précision  exceptionnelle  : 

Il  II 

W.  Struve 0,040  ±  6,010 

Peters 0,101        0,014 

Gyldén o,is>5        0,017 

Nyrén o,o58        o,oi5 

Pour  la  latitude  de  Poulkova,  ces  observations  donnent  : 

1843 59!56. 18,73 

1866 18, 65 

1872 18, 5o 

En  1857,  Clerk  Maxwell  avait  examiné,  au  même  point  de  vue,  les  distances 
zénithales  de  la  Polaire  observées  à  Greenwich  de  i85i  à  i854.  Plus  tard,  en  1880, 
M.  Downing  a  discuté  les  observations  des  années  1868-1877,  et  il  est  arrivé  à 
des  résultats  se  rapprochant  beaucoup  de  ceux  de  Peters  {Monthly  Notices,  t.  XL). 
Enfin,  plus  récemment,  M.  A.  Nobile,  ayant  examiné  vingt  années  d'observations 
de  Greenwich  (1862-1882),  les  a  représentées  par  des  courbes  qui  mettent  en  évi- 
dence l'existence  d'un  minimum  de  la  latitude  vers  décembre  ou  janvier,  avec 
un  maximum  qui  correspond  aux  mois  d'été  (').  Dans  le  même  travail,  M.  Nobile 
signale  des  indices  de  variations  analogues  dans  les  observations  d'Oxford  et  de 
Washington,  de  Milan  et  de  Naples,  ces  dernières,  qu'il  a  effectuées  lui-même, 
indiquant  l'existence  d'un  minimum  qui  tombe  au  mois  de  mai. 

Au  Congrès  géodésique  de  Rome,  en  i883,  Fergola  avait  recommandé  aux 
astronomes  des  observations  systématiques,  concertées  en  vue  de  découvrir  les 
changements  périodiques  ou  séculaires  des  latitudes  géographiques. 

Les  résultats  récemment  obtenus  par  M.  L.  de  Bail  et  par  M.  Kùstner  (-), 
qui  semblent  prouver  que  la  latitude  des  observatoires  de  Poulkova,  de  Berlin 
et  de  Gotha  a  été,  au  printemps  de  1881,  d'environ  o",  20  plus  forte  qu'en  1880 
et  1882,  ont  de  même  attiré  l'attention  sur  ce  sujet,  et  divers  observatoires 
(Berlin,  Potsdam,  Prague,  Strasbourg)  se  sont  entendus  pour  entreprendre  en 
commun  une  étude  suivie  des  petites  variations  de  la  latitude  qui  dépendent 
d'un  déplacement  périodique  de  l'axe  terrestre.  On  a  choisi,  pour  ces  observa- 
tions, la  méthode  de  Horrebow,  dont  s'était  servi  M.  Kûstner  :  elle  consiste, 
comme  on  sait,  dans  la  comparaison  micrométrique  de  deux  étoiles  qui  passent 
par  le  méridien  à  peu  près  en  même  temps  et  à  distance  égale,  l'une  au  nord, 
l'autre  au  sud  du  zénith.  Déjà,  dans  la  campagne  de  1889,  on  croit  avoir  con- 


(')  Rlcerclie  numerlclie  sulla  laùtudine  dcl  R.  Oss.  cil  Capodiinoide.  Parte  I,  i885;  Parte II,  li 
(2)  Bulletin  astronomique,  t.  V,  p.  54 1. 
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staté  un  maximum  d'automne  suivi  d'une  diminution  de  o",5  ou  o",6.  Si  ce  ré-- 
sultat  se  confirme,  ces  recherches  fourniront  de  précieux  matériaux  pour  l'élude 
théorique  de  la  question.  En  même  temps,  les  observatoires  de  Poulkova,  de 
Copenhague,  d'Upsal  et  de  Lund  se  proposent  d'étudier  en  commun  les  varia- 
tions séculaires  de  la  hauteur  du  pôle.  Il  s'ouvre  donc  là  un  vaste  champ  de 
recherches,  et  c'est  ce  qui  nous  a  engagés  à  traiter  le  sujet  avec  quelque  détail. 

210.  Déplacement  de  l'axe  de  rotation  dans  l'espace.  —  Dans  le  lan- 
gage ordinaire,  en  parlant  de  l'axe  terrestre,  on  ne  fait  pas  de  distinction  entre 
l'axe  principal  OC  et  l'axe  de  rotation  instantané  01,  qui  ne  s'écarte  que  très 
peu  du  premier.  Mais  les  observations  des  étoiles  et  leurs  coordonnées  doivent 
être  rapportées  plus  particulièrement  à  l'axe  de  rotation,  tandis  que  la  théorie 
de  la  nutation  est  fondée  sur  la  considération  des  axes  principaux,  qui  sont 
fixes  dans  la  Terre  et  mobiles  avec  elle,  de  sorte  que  les  rotations/?,  q  et  les 
nutations  AO,  A'sp  se  rapportent,  non  à  l'axe  instantané  01,  mais  à  l'axe  princi- 
pal OC.  Pour  trouver  le  déplacement  de  l'axe  01  dans  l'espace,  on  peut  raison- 
ner comme  il  suit  : 

Considérons,  dans  le  plan  de  l'équateur,  les  deux  droites  avec  lesquelles  les 
axes  Oa?, ,  Oj,  coïncident  pour  cp  =  o,  à  savoir  la  ligne  des  équinoxes  et  la  pro- 
jection de  la  ligne  des  solstices  (les  directions  positives  correspondent  à  l'équi- 
noxe  du  printemps  et  au  solstice  d'été).  Les  vitesses  de  rotation  du  sphéroïde 
terrestre  (ou  celles  des  axes  principaux)  autour  de  ces  droites  sont 

dt  dt 

Il  s'ensuit  que  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  instantané  01  par  rapport  aux 
mêmes  droites,  ou  les  coordonnées  du  pôle  I  par  rapport  à  C,  dans  le  plan  tan- 
gent à  la  sphère,  sont 

dQ  .    ^d^ 

n  dt  n  dt 

Enfin  les  composantes  de  la  nutation  du  sphéroïde, 

-^sin9A^];,        -i- A5, 

représentent  les  déplacements  du  pôle  C  dans  l'espace,  ou  ses  coordonnées  par 
rapport  à  un  point  fixe  Cq,  comptées  suivant  les  mêmes  axes,  qu'il  sera  ici  per- 
mis de  regarder  comme  fixes.  Il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  pôle  de  rota- 
tion I,  par  rapport  au  point  fixe  C^,  sont 


[  sin9  A4> T' 

)  ^        n  dt 

(0  \ 

AÔ+  sinÔ 


dB 
n  dt 

dh 
Il  dt 
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Ces  expressions  représentent  donc  les  composantes  de  la  natation  de  Taxe 
instantané  01;  on  voit  qu'elles  s'obtiennent  en  ajoutant  aux  formules  ordi- 
naires des  termes  qui  sont  excessivement  petits,  parce  qu'ils  sont  divisés  par 
/z  =  271  X  36G  ==  23oo,  et  qu'il  est,  pour  cette  raison,  permis  de  négliger.  Nous 
en  donnerons,  du  reste,  les  valeurs  numériques.  Disons  tout  de  suite  que,  pour 
la  précession  et  la  nutation  luni-solaires  que  nous  avons  considérées  plus  haut, 
ces  petits  termes  de  correction  seraient 

(   +  sin5— ^  i=r  o",oo9  —  o",oo6cos2  C  —  o",oo3  COS2O  +  o",ooi  cosQ'  — . .  • , 

(2) 

i  TT  ^^  +  o",oo6  sin2  (C  +  o",oo3  sin20  —  o", 001  sin  Q'  +  . . . . 

comme  le  montrent  les  expressions  (9)  du  n°  186  (p.  420). 

211.  Cycle  eulérien.  Nutation  diurne.  —  Ainsi  que  nous  l'avons  vu  au 
n"  186,  la  valeur  initiale  du  petit  angle  Oo,  formé  par  l'équateur  avec  le  plan  du 
couple  résultant,  est  représentée  par  une  constante  agf  (peu  différente  de  aa) 
qui  n'jest  pas  nécessairement  nulle.  Ce  fait  a  pour  conséquence  un  balancement 
périodique  de  l'axe  terrestre  OC,  déjà  signalé  parEuler,  et  qui  se  traduit,  en  pre- 
mier lieu,  par  une  nutation  à  peu  près  diurne,  qui  se  reconnaît  facilement 
dans  les  formules  du  n"  180  :  elle  dépend  de  l'argument 

71  C 

-  —  (|;o  r=  -  +  M  +  9'  --  or  +  _  n{t-\-  II), 

dont  la  période  est 

A       3o5   ,     .  ...     , 

v^  ::-  -K—T.  cie  lour  sidéral. 

L.  000 

Pour  l'établir,  on  n'aurait  d'ailleurs  qu'à  remonter  aux  équations  d'Euler 
relatives  au  mouvement  non  troublé  (n^  174),  qui  donnent,  en  faisant  iV  =  B 
et  r  =  /z  =:  const.. 


(3) 


Les  intégrales  sont 


;  dp     c  — A 

]   dq        C  —  A 

,   -r  —  np  =  o. 

\  dt  A.        ' 


(4) 


P      -.        C-A     , 

—  =  /  ces  — r —  nit  +  x), 

n  A 


OÙ  X,  T  représentent  les  constantes  arbitraires.  En  faisant  usage  des  relations 

dO  .  .    ^ddi  . 

—  -j-  r=p  COS9  —  ^Sincp,  Sin&-7-!-:=:/>Sincp+</  COS9, 
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et  prenant  o  =  ni,  on  trouve  ensuite 

\ r  =  ^  cos    -7- '*^  + 

1  ndt  VA. 

sin  B  —y-  ^zi  \  sin  (  —  nf  + 
/i  a  ^  \  A 

OÙ  la  constante  ê  remplace  t.  L'intégration  donne  enfin 


(6) 


A9  =  —  ^  X  sin  (  Y  '^^  +  ^ 
sin  9  Ad;  = —  Tv?vCOs(  -r-  «^  -!- 


c 

c 

ix 

cosj 

nt  + 

ê 

c 

ir 

ix 

sin| 

.A 

/i^  + 

S 

Ce  sont  les  composantes  de  la  nutation  diurne  du  sphéroïde  terrestre  ou  les  dé- 
placements de  l'axe  principal  OC  dans  l'espace.  On  voit  que  cet  axe  décrit  dans 
le  ciel  un  petit  cône  circulaire.  Pour  trouver  maintenant  la  nutation  de  l'axe 
instantané  01,  qui  est  donné  par  les  formules  (i),  nous  n'avons  qu'à  combiner 
les  expressions  (5)  et  (6),  et  l'on  voit  que  les  composantes  sont 


(7) 


La  valeur  numériq^ue  du  coefficient  ne  dépasse  pas  o",ooo3,  et  il  s'ensuit  que 
la  nutation  diurne  de  l'axe  de  rotation  01  est  tout  à  fait  insensible.  Cet  axe  est 
donc  à  peu  près  immobile  dans  l'espace,  et  le  phénomène  de  la  nutation  eulé- 
rienne  résulte  simplement  de  ce  que  l'axe  OC  tourne,  avec  toute  la  Terre,  autour 
de  l'axe  instantané  OL 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  partant  de  cette  remarque  de  Poinsot 
i^Précession  des  équinoxes,  p.  i4),  que  le  pôle  G  du  couple  résultant  tombe  tou- 
jours entre  les  pôles  I  et  C  et  que  les  distances  IG  et  IC  sont  dans  le  rapport  de 
C  —  A  :  C,  de  sorte  que  le  pôle  I  coïncide  presque  avec  le  pôle  G,  qui  est  celui 
du  plan  invariable  (il  s'agit  ici  du  mouvement  non  troublé).  C'est  aussi  ce  que 
montrent  les  formules  (7)  du  n''  170,  qui  donnent 


•     inf\i\         G  —  A  \/p'-\-q^ 
sm(GOi)  =  — z-^ —  — ^  • 

Toutefois,  la  période  de  la  nutation  diurne  étant  d'environ  5™  plus  courte  que  le 
jour  sidéral,  il  en  résulte,  à  la  longue,  une  dislocation  du  système  et  un  déplace- 
ment du  pôle  1  à  la  surface  du  globe  :  il  circule  autour  du  pôle  C,  et  sa  période  est 

d'environ  dix  mois.  Cette  période,  qui  dépend  du  rapport  .v^— r  —  3o5,  a  été 

quelquefois  appelée  cycle  eulèrien.  On  a  tenté  de  la  constater  par  l'observation, 
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espérant  qu'elle  se  manifesterait  dans  les  variations  des  latitudes.  Mais  ces  va- 
riations sont  assez  complexes. 

Les  équations  (lo)  du  n°  186  montrent  que  le  lieu  du  pôle  de  rotation  sur 
le  sphéroïde  terrestre  est  représenté  par  un  épicycle,  décrit  autour  du  pôle  G 
et  défini  par  les  coordonnées 

X  =  A  cos'j  -+-  Il  cos(L,  —  (o),         y  =  >.  sinu  +  X,  sin(Li —  9), 

OÙ  l'angle 

C  —  A     ,  ,         nt        _ 

remplace  l'argument  désigné  auparavant  par  n  (période  :  3o5  jours  sidéraux), 
tandis  que  <^  =  nt  représente  le  temps  sidéral;  X  dépend  de  la  constante  arbi- 
traire gi',  X,,  L^  sont  donnés  par  les  relations  (9).  En  secondes  d'arc, 

Il  sinL,  =o",oo9  —  o",oo6cos2C;  —  o",oo3cos2  0  — . .  . , 
).iCOsLi:=  +  o",oo6  sina  C  4- o",oo3  sinaO  H- .  .  . . 

Si  nous  supposons  l'observateur  placé  dans  le  méridien  CA  (fig.  29),  la  varia- 
tion de  sa  latitude  sera  représentée  par  la  coordonnée  x,  et  nous  aurons 

(8)      X  =  >iCosu  +  o", 00951119  —  o",oo6sin(9  ~  2  (C  )  —  o", oo3  sin(9  —  2©)  +  . .  . . 

Les  termes  qui  dépendent  de  X,  proviennent  des  dérivées  de  la  précession  et 
de  la  nutation  ordinaires;  on  les  obtiendrait  en  calculant  les  expressions 

-      .    ,         sinô  dd/  ^  _  j   dO 

AiSinL,  = -j-,  /iCOsL,  = -j-, 

n      dt  n  dt 

OÙ  /î  =  271  X  366  =  23oo,  comme  nous  l'avons  déjà  vu  plus  haut  (n*'  210). 

Ainsi  le  mécanisme  connu  de  la  précession  et  de  la  nutation  produit  une 
faible  variation  diurne  des  latitudes,  dont  le  coefficient  X,  oscille  entre  les 
limites  o  et  o",o2,  ce  qui  donne  un  écart  maximum  de  o",o4.  Or  les  valeurs  de  X 
trouvées  par  Peters  et  par  M.  Nyrén  ne  dépassent  guère  o",io;  il  est  à  croire 
que  les  résultats  eussent  été  plus  ou  moins  différents,  s'ils  avaient  tenu  compte 
des  termes  qui  dépendent  de  \^.  Il  faut  dire  aussi  que  la  durée  du  cycle  eulé- 
rien  n'est  fixe  que  si  l'angle  \  n'est  pas  sujet  à  varier  sous  l'influence  d'actions 
géologiques;  or  le  contraire  est  assez  probable. 

L'erreur  d'une  latitude,  conclue  d'une  hauteur  méridienne,  est  toujours 

OÙ  ê  représente  l'angle  u  {fig.  29)  pour  ^  =  o. 

Peters  avait  trouvé,  par  ses  premières  observations,  pour  1842,0, 

A  =  o",o79,         6  =  341", 6        (mouv.  432«,8). 
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M.  Downing  a  trouvé,  pour  Greenwich  et  l'époque  1872,0, 

X=3o",o75,         6  =  ?.5°,o        (mouv.  429°,4)> 

ce  qui  donnerait  ê  =  77^,1  pour  Poulkova  et  l'époque  1868,0. 
M.  Nyrén  a  obtenu  les  nombres  suivants,  pour  Poulkova  : 

X.  g. 

I'  o 

Observations  do  Peters,  époque  1868,0.    0,101  335,2 

»            de  Gyldén,       »      1868,0 0,1 25  '^90,6 

»            de  Nyrén,        »      1868,0 o,o58  85,  i 

»            de  Struve,       »      1868,0 0,040  24,0 

Les  valeurs  de  ê  ne  s'accordent  guère.  Elles  ont  été  obtenues  en  prenant  pour 
le  mouvement  annuel  de  l'argument  le  nombre  428*^,9,  qui  correspond  à  une 
période  de  307^,4»  et  l'on  peut  les  rendre  moins  discordantes  en  faisant  usage 
d'une  période  plus  petite,  par  exemple  de  3o5  jours  sidéraux  (mouv.  4^2°, 3). 
Mais  il  est  à  présumer  que  le  désaccord  est  fondé  dans  la  nature  des  choses,  le 
phénomène  n'étant  pas  aussi  simple  que  le  suppose  le  calcul. 

212.  Nutation  semi-diurne.  —  Nous  avons  omis,  comme  étant  négligeables, 
les  termes  de  la  nutation  qui  dépendent  du  coefficient  x'  et  par  suile  de  la  diffé- 
rence B  —  A  des  moments  d'inertie  équatoriaux.  Si  ces  termes  étaient  sensibles, 
il  en  résulterait  une  faible  nutation  dont  la  période  serait  d'un  demi-jour. 

En  rapprochant  les  expressions  de  o'f^  et  de  S'/,,  donnéespar  les  formules  (5) 
et  (6)  du  n*^  186,  oh  voit  d'abord  que  o'/,  se  déduit  de  0'/,  en  y  remplaçant  u^ 
par  29  —  w,,  X  par  x'  et  +  ah  par  —  ab'^  ensuite,  que  les  termes  que  S'/,  et 
^"f[  introduisent  dans  p,  q  s'obtiennent  en  remplaçant  simplement,  dans  les 
formules  (7),  +/?  par  — p,  x  par  x'  et  -1-  ah  par  — ah.  On  peut  ici  prendre 
C  =  B,  a  =  h,  et  il  vient 

yw  =  >c'sinô  I  (i  -i-  £)  COS& '-r  +  sni- ^-^ —-  -^ .  . .  I  , 

I  \  —  au  1  ,  m  I 

L  ^-ah  +  .-.  J 

X- sine  [(1  +  3)0086-^^  +sin^^""^^?+^Q^4-..1. 
I  I  —  au  1  ,  m  I 

L  ^-ab  +  ^-  J 


(10) 


(9) 

\ 
On  tire  de  là 


!            dO                                .             /   •    û  F/          N        a  S11129         .   ,9sui(2û  +  20)  n 

\             al  i           1        J         T                     I                           i  —  au               2               ,           m  \ 

]                                               L                                   i-«^-i-.-  J 

sin9^=  y.sin9  +  ^cos9^-/sinôr('  +  Ocosô^^^+sin^^H2l(^^dl^^  +  . 


f    •    û  F/  X        ûCOS29         .   „0  cos(29  +  20)  n 

no  -\-  g  coso=---//sni9  1  (i  4-  e)  cosô ^  +  sm^ ^— ^^ ^=^  +  . . .  I 

I  I  —  au  2  ,  m  I 


dt 
T.  -  II.  63 
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et  l'intégration  donne 


Art  ^'      ■     nî    /  N  ^  ces  2  9 

111  I  I  —  ab 


(lO 


sinG  A(J> 


SI 


sin 


n  9  I   (  F  -H  £  )  cos  9 -,- 

■  I  —  ab 


2 

cos 

(29 

+  2O) 

1  + 

m 
n 

I  - 

-  ab 

m 

+  2  — 

sin^ 

6 

2 

sin 

(29  +  2O) 

I  H- 

m 
n 

1  - 

—  aZ> 

in 

+  2  — 

OÙ  9  représente  le  temps  sidéral. 
Les  termes  en  x  donneraient 


sin 


ndt 


smi 


[•■ 


£)  COS 9 


I  +  ab 


sin 


^  cos  2© 


2  ,  //î 

I  +  a6  H-  2  — 
n 


] 


D'après  la  définition  de  x',  nous  avons  d'autre  part  (p.  4o6) 

A 


3 /a«\-B 
8V« 


r-A=o,58!L^- 


et 


B  —  A  / 


A  2 


Si  l'on  néglige  des  fractions  de  l'ordre  de  ab  =  ^-^,  il  est  visible  que  les  coeffi- 
cients numériques  des  expressions  (11)  de  la  nutation  semi-diurne  se  dédui- 
sent, avec  une  approximation  suffisante,  de  ceux  de  l'expression 

B— A  sin  g   di\>   _    i_  B— A   £^ 
C  —  A      4      ndt        1 0  C  —  k  n  dt 

c'est-à-dire  qu'on  les  obtient  en  multipliant  par  —  7^ t-  les  coefficients  de  la 

1  ^  *       10  C  —  A 

dérivée  de  la  précession  et  nutation  ordinaire,  prise  par  rapport  à  ni.  Il  suffirait 
aussi  de  multiplier  par  j  ^  _  .  les  coefficients  de  l'expression  de  Go,  donnée  par 
la  formule  (i  i)  du  n**  186  (p.  421).  On  trouverait  ainsi 


(12) 


g ^ 

—  Aô  =  p ^  [o", 0022  cos 2 9  —  o",ooi5  cos (2 9  —  2  C  )  —  o",ooo7  cos (2 9  —  2©)  +. . .] 

R  ^ 

sin9  Ad>  --  p r-  [o",oo22  sin 2 9  —  o",ooi5  sin (29  —  2  (^  )  —  o",ooo7  sin (2 9  —  2©)  +. . .]. 
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Il  ne  faut  pas  oublier  que  ces  nutations  se  rapportent  à  l'axe  OC;  celles  de 
l'axe  de  rotation  01,  qu'on  obtient  par  les  formules  (i),  en  combinant  (lo) 
et  (il),  ont  les  mêmes  coefficients  numériques,  mais  avec  des  signes  contraires, 

parce  que  —  est  remplacé  par ;  il  faut  donc  écrire  h~AÔ,  —  A^*  à  la  place 

de  — A6,  H-A^p  pour  obtenir  les  nutations  du  pôle  céleste  I. 

L'angle  dont  le  pôle  de  rotation  de  la  Terre  peut  s'écarter  du  pôle  C  de  l'équa- 

teur  par  l'effet  de  la  nutation  semi-diurne  a  pour  mesure  — ^)  et  nous  avons 

—  —  =  T^ r-  [o",  oo44  sin  9  —  o",  oo3o  sin(Q3  —  2^)  —  ■••]' 

-  =:  p j-  [o",  oo44  cos  9  —  o",oo3o  CCS  (9  —  2([;;)  —  ...]. 

On  voit  par  là  que,  même  en  supposant  que  B  —  x\  égale  C  —  A,  cet  angle  ne 
pourrait  dépasser  o",oi,  ou  la  variation  des  latitudes,  due  à  cette  cause,  o",o2. 

Mais  nous  savons,  par  la  Géodésie,  que  le  rapport  .  _  .  est  petit.  Il  est  donc  à 

peu  près  certain  que  les  termes  de  la  nutation  qui  dépendent  de  x',  et  dont  la 
période  est  d'un  demi-jour,  à  cause  de  l'argument  20,  sont  insensibles  pour 
nos  moyens  d'observation  actuels;  c'est  avec  raison  qu'on  les  néglige  habituel- 
lement. 

Nous  devons  enfin  rappeler  les  termes  à  courte  période  qui  existent  dans  l'ex- 
pression de  l'angle  de  rotation  de  la  Terre  et  qui  sont  donnés  par  la  formule  (20) 
du  n**  188  (p.  425).  Ces  termes  ont  pour  valeur  (en  secondes  de  temps), 

g ^ 

H-  -^ T-  [0%  oooo3  sin  29-1-0%  000 1 2  sin  (29  —  20)-!-  0%  00025  sin  (29  —  2C;)+---]> 

et  il  est  visible  que  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  la  mesure  du  temps  ne  peut 
dépasser 

B  — À 

-s -7  o%oooo 

t.  —  A 

en  six  heures.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  s'en  préoccuper. 
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CHAPITRE  XXX. 

MOUVEMENT  DE  ROTATION  D'UN  CORPS  DE  FORME  VARIARLE. 


213.  Formules  relatives  au  mouvement  de  rotation  d'un  système  de 
forme  variable.  —  Les  équations  difTércntiellcs  du  mouvement  de  rotation 
d'un  système  quelconque  de  corps  ont  été  données  par  Lagrange,  dans  les  frag- 
ments posthumes  qui  composent  la  Note  II,  ajoutée  à  la  fin  du  second  Volume 
de  la  Mécanique  analytique  (i8i5).  On  les  y  trouve  établies  de  plusieurs  ma- 
nières, et  elles  ne  diffèrent  que  par  les  notations  des  formules  que  M.  Liouville 
a  publiées  en  1857  ('). 

Ces  formules  ne  sont  autre  chose  que  les  équations  du  principe  des  aires, 
transformées  par  l'introduction  d'axes  mobiles.  Rapportées  à  des  axes  fixes,  ces 
équations  s'écrivent  comme  il  suit  : 


Les  seconds  membres,  que  l'on  désigne  habituellement  par  L,  M,  N,  repré- 
sentent les  sommes  des  moments  des  forces  extérieures  par  rapport  aux  axes 
fixes,  ou  les  projections  de  leur  moment  résultant  sur  ces  axes,  tandis  que  les 
premiers  membres  représentent  les  projections  du  moment  résultant  des  forces 
accélératrices. 


(1)  Additions  à  la  Connaissance  des  Temps  pour  iSSg.  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  2'  série,  t.  III;  i858.  —  Koir  aussi  Bulletin  astronomique,  t.  VII,  p.  63. 
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En  désignant  par/,  g,  h  les  moments  de  rotation  (moments  des  quantités  de 
mouvement,  sommes  des  aires) 

V^       Y  dz  —  zdy  v^      ^  dx  —  œ  dz  ,        v^      a?  dy  —  r  dx 

f=Z"'-     dt     '-'        --1'" dL '        ^'  =  1'"— ^ZT ' 

les  équations  (I)  prennent  la  forme 

(II)  ^=L,  ^:=M,  ^*-:-N, 

'  dt  '  dt  dt 

et  elles  conduisent  au  principe  de  la  conservation  des  aires  (/  =  const., 
gz=  const.,  h  =  const.),  si  L,  M,  N  s'annulent. 

L'origine  des  coordonnées  x,  y,  z  est  un  point  fixe  du  système,  ou  son  centre 
de  gravité,  s'il  est  entièrement  libre.  On  suppose  que  les  liaisons  qui  existent 
entre  les  points  du  système  n'empêchent  pas  une  rotation  d'ensemble  autour 
d'un  axe  quelconque;  mais  les  équations  de  condition  qui  expriment  ces  liai- 
sons peuvent  renfermer  le  temps  t  explicitement.  Ainsi,  les  équations  générales 
du  principe  des  aires  ont  lieu  dans  le  mouvement  d'un  corps  variable,  autour 
de  son  centre  de  gravité. 

Reprenons  maintenant  les  formules  du  n**  168, 

l  x  :^-  a  Xy-\-  b  yy+  c  z^, 

(1)  j  /=ra'j7,4-  6'/i+c'^,, 

(   z  =  a"xi  -+-  b"y\  +  c" z^  ; 

I  Xi^=:  a  X  -\-  a'  y  -\-  a"  z, 

(2)  ]  y.z^bx  -^rb'  y-^b"y, 

\  Zx  ^z  c  X  -\-  c'  y  +  c"  z, 

qui  servent  à  passer  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles  0^,,  Oj,,  Os,,  liés  au  sys- 
tème en  mouvement.  On  sait  que  ces  formules  de  transformation,  d'une  nature 
essentiellement  géométrique,  ne  s'appliquent  pas  seulement  aux  coordonnées, 
mais  encore  aux  projections  des  vitesses  et  des  accélérations,  aux  moments  de 
rotation,  aux  composantes  et  aux  moments  des  forces,  aux  composantes  des 
rotations,  etc.  Ainsi,  en  désignant  par  u,  i^,  w;  m,,  t»,,  u^,  les  projections  d'une 
vitesse  sur  les  axes  fixes  et  les  axes  mobiles,  par  U,  Y,  W;  H,,  V,,  W,  les  pro- 
jections analogues  d'une  accélération,  on  aura 


et  réciproquement 


a 

= 

auy 

+  bi\ 

+  CiV,, 

U 

a\} 

i+bY, 

.+  cW„ 

«1 

-mz 

au 

-\-  a'  i> 

-ha"w, 

U. 

ZZl 

a\] 

-\-a'y 

-\-a"W, 
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Les  mêmes  transformations  géométriques  étant  appliquées  aux  moments  des 
forces,  on  voit  immédiatement  que  les  équations  (I)  pourront  se  mettre  sous  la 
forme  suivante,  qui  est  l'une  de  celles  adoptées  par  Lagrange  : 

(III)  I  ^;«(-,U,  -^,W0=-2«K-.X,-.r,Zi)=M„ 

2]/w(^iV,  — jiU,)  =_2]/''(^iY,— jiXi)  — N,. 

Soient  encore  p,  q,  r  les  rotations  des  axes  mobiles  autour  des  droites  fixes 

qui  marquent  les  positions  instantanées  de  ces  axes;  elles  sont  définies  par  les 

formules 

p  dt  =  c  db -^  c' db' -\- c"  db" , 

qdt^adc  H-  a'  de'  H-  a" de" , 

r  dt  —  bda-^  b'  da'  -\-  b" da" , 

et  les  relations  (2),  étant  différentiées,  donnent 

dx, 

(3)  {s\—-~  -\-rx^—pz^, 


et,  par  analogie. 


wi— -^-  -+-/>/! -7-^1» 


dUi 


(4)  /V,  =  -jj-  -^  rui  —pw„ 

f  dw^ 

I  W,=  -^  -\-pi\  —qu,. 

Ces  expressions  étant  substituées  dans  les  équations  (III),  les  premiers 
membres  ne  renferment  plus  que  les  coordonnées  a?,,  j,,  r, ,  et  les  rotations/?,  q, 
r.  Mais  on  peut  aussi  arriver  à  ce  résultat  d'une  manière  plus  directe.  En  effet, 
soient  y",  ^,  A;/,,  g^,  A,  les  moments  de  rotation,  rapportés  tour  à  tour  aux 
axes  fixes  et  aux  axes  mobiles, 

f—^m  {yw  —  zv),        /,  ~  2]  ^  (Ji"'!  —  ^1  ''1  )> 


on  aura  encore 

f—af^^bg,-\-ch, 
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Or,  de  même  que  u,  r,  w  sont  les  dérivées  à.ex,  y,  z,  et  U,  V,W  celles  de  m,  v,- 
w,  tandis  que  u^,  Vt,  q^,  et  U,,  V,,  W,  représentent  des  projections  d'une  résul- 
tante sur  les  axes  mobiles;  de  même  les  moments  des  forces  accélératrices  qui 
forment  les  premiers  membres  des  équations  (I)  sont  les  dérivées  de  /,  g,  h, 
tandis  que  les  premiers  membres  des  équations  (III)  représentent  les  projec- 
tions du  moment  résultant  sur  les  axes  mobiles;  et  l'analogie  des  relations  (3) 
et  (4)  montre  que  ces  projections  peuvent  s'écrire 


dt 


r-^(jhi~rgi, 


On  obtient  ainsi  cette  autre  forme  des  équations  du  principe  des  aires 

(  rf7  -^^^' -'-•==  ^" 
(IV)  (^+r/,-ph,  =  M„ 

Les  moments  de  rotation  y,,  g\,  h^  sont  d'ailleurs,  ainsi  que  le  fait  remar- 
quer Lagrange,  les  dérivées  partielles  de  la  force  vive,  prises  par  rapport 
à/?,  q,  r, 

^'""W      °'~5^'      '''~J?' 

en  faisant 

et  supposant  u^,  v^,  «^,  remplacées  par  les  expressions  (3).  Les  équations  (IV) 
peuvent  donc  aussi  s'écrire 

d  dJ         d'ï         dT  _ 
di  dp'^'^d?~'''d^-^'' 

I  d  dT  dT  dï       -, 

(^)  \dt^~'"Tp-PdF'=^^' 

I  d  âT         dT         dT      ., 
\d}d?^^à^-'^d^=^^' 

et  c'est  sous  cette  forme  que  Lagrange  les  avait  déjà  établies  antérieurement, 
en  considérant  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide.  Dans  ce  cas  parti- 
culier d'un  système  de  forme  invariable,  les  équations  (V)  se  déduisent  aussi 
aisément  du  principe  d'Hamilton,  comme  l'a  montréKirchhoff  (il/ec^an/^,  p.  62); 
mais  sa  démonstration  ne  s'étend  pas  au  cas  général. 
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Soient  maintenant  A,  B,  G  les  moments  d'inertie;  D,  E,  F  If^s produits d' inertie 
du  système, 

enfin  /,',  g\,  h\  les  moments  relatifs,  c'est-à-dire  les  moments  des  quantités  de 
mouvement  relatif  ou  les  sommes  des  aires  relatives 

/-N     y        V       y^dz^  —  z^dY\  ,        V       z^dx^— x^dz^  ^c^       x^dy^—v.dr^ 

^^)  f^^2^"'- — dt '   i'i  =  2-'" dt '   ^''  =  1'"-^ 

En  remontant  à  la  définition  des  moments  de  rotation/,,  ^, ,  A,, 

on  trouve 

(6)  L',=.^;-F/?  +  B^-I)/-, 

(  h,  =/?;-£/>  — D^  +  C/-. 

Ces  expressions  étant  substituées  dans  les  équations  (IV),  les  premiers 
membres  ne  renferment  plus  que  les  rotations  p,  7,  r  et  les  coordonnées  a?, ,  y, , 
5,,  relatives  aux  axes  mobiles. 

Les  équations  (II)  donnent  ensuite 

(VI)  f—CLdi  +  f,,      g—  Cmdt  +  go,       h=f^dt-^/io, 

et  l'on  a 

Avant  d'appliquer  ces  formules  à  un  problème  donné,  il  faut  définir  les  axes 
mobiles  dont  on  veut  faire  usage. 

214.  Choix  des  axes  mobiles.  —  Le  mouvement  des  axes  mobiles  (axes 
de  référence)  Ox^,  Oy,,  0;^,  dans  l'espace  est  caractérisé  par  leurs  rotations/?, 
q,  r  autour  des  droites  fixes  qui  marquent  leurs  positions  instantanées.  Leur 
relation  avec  le  système  matériel  en  mouvement  peut  se  concevoir  de  diverses 
manières. 

Systèmes  rigides.  —  S'il  s'agit  d'un  système  rigide,  le  plus  simple  est  évidem- 
ment de  les  supposer  fixes  dans  le  système  et  entraînés  par  lui,  car  les  coor- 
données a?,,  j,,  z^,  et,  par  suite,  A,  B,  C,  ...  sont  alors  des  constantes,  et  les 
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moments  relatifs /J,  g[,  h\  s'annulent.  En  choisissant  pour  axes  de  référence 
les  axes  principaux,  on  a  D.=  E  =  F  =  o,  et  simplement 

Mais  il  n'est  point  indispensable  de  prendre  pour  axes  de  référence  des  axes 
solidaires  du  système  :  on  peut  les  concevoir  indépendants,  de  sorte  que  les 
coordonnées  a?,,  j,,  z-,  cessent  d'être  constantes.  Nous  donnerons  plus  loin  un 
exemple  de  cette  combinaison.  Dans  ce  cas,  soient  cr,  y.  p  les  rotations  du 
corps  (')  autour  des  axes  de  référence;  ces  rotations  produiront  les  vitesses 
d'entraînement 

et  les  moments  de  rotation  deviendront 

;/,  =      Agi  — Fx  — Ep, 
(7)  <  ^i=— FîîT  +  Bx-Dp, 

(  A.=  -E^-Dx-i-Cp. 

Si  les  axes  de  référence  sont  solidaires  du  système,  on  a />  =  ttt,  ^  =  y^,  r  =^  p^ 
et  l'on  retrouve  les  formules  (6),  puisque/,',  g\,  h\  s'annulent  ici. 

Système  variable^  Rotation  moyenne.  —  Le  choix  des  axes  est  une  affaire  plus 
délicate  lorsqu'il  s'agit  d'un  système  de  forme  variable,  car  alors  les  coor- 
données a;,,  r,,  z■^  ne  sont  plus,  en  général,  des  constantes.  Cependant  on  pour- 
rait encore,  si  le  système  possède  une  partie  invariable  (une  charpente  rigide), 
y  relier  les  axes  de  référence. 

En  prenant  pour  ces  axes  les  axes  principaux  du  système  variable,  définis  par 
les  équations  de  condition 

D  =  E  =  F  =  o, 

on  a 

l  /i  =/l  +  A/?, 

f    A,  z::::  h\  +  C/', 

et  la  présence  des  moments  relatifs/,',  g\,  h\  dans  ces  expressions  ne  laisse  pas 
d'être  gênante.  M.  Gyldén,  dans  un  travail  dont  il  sera  question  plus  loin  C*),  a 


(  *)  Ou  celles  d'axes  solidaires  quelconques  0$,  Ov],  OÇ,  qu'on  est  libre  de  faire  coïncider  momen- 
tanément avec  les  axes  de  référence. 

(2)  Recherches  sur  la  rotation  de  la  Terre  (1871). 

T.  —  II.  64 
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pris  le  parti  de  définir  ses  axes  de  référence  par  les  conditions 

(9)  f[~-g\^-h\=o. 

Il  faut,  toutefois,  faire  observer  que  les  relations  (<))  déterminent  seulement 
les  rotations  des  trois  axes,  sans  fixer  leur  position  instantanée.  En  effet,  pre- 
nons-les arbitrairement  à  un  moment  quelconque;  les  coordonnées  ^,,  r,,  -,, 
et  les  vitesses  //,,  p,,  w^  de  tous  les  points  étant  dès  lors  données,  les  moments 
de  rotation/,,  ^,,  A,  le  sont  aussi;  et,  en  faisant /'=  ^^  =  A^  —  o,  les  rela- 
tions (6),  qui  deviennent 

//,  =      A/>-F^-Er, 

(  Al  =  — E/)-D^-f-C/-, 

déterminent  jo,  q,  r  en  fonctions  des  coordonnées  et  des  vitesses.  Ainsi  la 
direction  des  axes  mobiles  reste  arbitraire;  mais  leur  rotation  se  trouve,  à 
chaque  instant,  déterminée  par  les  conditions  (9),  que  nous  pouvons  inter- 
préter en  disant  qu'elles  expriment  Yabsence  de  courants.  En  effet,  les  sommes 

^  m(a7,  dy^  —  y^  d■r^),  . . .  étant  nulles,  la  rotation  du  système  a  lieu  de  manière 

qu'il  n'existe  pas  de  courants  par  rapport  aux  axes  mobiles,  ou,  si  l'on  veut,  de 
manière  que  les  courants  se  compensent,  se  détruisent.  La  rotation  ainsi  définie 
représente  donc,  en  quelque  sorte,  la  rotation  moyenne  du  système  variable. 
Elle  devient  la  rotation  actuelle  dans  le  cas  d'un  système  rigide,  si  l'on  suppose 
les  axes  mobiles  solidaires  du  système,  sans  d'ailleurs  indiquer  autrement  leur 
position. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  appellerons  axes  moyens  les  axes  définis  par  les  con- 
ditions (9),  qui,  au  fond,  ne  déterminent  que  la  direction  de  l'axe  de  rotation 
moyen  du  système,  sans  préciser  la  position  des  axes  mobiles  (tout  comme  les 
conditions  dx^  =  dy^  =  dz^  —  o  définissent  les  axes  solidaires  d'un  système 
rigide,  sans  fixer  leur  situation).  Si  l'on  veut  employer  les  axes  moyens  comme 
axes  de  référence,  il  faut  leur  assigner  une  position  initiale  déterminée,  en  les 
faisant,  par  exemple,  coïncider  avec  les  axes  principaux  pour  t  =  o.  Les  rota- 
tions/?, q,  r  en  déterminent  alors  les  positions  successives. 

Les  rotations  p,  q,  r  des  axes  de  référence  Ox^,  Oj,,  0^,,  autour  de  leurs 
positions  instantanées,  caractérisent  le  mouvement  de  ces  axes  et  suffisent  à 
déterminer  celui  du  système.  Mais  on  peut  aussi,  comme  dans  le  cas  particulier 
d'un  système  rigide,  introduire  les  rotations  trr,  y ,  p  d'axes  OE,  Oy],  OC  plus  ou 
moins  liés  au  système,  autour  des  axes  de  référence.  Les  vitesses  totales,  sui- 
vant Oa;,,  0J^,  Oz^,  sont  alors 


(A  =  ([  +Anj-Fx- 

-Ep, 

^i=gl  — F^  +  Bx- 

-Dp, 

'  A,—  hf  — EcT  — Dx- 

-Cp, 
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en  désignant  par  u\  la  projection  sur  0^,  de  la  vitesse  relative  qui  résulte  des 
déplacements  d^,  dq,  dt.  Les  moments  de  rotation  deviennent 


(•0 


où  f,',  g,',  [\\  sont  les  projections  sur  Ox^,  Oj,,  Os,  du  moment  relatif  résultant 
qui  correspond  à  d"^,  dY\,  dX,.  Ces  quantités  s'annulent  si  0^,  Oy],  0^  sont  des 
axes  moyens.  Si  nous  prenons,  en  même  temps,  pour  axes  de  référence  les  axes 
principaux,  nous  aurons  simplement 

(12)  /,-ol,Gj,         ^,  =  Hl>X'         Ai^^Gp, 

en  désignant  par  x,  ad),  S  les  moments  d'inertie  principaux.  Ces  formules,  qui 
donnent  rar,  y,  p  en  fonctions  des  coordonnées  et  des  vitesses,  déterminent  les 
rotations  des  axes  moyens  autour  des  axes  principaux.  Elles  se  ramènent,  par 
les  formules  de  la  page  4i^3,  aux  relations  (lo),  qui  donnent  les  rotations  des 
axes  moyens  autour  de  leurs  positions  instantanées. 

Le  mouvement  de  rotation  des  axes  moyens  est  donc  complètement  déter- 
miné; mais  on  peut  faire  abstraction  de  leur  direction,  comme  nous  l'avons 
expliqué  plus  haut,  et  n'envisager  u,  y,  p  que  comme  les  rotations  moyennes 
du  système  autour  des  axes  de  référence,  qui  sont  ici  les  axes  principaux. 
Elles  déterminent,  à  chaque  instant,  l'axe  de  rotation  moyen  et  la  vitesse 
moyenne  yj^'^-hyj^-^  p-  autour  de  cet  axe,  tandis  que  les  rotations  p,  q,  r, 
déterminent  le  déplacement  des  axes  principaux.  Les  différences  ct  —p,  x  —  Ç* 
P  —  ^  mesurent  l'avance  de  la  rotation  moyenne  sur  la  rotation  des  axes  princi- 
paux. Comme  la  situation  des  axes  moyens  est  arbitraire,  rien  n'empêche  de  les 
faire  coïncider  avec  les  axes  principaux  au  commencement  de  chaque  élément 
de  temps  dt,  pendant  lequel  ils  s'en  écartent  de  quantités  angulaires  égales  à 
{xs—p)dt,  {y^  —  q)dl,  (p~r)dt. 

En  désignant  par  tz,  . ..  les  rotations  moyennes  autour  des  axes  fixes  OX,  OY, 
OZ,  on  aurait  encore  (a,  6,  c,  . . . ,  étant  les  cosinus  directeurs  des  axes  de  réfé- 
rence) 

(i3)  TT  =1^  acT  H- 6^  +  cp,  ... 

et  les  moments  de  rotation/,  g,  h,  relatifs  aux  axes  fixes,  deviendraient 

(i4)  /=  cAaam  +  itbô^  +  3cp, 

OU  bien 

(i5)  /=  JU7r  + (iib  — cl>)6x4-(3  — JU)cp,          
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Enfin,  les  équations  différentielles  (IV)  prennent  cette  forme  très  simple 


dt 


W^oyj-     \-  Bpq  =:£,, 


(.6)  h^-ap/..^a.^r  =  M., 

dont  nous  ferons  usage  plus  tard. 

Ces  formules  supposent  que  les  axes  de  référence  sont  les  axes  principaux; 
mais,  dans  le  cas  général,  on  peut  aussi  transformer  les  expressions  (6)  de/,, 
gt,  A,  par  l'introduction  des  moments  d'inertie  principaux  A,,  oPo,  e.  Soient  a, 
p,  y,  ...  les  cosinus  de  référence  des  axes  principaux,  on  aura  (p.  483) 

/        A—    «2^^-!-    (3^  lllj  H-    y-B, 
(17)  —  F  1-..  ocx[  A,  -\-  ^[3'  Db  H-  yy'  3, 


et 


-  E  =  aa"cil,  -H  |3(3"  Db  +  yy"  O, 
p^z=  ap  -\-  a'  q  H-  et"  r,  .  .  . , 


Pi^  Ci*  ^i  étant  les  rotations  des  axes  de  référence  autour  des  axes  principaux; 
d'où  enfin 

(18)  ^,-^;-t-a'c;Vi-+-[3'i»î>^,  +  y'2/-,, 

(  /i^=h\-h  a" eilo/>,  +  [3" Dî) 7,  +  y" a Ti . 

Quant  aux  moments  de  rotation  /,  g,  h,  qui  se  rapportent  aux  axes  fixes,  les 
formules  (G)  donnent 

(19)  / -^  {'  +  {aA  —  bV  —  cE)  p   I    {bB-  cï)~aV)q-i    {cC  -    aE -^  bD)  r, 

en  désignant  par  f,  g',  h'  les  projections  du  moment  relatif  résultant  sur  les 
axes  fixes,  pour  lesquelles  on  a 

V-  afl-i-  bg\-{-ch\,         ..., 

et  qui  s'annulent  si  les  axes  de  référence  sont  les  axes  moyens. 

Les  formules  (18)  donnent,  d'autre  part,  en  désignant  par  a,  b,  c,  ...  les 
cosinus  directeurs  des  axes  principaux  (de  sorte  que  a  =  aa  +  èa'n  ca.",  . . .), 

/  /=.  f '  -h  a  Xp^  +  b  iil,ry,  +  c  S/-„ 

(20)  <  ^=  g'H-- a' rl,/>i+ b' \il,<7iH- c'Sri, 

(  h  =  h'  +  a"  .l,/?i  4-  b" Dl,  ^1  +  c"  e i-y . 

Soient  enfin  p,  q,  r  les  rotations  des  axes  de  référence  autour  des  axes  fixes; 

on  aura 

p  — a/>,  H-b^i -t-cr„         ..., 
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et  les  formules  (20)  pourront  s'écrire 

(f  —  f'  =  xp-h  (\)b-- JU)  b  qi-+  (e  ~-x)c  /•,, 

(21)  j  ^— g'zr=JUqH   (Db  — ..1.)b'^i+(©  — X)c'/-,, 

(/i  —  h'=cAor-t-(\)b  —  Jlo)b>i+(S  —  Jlo)c"/-,. 

Ces  formules  coïncident  avec  (i5)  quand  les  axes  de  référence  sont  les  axes 
moyens. 

215.  Cas  particuliers.  —  Le  problème  dont  les  équations  différentielles  (IV) 
sont  l'expression  n'est  complètement  déterminé  que  si  les  coordonnées  x^,  y^ 
Zf  sont  données,  de  même  que  les  forces  extérieures  qui  sollicitent  le  système. 
Ainsi,  dans  le  cas  de  la  Terre,  il  faut  faire  une  hypothèse  quelconque  sur  les 
déplacements,  dus  à  des  phénomènes  géologiques  ou  météorologiques,  qui  font 
varier  les  coordonnées  j?,,  j,,  z^  de  ses  divers  points  :  ce  n'est  qu'à  cette  condi- 
tion qu'on  peut  songer  à  intégrer  les  équations  (IV). 

Système  invariable.  —  Dans  le  cas  d'un  système  de  forme  invariable,  par 
exemple  d'un  corps  rigide,  si  nous  prenons  pour  axes  de  référence  les  axes 
principaux,  nous  avons  simplement/,  =  A/?,  ...  (n*'214),  et  nous  retrouvons 
les  équations  d'Euler  (n*'  171) 

A^'  +  (C-B)^/-  =  L„ 


Si  les  axes  de  référence  ne  sont  pas  solidaires  du  système  (comme  le  sont 
les  axes  principaux),  les  moments  de  rotation/,,  ^, ,  A,,  qui  figurent  dans  les 
équations  (IV),  s'expriment  par  les  formules  (7),  où  les  quantités  A,  B,  G  ne 
sont  plus,  en  général,  des  constantes.  Elles  le  seraient  cependant  encore,  dans 
le  cas  de  A  =  B,  en  prenant  pour  l'axe  0^,  l'axe  principal  OC,  puisque,  dans  ce 
cas,  les  moments  d'inertie  sont  les  mêmes  pour  tous  les  axes  perpendiculaires 
à  OC.  On  aurait,  en  même  temps,. le  plan  des  a:^y^  étant  fixe  dans  le  corps, 

puis 

et  les  équations  (IV)  pourraient  s'écrire 

(^2)  a(^+/,/-)-C/,p  =  M., 


\ 


C-?  -N 
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/*  étant  ici  la  vitesse  angulaire  d'axes  mobiles  dans  le  plan  de  l'équateur  de 
l'ellipsoïde  central,  tandis  que  p  est  la  vitesse  de  rotation  du  corps  solide  autour 
de  l'axe  polaire  OC.  C'est  sous  cette  forme  que  les  équations  du  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  sont  présentées  par  M.  Routh  (Rigid  Dynamics,  t.  II, 
p.  273).  Elle  se  prête  surtout  à  une  première  approximation. 

On  aurait  d'abord  N,  =  o,  p  =  consi.  =  n.  En  faisant  passer  le  plan  des 
07,  Zf  par  le  centre  de  l'astre  troublant  (Soleil  ou  Lune),  on  aurait  encore  L,  =  o; 
la  vitesse  r  serait  assez  petite  pour  que  l'on  pût  négliger  les  produits  pr,  qr,  et, 
en  écrivant  M  pour  M,,  les  équations  (22)  se  réduiraient  aux  suivantes 

(•23) 


(Ap^-Cnp.M, 


d'où  l'on  tire,  en  éliminant  q, 


A^    d\p  _       M_. 

Les  formules  (i5)  du  n"  172  montrent  que  M  dépend  de  E, 'Ci  ou  de  sinaâ 
(§  étant  la  déclinaison  de  l'astre),  de  sorte  que  M  varie  assez  lentement;  on  peut 
donc  faire  M  =  const.,  et 

M         3  m'-  C  -  A    .       ,  .       . 

p  -= :  rrr ^ Sm  2  0  =:  X  Sin  2  0,  7  =  O, 

'  «C  2     «  L 

S  étant  la  déclinaison  et  m  le  moyen  mouvement  du  Soleil.  La  Lune  donnerait 
un  terme  analogue. 

On  voit,  en  somme,  que  l'action  de  l'astre  troublant  consiste  à  dévier  l'axe 
polaire  OC  dans  un  sens  perpendiculaire  au  plan  qui  contient  cet  astre. 

Dans  une  certaine  mesure,  la  solution  tient  compte  de  la  variabilité  de  M, 
car,  en  prenant  M  r-  Mo  +  Hsinm/,  on  aurait  trouvé 

Mo         «CHsinm^  _  mAHcosmt 

ou  bien  o  = -;?  Q  =  o,  en  nearlisfeant  -—  et  le  produit  —  n. 

Si  nous  prenions  pour  l'un  des  axes  mobiles  l'intersection  de  l'équateur  et 
de  l'orbite  de  l'astre  troublant,  la  vitesse  angulaire  r  serait  encore  plus  petite 
que  dans  le  cas  précédent,  et,  en  négligeant  toujours  les  produits  pr,  qr,  les 
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équations  (22)  deviendraient 


(24) 

en  même  temps,  on  aurait 


de  .    ^d<h 

^  dt  '  dt 


en  faisant  o  —  o  dans  les  relations  (3)  du  n**  170.  En  supposant  que  l'orbite  de 
l'astre  est  l'écliptique,  et  désignant  par  a  l'ascension  droite,  on  aurait  (pour  le 
Soleil) 

sinô  :-- sinô  sinO,        cosôsina  =  cos9  sin©,         cosôcosa -- cosO, 

et,  par  suite, 

3 
Li  --      M  sina  =-  -i —  m^(C  —  A)  sin0cos9(i  —  cosaO), 

3 
Ml  :=  -  M  cosa  --  -  -  /w^(C  —  A)  sin9  sin20. 

En   considérant  ces  quantités  comme   approximativement   constantes,    les 
équations  (24)  donnent 

M,  L, 

ou  bien 

de  3  m^  C  —  A    .    .   .      ^ 

dt  2    n        C 

(25)  < 

l  d^  3  m^  C-A         ,.  ^. 

f    -77  =  H 7T— COSy(l  — COS2O). 

\  dt  2    n        L 

On  s'assure  aisément  que  cette  solution  est  encore  très  approchée,  si  L,,  M, 
sont  regardés  comme  variables. 

L'intégration  donne  enfin,  pour  la  précession  et  la  nutation  solaires, 

/.,        3/?^C  —  A., 

l  A5  =  y  —  — -^ — sinycosaO, 

}  [\   n        L 

Les  équations  (24)  montrent  d'ailleurs  que  les  expressions  des  rotations  p,  q 
peuvent  contenir  les  termes  complémentaires 

a  cos(  y  n^-f- ê  ] ,         a  sin  ( -^  n^H- ê  j , 
dont  il  a  été  question  au  n"  211. 


5l2  CHAPITRE    XXX. 

Système  variable.  Axes  principaux.  —  Si  nous  considérons  le  mouvement  de 
rotation  d'un  système  de  forme  variable,  il  faut,  avant  tout,  définir  les  axes 
mobiles  dont  il  sera  fait  usage. 

On  peut,  par  exemple,  prendre  pour  ces  axes  les  axes  principaux  d'inertie, 
définis  par  les  relations  D  =  E  =  F  =  o. 

M.  Liouville,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  étudie  le  cas  d'un  corps  solide  qui  se 
déforme  en  restant  constamment  symétrique  par  rapport  à  ses  plans  principaux, 
de  sorte  qu'on  a  aussi  /,'  =  g^  ■=  h\  =  o. 

En  faisant  abstraction  des  forces  extérieures,  les  équations  (iV)  deviennent 

La  force  vive  a  ici  pour  expression 

et  elle  n'est  pas  constante.  Mais  on  voit  facilement  qu'on  aurait  l'intégrale 

ocA^p^-h^B^q^-i-yC^r^z^const., 
si  l'on  avait 

(.8,  .(■_■),:,(■_-),., (■_-)=.o, 

a,  p,  y  étant  des  nombres  constants.  Cette  condition  est  remplie  pour  a  — p  —  y; 
on  a  donc  ici 

(29)  AV^-B'^'+CV2i=GS 

et  nous  pouvons  poser,  comme  au  n°  175, 

Ay?  =:— G  sin^o  sln9o>         B^ -- —  G  sinQo  cos9o>         Cr  zz:  QcosOq. 

Ce  sont  les  intégrales  des  aires  relatives  au   plan  invariable;   nous   savions 
déjà  (n^  213)  qu'elles  ont  lieu  dans  ce  cas. 

En  remplaçant  a  et  y  par  [^  +  a  et  (3  -  ay,  on  trouverait  la  condition 

1        I  / 1       I 

C"B^^VB~Â 

pour  avoir  l'intégrale 

A^p^  —  y  C^  r^  =  const. 

Mais  un  cas  particulier  plus  intéressant  est  celui  où  les  moments  d'inertie  A, 
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B,  C  varient  suivant  la  même  loi,  de  sorte  que  leurs  rapports  ne  changent  pas. 
Nous  poserons  alors 

A==/Ao,        B=/Bo,        C=/Co, 

/étant  une  fonction  de  t,  et  A»,  Bo,  Co  des  constantes.  La  condition  (28)  sera 
remplie  en  prenant 


a 


d'où  l'intégrale 

(3o)  (A/>2+B72+Cr2)/=:const. 

Au  surplus,  en  posant 

les  équations  (27)  deviennent 

Ao-^ -!-(Co— Bo)^yo/"o  =  o,         ..., 

et  l'on  voit  que  le  problème  se  trouve  ainsi  ramené  à  celui  du  mouvement  de 
rotation  d'un  système  invariable;  les  intégrales  (29)  et  (3o)  peuvent  s'écrire 

A2  /)2   _,      U2^2   _,      f  2  ,.2  ^2 

on  a  donc  le  moyen  d'exprimer  toutes  les  variables  en  fonction  de  tf^,  et  enfin 

de  t,  à  l'aide  de  la  relation 

rdt 

H/- 

En  admettant  que,  par  suite  de  son  refroidissement  séculaire,  les  dimensions 
du  globe  diminuent  lentement  et  d'une  manière  uniforme,  on  prendrait 


'       i  +  ef 
et  le  facteur  de  similitude  serait 

en  négligeant  £^. 

Les  équations  (27)  peuvent  encore  s'intégrer,  si  les  moments  d'inertie  A,  B 
sont  égaux.  Dans  ce  cas,  on  a  d'abord 

(.3i)  Cr=consl.,         9o  =  const. 
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Les  relations  générales 


dcpf^       I     I       sin^^o       cos^tpo i        ^4*0 


cos^o  G^^       G  A  B  C       Gdt 

donnent  ensuite,  pour  A  =  B, 

(32)  4^0--— g/ -^j  cpf,  =  G  cosOq  I  (^  —  ~jdt. 

La  position  du  système  par  rapport  au  plan  invariable  est  ainsi  déterminée. 
Dans  l'hypothèse  du  refroidissement  graduel,  on  aurait 


(i  +  eO 


r^  étant  une  constante  comme  Co,  pour  A  =  B,  à  cause  de  (3i).  On  voit  que  la 
vitesse  de  rotation  r augmente  à  mesure  que  le  globe  se  rétrécit.  On  aurait  encore 

,  G  C  —  A  G         , 

Aq  Vj  Aq 

216.  Recherches  de  M.  Gyldén.  —  Dans  son  Mémoire  intitulé  :  Recherches 
sur  la  rolalion  de  la  Terre  (*),  M.  Gyldén  prend  pour  axes  de  référence  les  axes 
moyens,  définis  par  les  relations 

/i'  =  g\  =  h\  =  o. 

Il  suppose  que  l'axe  moyen  Os,  ne  s'éloigne  jamais  beaucoup  de  l'axe  princi- 
pal a,  et  il  exprime  les  quantités  A,  B,  C,  D,  E,  F,  relatives  aux  axes  moyens, 
par  les  valeurs  initiales  A(,,  Bq,  C^  des  moments  d'inertie  principaux  x,  iH),  S, 
leurs  variations  oA,  SB,  SC,  et  les  cosinus  de  référence  a,  p,  y,  .. .  des  axes 
principaux.  Pour  fixer  la  situation  des  axes  moyens,  nous  les  ferons  coïncider 
avec  les  axes  principaux  pour  ï  —  o. 

En  admettant  que  X,  nb  étaient  d'abord  égaux,  et  posant,  en  conséquence, 

X  ----:  Ao  +  ôA,         Db  =  Ao  +  âB,         e  —  Go  +  ôC, 

nous  pourrons_nous  servir  des  formules  (/)  et  {g)  du  n*'  207,  qui  supposent  que 
la  différence  x  —  iib  et  l'angle  0  sont  de  petites  quantités  du  premier  ordre; 
écrivant  9,,  ^^  0,  à  la  place  de  «p,  '\i,  0,  et  négligeant  les  produits  de  SA, 

C)  Actes  de  la  Société' royale  des  Sciences  d'Upsal,  3"  série,  t.  VIII,  1871.  —  Nous  avons  changé 
les  notations  de  l'auteur  pour  nous  rapprocher  de  celles  des  Chapitres  précédents. 
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BB,  Se  par  6,,  nous  aurons,  d'une  part, 

a  =  (3'=^  cos((|;,  —  9i),         a"  ^=— 0,sin  9,, 
—  a'  — j3  =sin(4'i  —  9i),         (3"  =  —  ^icoscp,  ; 
y  =  9isin^i,         y'i^  ôj  cosd'i,         y"=-i, 

et  de  l'autre,  en  supposant  toujours  Ao=  B^, 

A  — Ao=aMA  +  (32ÔB, 
B— Bo={3«ôA4-a^(5B, 

G  —  Co  ^^  ôG, 

Dr- /(A -G), 
E==y(A-G), 
F  =  a(3(ÔA  — ÔB). 

Nous  verrons  d'ailleurs  que,  tant  qu'on  ne  tient  compte  que  des  termes  du 
premier  ordre,  il  suffit  de  connaître  les  quantités  C  —  Co,  D,  E,  qui  dépendent 
de  Se,  6,  et  ^,  ;  car  les  autres  (A  —  A<,,  B  —  Bo,  F),  qui  dépendent  de  SA,  SB, 
ne  figurent  pas  dans  les  équations  différentielles  du  problème. 

Ces  équations  sont  les  équations  (IV),  où/,,  ^, ,  A,  doivent  être  remplacés 
par  les  expressions  (lo)  du  n°  214.  On  peut  négliger  les  produits  des  quan- 
tités p,  g,  D,  E,  F,  et  faire  A  =  B;  on  trouve  ainsi 

^  (  A/?  —  Er) -t- (G  -  A)  «7/- +  D /-^  ==  L„ 

(2)  |~(A5r-D/-)-(G-A)/>r-E/-^  =  M„ 

La  troisième  équation  donne 

Gr=  /  Ni<5?^  + const., 

ou  bien,  n  étant  la  partie  constante  de  r, 

(3)  ^^„(^j_.^^+^yN»^i. 

Dans  les  termes  du  premier  ordre,  nous  pouvons  remplacer  A,  C,  r  par  Ao, 
Co,  n,  ou  bien  traiter  A,  G,  r  comme  des  constantes.  En  simplifiant  ainsi  les 
équations  (2),  on  voit  que  les  deux  premières,  qui  donnent  /;,  q,  ne  diffèrent 
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des  équations  ordinaires  que  par  les  termes  qui  dépendent  de  D,  E;  en  posant 
elles  peuvent  s'écrire 

Si  nous  laissons  de  côté  les  termes  complémentaires  Xcosv/i(^ -+- t), 
"ks'mvn^t -hi)  du  n'^  211,  qui  dépendent  des  conditions  initiales,  les  inté- 
grales sont 

i       r'  - 

i  p  =  j    [L2C0Svn(^  —  t)  —MiS'\nvn{t  —  t)]dt, 

1  t/n 


(•^) 


I  q  z=z  I    [LjSinvn  {t  —  t)  -h  M2C0Svn(^  —  t)]  dt, 


OÙ  /  représente  la  limite  supérieure  de  i,  qui  reste  constante  pendant  l'intégra- 
tion; on  supprime  la  barre  après  l'intégration  faite.  Gela  revient  à  faire  tour  à 
tour,  après  l'intégration,  ;  =-  o  et  /  =  /.  Les  relations  (i)  donnent  d'ailleurs 

1)  F 

(6)  -r--=-  —  vQ^Q,o?,'])^,         -  =  — vôisiri'l'i, 

et  si  L,  =  M,  =  o,  on  trouve,  en  intégrant  par  parties  et  faisant  D  =  E  =  o  pour 
z  =  o, 

P 


(7) 


q  _ 


V01  sitn|;i-l-  (i  H-  v)y/i  /    0iCOS(vrt^  —  vnt  —  4*1)  <^^» 
v0icos4'i-f-  {i-h''j)vn  I    9i  s\n{v nt  —  vnt  —  ^^)  dt. 


Ces  expressions   donnent    les    cosinus  de   référence  de   l'axe   de  rotation 
moyen  01;  et  comme  les  angles  diffèrent  peu  de  90°,  on  aura 

(8)  E_(,.oi)  =  f,         ^_.(^,o„  =  |. 

Il  est  visible  que  p,  q  dépendent  de  0,,  ^,,  tandis  que  r  n'est  influencé  que 
par  Se. 

Pour  obtenir/?,  q,  r,  il  faut  connaître  a  priori  §C,  0,,  ^,.  Si  l'on  connaissait, 

1)     F 

au  contraire,/;,  q,  r,  on  trouverait  alors  inversement  §C,  -r^'  t'  en  introduisant 
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dans  les  quadratures  l'argument  nt  au  lieu  de  vnt,  et 
au  lieu  de  Lo,  Ma. 


«  A  n  dt  nA  nat 


Il  reste  à  exprimer  en  fonctions  de  p,  q,  r  les  angles  cp,  -];,  0  et  les  cosinus 
directeurs  a,  b,  c,  ...  qui  déterminent  la  position  des  axes  moyens  dans  l'es- 
pace. En  faisant  usage  des  formules  (2)  et  (3)  des  n"^  169  et  170,  on  trouve 
d'abord,  avec  une  approximation  suffisante, 


'  tp  =z(p„+  /:+  /cot^o. 

(9) 

l 

^       sm^o 
e  =  9o'h  m, 

où  (p„=  n(t  - 

-  h),  et 

l    k  =  j  {r—  n)dt, 
(10)  ■;    l  :=  I  {p  s'\n<X)n-i- q  COSCf n)<^t, 

I   m=z  I  {—  p  cos  cp„  +  q  sin  9,,  )  <^/. 

Nous  avons  pris  o  =  o,  'vj;  =  o,  0  —  60,  pour  t  =  to  (limite  inférieure  des  inté- 
grales). On  aura  donc  sin^  =  ^,  cos(J>  =  i,  etc.,  et  par  les  formules  (2) 
du  n°  169, 

a  ^coscfn — A-sincprt, 
6=:— sin9„ — A-COS9,,, 
c  1=  l; 

a'  =  (cos&o —  m  sin^o)  sin9„  +  {k  cos9q—  IsinQo)  coscp,,, 
t'z=:(cos0o —  ^  s\n Oq) COS cpn —  {kcosOo—  /sin^o)  sin9„, 
c'  =z  sin  9q  ■+-  m  cos  9o  ; 

«':=  —  ( sin  00+  ffi  cos 00 )  sin9„ —  (Â:sinôo+  Icos9q)  cos9,j, 
^"  — —  (sin9o+  /?îcos9o)cos9,j+  (/rsin9o+  ^cosÔq)  sin9„, 
c"  ■=  cos 9o  —  m  sin  9o. 

Les  cosinus  directeurs,  par  rapport  aux  axes  fixes,  de  l'axe  instantané  01  (de 
l'axe  de  rotation  moyen)  sont,  en  désignant  par  p,  q,  r  les  rotations  autour  des 
axes  fixes, 

p        ap  -h  bq  -\-  cr 


w 
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On  trouve  ainsi,  avec  une  approximation  suffisante  (en  faisant  cd  =  r), 

/icos(XOI)  =/?cos9,j—  q  sin9„4-  ni, 

n  cos(YOI)  =       (/?  sin<p„4-  <7COS9„)  cos^o-f-  n(sin9o  +  mcosSo)» 

/icos(ZOI)  ==      (/>  sin9„+ <7  cos9„)  sin^o  + 'ïlcosQo— /w  sin^o)' 

En  substituant  pour  /,  m  leurs  expressions  (lo),  exécutant  des  intégrations 
par  parties,  et  posant 

(XOI)  =:  ^  +  A^,        (YOI)  =  ^  -  0„+  A^,        (ZOl)  =  00-  A., 
OÙ  A^,  A^,  A^  représentent  des  nutations  de  l'axe  01,  M.  Gyidén  trouve  finalement 

('•)  >    -A,=  ^»  +  i/(gsin9„-l-gcos9„)«?^ 

-A.=  -A^, 

où  /?o.  '/o  sont  les  valeurs  de  />,  ^,  pour  t  —  t^^  (Oa;,  coïncidant  alors  avec  OX). 
On  peut  les  égaler  à  zéro  lorsqu'on  fait  abstraction  des  forces  extérieures  et  des 
conditions  initiales  du  mouvement;  on  peut  aussi  sans  inconvénient  faire /o  =  o. 
Les  formules  (ii)  s'obtiennent  d'une  manière  plus  rapide  en  partant  des 
relations 

^  T=.  ap  -^-  hq  -\-  cr,         d^^  zzl  a  dp  -\-  h  dq  -^  c  dr,  . . . , 

qui  donnent,  d'une  part  (en  négligeant  toujours  les  quantités  du  second  ordre), 

et  de  l'autre 

p  —  po-H  I  {adp  ^  bdq  +  c dr)  =/?o+  /  (cos9,j<^/>  —  sin9„c?^), 

et  des  expressions  analogues  pour  q  et  r;  en  les  divisant  par  w  =  r,  on  obtient 
les  cosinus  directeurs  et,  par  suite,  A^,  A^.,  A^. 

Dans  les  applications  qu'il  fait  de  cette  théorie,  M.  Gyidén  néglige  les  forces 
extérieures  (L,  =  M,  n::::  N,  =  o),  et  il  suppose  r  =  n,  et  /7o  =  7o  =  o. 

Soit  d'abord  ^,  =  o;  les  formules  (8)  donnent,  pour  les  coordonnées  sphé- 
riques  du  pôle  de  rotation  I  par  rapport  à  Oz, , 


^-(^,01)  =  ^,        !!_(j,oi)=.^, 


et  les  formules  (7) 


(12)       ~  ■=!  (i  +  v)v«  /  01  cosvn(i  —  t)  dt,  —  rri  (i  +  v)v/i  /  6^  '&invn{t  —  t)dt  —  v^j. 
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les  intégrales  devant  être  prises  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  ^^t  (après  l'intégration," 
on  supprime  la  barre  qui  sert  à  distinguer  la  limite  supérieure  de  t). 

Enfin,   les   coordonnées  sphériques  du  pôle  I  par  rapport  à    3  sont  -  et 

2-9,. 

On  a,  d'une  manière  générale,  entre  les  mêmes  limites  (^  =  o  et  ^  =  ^) 

Ay/i(e~^'—  cosv«<)  -f-  X^sinv/ii 


vn  /  (  1  —  e~^')  sin vn{t  —  t)  di 


Supposons,  en  premier  lieu,  que  l'angle  0,  que  l'axe  principal  G  fait  avec  l'axe 
moyen  0^,,  tout  en  restant  très  petit,  varie  d'une  manière  uniforme  avec  le 
temps,  et  posons  G,  =  Xt.  Pour  appliquer  à  ce  cas  les  formules  qui  précèdent,  il 
suffit  de  développer  e"^'  et  de  négliger  X-.  On  trouve  alors 

i  P       ^  , 

l  -  =:  —  (i  —  cosv nt), 
\  n       vn 
(i3) 

1  —  z=.At sinvnt, 

\  n  vn 

en   supprimant  le   facteur  (i  +  v)  devant  les  termes  périodiques.    Les    for- 
mules (il)  donnent 

Ax=^  -  rcosfi  +  v)nt  —  cos/iil, 
n 

Ay=  As-~  -  [sin(i  H- v)«i  —  sinn^]. 

Si  nous  prenons  pour  unité  de  temps  l'année,  nous  avons  vn  =  7,5  =  4^0", 
et,  avec  >.  =^  o",oi, 

—  r=o",ooi3(i  —  cosvnt),         -  —  0.^=1—  o",ooi3  sinv/i^. 
n  n 

Ces  termes  périodiques  sont  insensibles. 

Pour  représenter  une  variation  brusque  de  l'angle  0,,  telle  qu'elle  pourrait  se 
produire  à  la  suite  d'un  tremblement  de  terre,  nous  poserons 

OÙ  X  sera  un   nombre  très  grand  (par  exemple  x=  1000).  En  négligeant  les 
termes  multipliés  par  v,  les  formules  (12)  donnent  alors 

(i4)  —  =:esinvn^,  —  =  £(i  —  cosv/îf). 
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Les  quantités  A^,  A^  auraient  le  facteur  £v.  On  n'obtient  que  des  termes  pério- 
diques très  petits. 

Si  le  changement  de  0,  n'est  que  temporaire,  il  faut  poser 

en  prenant  toujours  x  très  grand.  Pour  des  valeurs  très  petites  de  "k,  on  aurait 

(i5)  ~rr:esinv/i^,  —z=z£(e-^' — cosvnt). 

n  n 

Pour  des  valeurs 'suffisamment  grandes  de  X,  on  aurait,  au  bout  d'un  certain 
temps,  p  =  q  :^  o. 
Dans  ce  qui  précède,  on  a  supposé  «J>,  =  o.  Faisons  maintenant 

OÙ  /?,  est  supposé  peu  différent  de  n.  On  trouvera,  en  remplaçant par  -, 

(  p        '^  —  f^i ,  • 

l  —  =:;  e (smnif  +  smv/i^, 

\  n  n 

(«6) 

i  a  n  —  n,  , 

F  —  =  e (cos/i,  t  --  cosvnO  ; 

\  n  n 

puis  ensuite 

—  Aj;=  e  sin(w  —  n\)t, 

—  Ay=—  A5=e[i  —  cos(/i  ~  «i)f], 

en  omettant  des  termes  qui  ont  le  facteur  £v(/i  —  n^).  On  voit  que,  dans  ce  cas, 
la  perturbation  affecte  la  direction  absolue  de  l'axe  de  rotation  moyen. 

L'hypothèse 

^^z=:^nxt,        v9i  =  £  sin(/i  —  «,)<, 

conduit  à  des  résultats  analogues.  On  a  0"  =  o,  et  l'on  trouve,  en  remplaçant 

I  I 

par  -) 


n  —  n 


P 

n  n 

('7) 

q  _  n  —  «1 


—  =        £ rC0S(2«i--  /l)^  —  COSV/l^  I, 

En  même  temps, 


-  =-  —  £ r  sm(2«i  —  n)t  -{-  s\nvnt\. 

n  n       ^ 


—  Aa;=  -£[l  —  C0S2(/i  —  «,);], 


^y-=i  i^.z=z  -  £  sin2(n  —  «1)^. 


Des  perturbations  de  cette  catégorie  pourraient  avoir  pour  cause  le  phéno- 
mène des  marées;  mais  le  coefficient  £  serait  toujours  très  petit. 


MOUVEMENT    DE    ROTATION    d'uN    CORPS    DE    FORME    VARIABLE.  521 

Remarque.  —  Pour  L  ^  M  =  N  =  o,  les  intégrales  des  aires  (VI)  et  les  for- 
mules (i5)  ou  (21)  du  n°  214,  où  l'on  peut  faire  r^  =  r,  donnent  ici 

,   ^l,(p  +  yc  r)=/o, 
(18)  X{q-^vc'  r)—go, 

'  X{v  +  vc"/-)  =  /?o. 

c,  c',  c"  étant  les  cosinus  directeurs  de  l'axe  principal  s.  Si  nous  prenons  pour 
axes  fixes  les  positions  occupées  par  les  axes  principaux  à  l'époque  ^o»  nous 
aurons,  pour  /  =  /„,  c  =  c'  =  o,  c"=  i;  par  conséquent,  en  négligeant  des  quan- 
tités du  second  ordre, 

On  aura  d'ailleurs  toujours  sensiblement  c"=  i,  r  —  r;  la  troisième  intégrale 
coïncide  donc  avec  (3).  Les  deux  autres  donnent,  en  divisant  par  r, 

-+vc=— >  -ÎH-vc'=— • 

/•  n  r  n 

En  faisant/?o  =  ç'o  =  o  et  désignant  par  A^;,  A,  les  nutations  de  l'axe  01,  comme 
c,  c'  représentent  celles  de  l'axe  s,  on  a 


-(XOI) 

_  p, 
/■ 

Ar  = 

'  2 

-(YOI) 

-A,= 

vc  = 

:  v(« 

7  + 

by' 

+  c), 

-^y  = 

vd  = 

:v(a 

'•/  + 

b'y' 

+  c'). 

q 

—  > 


et  l'on  trouve 

(•9) 

C'est  une  extension  du  théorème  de  Poinsot  (p.  495).  On  y  arriverait  aussi 
par  l'intégration  des  équations  (2),  en  tenant  compte  des  formules  (19),  p.  5o8, 
et  des  expressions  de  p  et  de  c?p  de  la  page  5i8. 

Comme  nous  l'avons  dit,  les  axes  fixes  sont  ici  les  directions  primitives  des 
axes  mobiles.  On  pourrait  conserver  l'axe  OX  et  remplacer  OY,  OZ  par  deux  axes 
nouveaux,  faisant  avec  les  anciens  l'angle  Ôq  :  on  reviendrait  ainsi  au  système 
général,  et  l'on  aurait,  pour  ces  axes, 

cos(YOI)  —  sin0o+  cos^o  A^,        cos(ZOI)  =  cosô,,—  sin^o  A^. 

217.  M.  Gyldén  a  repris  ces  recherches  dans  deux  Mémoires  postérieurs  qui 
portent  pour  titre  :  Lois  de  rotation  d'un  corps  solide  dont  la  surface  est  recouverte 
par  une  masse  liquide  (  '  ) . 


(  *  )  Rotationslagarne  for  en  faxt  hropp,  hvars  y  ta  àr  betàckt  nf  ett  Jlytande  amne  (  Bulletins  de 
l' Académie  de  Stockholm^  1878,  n°  7;  1879,  n°  3). 

T.  -  11.  66 
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Il  emploie  deux  systèmes  d'axes  mobiles  :  les  axes  principaux  du  noyau 
solide  (0^,  Or,  Os),  axes  de  référence  dont  les  rotations  p,  q,  r  figurent  dans 
les  équations  différentielles  du  mouvement,  et  les  axes  principaux  de  l'ensemble 
formé  par  le  noyau  et  l'enveloppe  liquide  {0x^,  Oj<,  Oz■^). 

Les  sommes  2,  relatives  à  l'ensemble  du  système,  se  composent  de  deux 

parties  2^'  ^^■>  dont  la  première  s'étend  aux  particules  solides,  la  seconde  aux 
particules  liquides.  On  aura  donc,  en  égalant  à  zéro  les  moments  de  déviation, 


(20) 


La  situation  relative  des  deux  systèmes  d'axes  étant,  comme  au  n"  169,  définie 
par  trois  angles  9,,  ^,»  0,,  M.  Gyldén  suppose  qu'on  a  toujours 

9i— ^i  =  Yj, 

Yj  étant  la  longitude  du  méridien  ^1  de  l'axe  de  rotation  instantané  01  du  noyau, 
comptée  à  partir  de  Ox.  Ce  méridien  passe  donc  par  l'intersection  N  des  deux 
équateurs  xy,  x^y^.  L'angle  zi)\,  que  nous  désignerons  par  '(,  reste  par  hypo- 
thèse toujours  très  petit,  de  sorte  qu'il  est  permis  d'en  négliger  les  puissances 
supérieures,  et  M.  Gyldén  admet  qu'on  a 

(21)  0, 3Z  A Ç        ou        sin0i=:  A-sinÇ, 

où  le  facteur  k  est  indépendant  de  '(.  Ces  hypothèses,  sur  lesquelles  il  s'explique 
à  peine,  paraissent  reposer  sur  l'idée  que,  l'axe  principal  0^,  cessant  de  coïn- 
cider avec  Os  et  avec  l'axe  de  rotation,  ce  dernier  commence  à  décrire  un  cône 
autour  de  Oz^,  de  sorte  que  l'arc  si  est  perpendiculaire  à  zz■^.  Il  faut  ensuite 
admettre  que  les  axes  principaux  Ox,  Oj  sont  très  peu  déviés  dans  le  plan  de 
l'équateur,  de  sorte  que  les  distances  Na;  =  ^,  et  '^x^  =  cp,  peuvent  être  consi- 
dérées comme  égales  à  y]. 

D'après  nos  définitions,  nous  avons  (en  négligeant/;^  q'^) 

Ç  sinYî  =     ~,        K  cosYi  —    -, 


r  r 


hs\nn=i  k-,         Q.cosf]  ^=:  k-, 
r  r 


et,  ces  expressions  étant  substituées  dans  les  formules  du  n"  169,  on  trouve 
qu'en  faisant  x  =  eux,  +  ^y,  -t-  ys, .  . . .,  les  cosinus  directeurs  a,  ^,  y,  . , , ,  ont 


(») 

(?) 

(r) 

2         /•- 

2          /•- 

2           /- 

kl, 

r 

-     A^,        . 

2                 /■- 
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pour  valeurs 


(22) 


Il  faut  maintenant  recourir  aux  équations  différentielles  (IV).  Les  moments 
d'inertie  A,  B,  C  qui  figurent  dans  les  expressions  (6)  du  n°  213  sont  ceux  du 
système  entier,  relatifs  aux  axes  de  référence  O^r,  Oy,  Oz;  on  aura  donc 

Quant  aux  moments  d'inertie  relatifs  aux  axes  Ojo,,  Oj,,  0^,,  ce  sont  des 
moments  principaux  que  nous  désignerons  par  a.,  dl,  3. 
Nous  poserons 

(23)  .l,=:2!"^01+-l)=Ao+aA, 

puis 

r  r  r 

OÙ  C  est  une  constante  et  cr  la  variation  de  la  vitesse  de  rotation  r.  Cette  varia- 
tion sera  une  quantité  très  petite  du  second  ordre,  et  dor=dr.  M.  Gyldén 
suppose  aussi  que  c  est,  comme/?  et  q,  du  premier  ordre. 

Les  relations  (20)  donnent,  pour  les  axes  principaux  Oo:,,  . .    , 

^my,Zy  =  o,         ^^myiZi=—'^^mYiZi,  

Pour  exprimer  A,  B,  C,  ...  par  les  moments  principaux  cl>,  \\\,,  £,  nous  nous 
servirons  des  formules  (/)  du  n°  207.  En  tenant  compte  des  relations  (22), 
observant  que  [3^  et  a'-  sont  du  quatrième  ordre,  et  substituant  pour  d,,  ■Ml,  3 
leurs  expressions  (23),  on  trouve  (') 

(  A  =  Ao  +  c  ^  4-(C-A)A-2^J,  i)-_(C-B)  A^, 

(24)1  B  =  Bo+c  ^  +(C-B)A^^],  E=-(C-A)A^, 

C=Co  +  c^'-(C-A)A-<-(C-B)A<,        F=-(c-^^^^)k^q- 


2       /        r^ 


On  peut  négliger  c  Br  ou  remplacer  C^r  -\-  c  or  par  (C^  -h  c)  r  —  en. 


(  '  )  Nous  avons  rectifié  les  termes  du  second  ordre. 
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En  désignant  ici  les  moments  relatifs  par/',  g',  h',  les  formules  (G)  du  n"i2l3 
donnent,  pour  les  moments  de  rotation/,,  ^, ,  A,,  les  expressions  suivantes  : 

[/i=/'+[A  +  X(C-A)]/>, 
(25)  ]ff,  =  ff'+[B  +  k{C-B)]q, 

I  h,  =  h'-hC,r-i-{i-k)j[{C-\)p^-h{C-\i)rj^]. 

Les  moments  relatifs/',  g',  h'  ne  s'annulent  pas;  ce  sont  néanmoins  des  quan- 
tités très  petites,  parce  que  les  sommes  ne  s'étendent  qu'aux  particules  liquides 
(les  coordonnées  x,  y,  z  ne  variant  pas  dans  le  noyau  solide)  : 


^'=2:. 


y  dz  —  z  dy 
""' dl ' 


On  pourra  donc  ici  négliger/?-,  q-  dans  les  formules  de  transformation  (22) 
et  faire  simplement 

I  P  1  (] 

œ  —  œ^-hkîyz^,         y  =  y^-\~  k^-z„ 
-5  rzz  Z\  —  K  —  00  \  —  a'  —  Y  \  • 

r  i"^ 

En  admettant,  de  plus,  que  les  sommes 

s'annulent,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  de  courants  du  liquide  autour  des 
axes  principaux,  et  observant  que,  aux  termes  du  premier  ordre  près,  on  a,  en 
vertu  des  relations  (20), 

^^niJCi  Yi—  —  ^m  x^  Yi  =  0, 
2  m^io?,  =— (C  — A)A-^,  2  my^Zi  —  —  {C  —  ]i)k'^, 

on  trouve 

1  k  dq 

•^  /•  dt 

k  dp 

^     '  yS=-^^T-dt' 

A-_— (G-A)^4^  +  (C-B)^^^, 
\  ^  '  r^     di         ^  '  r^     dt 

OÙ  a,  b  représentent  les  moments  d'inertie  du  liquide 

ci=--^^'n{y\  +  z\),         b^'^^^mizl  +  œl), 
que  nous  pourrions  traiter  comme  des  quantités  petites  du  premier  ordre. 
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En  profitant  des  relations  (23)  et  (26)  et  ne  conservant  que  les  termes  du 
second  ordre,  nous  pouvons  mettre  les  équations  différentielles  (IV)  sous  la 
forme  suivante 

§  +  (,_A)(C-B),-y-M|=L„ 

'='7>  <%-(' -''''(•^ -*>'■/' -"^5?  =  *■" 

OÙ  il  faut  substituer  pour/, ,  ^, ,  A,  leurs  expressions  (23). 

Parmi  les  forces  extérieures,  M.  Gyldén  considère  seulement  les  résistances 
dues  au  frottement  du  liquide  contre  le  noyau,  qu'il  suppose  proportionnelles 

dx     dy     dz      ^  ^  , 

aux  Vitesses  -j-»  -jf)  — ■»  de  sorte  qu  on  a 
dt     dt     dt  T 

*^'-^b 'dt ' 

la  somme  S  devant  s'étendre  à  toute  la  surface  du  noyau. 
En  négligeant  les  sommes  Sa7,j,,  S^,z,,  Sj,s,,  on  trouve 

(.8,  I-.=-^|.        M.=^^|,         N.  =  o, 

OÙ 

En  faisant  abstraction  des  termes  du  second  ordre  (produits  de  p,  q,  a,  b,  a,, 
b^,  . . .),  et  posant 

^  (i-A-)(C-B)  _  (i-X:)(C-A) 

les  équations  (27)  donneraient 

(29)  ^—  —  Siqr,         -^z=s^pr,  dr  =  o. 

Ces  approximations  étant  substituées  dans  les  termes  du  second  ordre,  tels  que 
y,  g\  h',  si  l'on  pose  encore 

c,  =  A-(C  —  A  —  a5j),        Ci  =  k{C  —  B  —  bsi), 
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les  équations  dilïerentielles  deviennent 

(A  +  6'i)  -^  +  (C  —  B  —  C2)  rq  +  a^s^p  —  o, 

(3o)         {  (B +  C2) --^  — (C  — A  — Cl) /•/?  4- ôi^i  (71=0, 

dr 

(Co+  c) 1-  [B  —  A  H-  (B  —  A)  ik{'ik  -  i)  s^s-i^  c^—  Ci]pq  =  o. 

Pour  les  simplifier,  supposons,  avec  M.  Gylclén, 

A  =  B,         a  =:  b,         ai=:bi. 

Nous  aurons  d'abord 

dr  =  0,         /•  =  const. 

Les  deux  premières  équations  (3o)  prennent  la  forme 

(3i)  ■  /  , 

et  les  intégrales  seront 

(32)  p  =zye-^^  cos{}U  +  s),         q  =  ye-^-^  sin{ll  +  s). 

Les  coefficients  x  et  X  sont  de  la  forme 

^(,_A-)(C-A). 

M.  Gyldén  fait  observer  que,  dans  la  réalité,  la  diflerence  C  —  x\,  si  elle  est 
primitivement  très  petite,  doit  augmenter  avec  le  temps,  par  suite  des  érosions 
incessantes  que  fait  subir  aux  continents  le  travail  des  eaux.  Au  contraire, 
k  doit  diminuer,  et  il  s'ensuit  que  x  et  X  augmentent,  et  tendent  vers  une  limite 
supérieure.  Dans  cette  hypothèse,  si  l'on  pose 

les  intégrales  des  équations  (3i)  se  présenteront  sous  la  forme 

(33)  p  =  ye-f''^'^^cos(e-]-jldn,  q  =  ye-f^'"  s'm(  s -h  j  Idtj , 
et  l'on  trouve 

(    /xû^^  —  (xo+xj)^—  -(i  — e-^<), 
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On  en  conclut  que  le  pôle  de  rotation  décrit  autour  du  pôle  d'inertie  (0^)  une 
spirale  qui  le  rapproche  de  ce  dernier;  ce  mouvement,  d'abord  très  lent,  s'ac- 
célère peu  à  peu,  et  les  deux  pôles  finissent  par  se  réunir.  On  trouverait  là  l'ex- 
plication des  phénomènes  de  l'époque  glaciaire,  en  admettant  que  la  différence 
des  moments  d'inertie  C  —  A  a  été  d'abord  extrêmement  petite. 

Dans  son  second  Mémoire,  M.  Gyldén  cherche  à  intégrer  les  équations  (3o)  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques.  Au  point  de  vue  pratique,  les  résultats  ne 
diffèrent  pas  beaucoup  de  ceux  qu'on  obtient  en  simplifiant  la  forme  des 
équations. 

218.  Recherches  de  MM.  G.-H.  Darwin  et  W.  Thomson.  —  Dans  le  Mé- 
moire que  nous  avons  déjà  cité  plusieurs  fois,  On  the  influence  of  geological 
changes,  M.  Darwin  prend  pour  axes  de  référence  les  axes  principaux,  qui  sont, 
à  chaque  instant,  déterminés  par  les  relations 

I)  —  E,=  F  =  o. 

Les  vitesses  de  rotation  qui  caractérisent  le  mouvement  de  ces  axes  étant/?, 

q,  r,  il  pose 

/?  =  TET  +  a,         q=z-x^-i-^,         /•  =  p  -f-  y, 

OÙ  GT,  y,  p  sont  les  vitesses  de  rotation  de  la  Terre,  considérée  momentanément 
comme  rigide,  ou  figée  dans  sa  configuration  actuelle,  et  a,  p,  y  les  vitesses  de 
déviation  des  axes  principaux  qui  résultent  du  déplacement  des  masses.  On 
peut  admettre  que  a,  p,  y  sont  des  quantités  très  petites  et,  de  plus,  constantes, 
si  les  moments  d'inertie  varient  lentement  et  d'une  manière  uniforme.  En  sup- 
posant, comme  au  n°  214,  que  cnr,  y,  p  sont  les  rotations  d'un  second  système 
d'axes  0^,  Oy],  0^  qui,  au  commencement  de  l'intervalle  dt,  coïncident  avec  les 
axes  principaux,  les  relations  (ii)  du  n°214  nous  donnent  immédiatement 

/,  =  f  ;  +  cl,  CT,      gi  —  g'i  +  ii'o  X.      ^h  =  h;  +  £  p, 

où  f^',  g',,  h^  sont  les  moments  relatifs  qui  proviennent  des  déplacements  c^H,  ofy], 
dZ,.  Ces  moments  relatifs  sont  aussi  des  quantités  constantes  et  très  petites; 
M.  Darwin  les  calcule  dans  deux  ou  trois  cas  particuliers.  Les  équations  (JV) 
deviennent  alors 


dt 


+  '/(h'i  +  Sp)  -  /-(g;  +  l'î^x)  =  Li' 


où  il  faut  encore  remplacer/?,  q,  r  par  rs  -\-  a,  /,  H-  P,  P  +  T»  ^^  ^^^  moments 

d'inertie  principaux  ,.i>,  iib,  G  par  des  expressions  de  la  forme  Aq  +  «^,   

Mais  il  est  facile  de  voir  que  les  rotations  cr,  y,  p,  ainsi  définies,  sont,  au 


dt 

d{\\\y^) 

dt 

di£p) 
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fond,  indéterminées;  car  on  peut  les  choisir  arbitrairement  et  déterminer  a,  p, 
y  en  conséquence,  pour  passer  d'une  configuration  donnée  à  une  autre,  ou  d'un 
système  d'axes  principaux  au  suivant.  Afin  de  déterminer  complètement  les 
rotations  partielles,  nous  supposerons,  avec  M.  Helmert,  que  0^,  Oy],  O'C  sont 
\es  axes  moyens,  en  faisant 

f,  ^  g;  =  h',  =  o. 

Dès  lors,  Gî,  '/,  p  sont  les  rotations  moyennes  de  la  Terre,  et  nous  pourrons 
nous  servir  des  équations  (iG)  du  n*'  214  (p.  5o8) 

OÙ 

/)  =  GT  H-  a,         7  1=  '/ 4-  [3,         /•  =  p  -r-  y. 

Ces  équations,  où  x,  iil,,  3  et  a,  ^,  y  sont  des  fonctions  données  du  temps, 
permettent  de  déterminer  les  rotations  moyennes  cr,  y,  p  et  l'axe  de  rotation 
moyen.  Les  quantités  a,  ^8,  y  expriment  l'avance  des  axes  principaux  par  rapport 
à  la  rotation  moyenne  de  la  Terre,  pendant  l'unité  de  temps. 

Nous  commencerons  par  supposer  L,  =  M,  =  N,  =  o.  En  écrivant  A,  B,  G  au 
lieu  de  a,,  m,,  e,  les  équations  deviennent 

(i)  ■  -^-^ Bxr  +  Cpq  =  o, 

et  nous  avons  l'intégrale  des  aires,  relative  au  plan  invariable, 

A^cj^^- !>«/,'+ C2p5— G-, 

qui  se  déduit  aussi  des  formules  (i4)  de  la  page  Soy,  en  faisant 

/m  rtalacj  4- ôilby  H- c3p  :=  const.,         .... 

Les  rapports 

Arn       Bx       Cp 
G   '      G  '      G 

représentent  les  cosinus  de  référence  de  la  normale  au  plan  invariable,  relatifs 
aux  axes  principaux,  tandis  que  -,  ^?  -^.  où  w  =  y/tn-  h-  //h-  p^,  sont  les  cosi- 
nus de  référence  de  l'axe  de  rotation  moyen.  Comme,  par  hypothèse,  les  mo- 
ments d'inertie  restent  toujours  approximativement  égaux,  nous  aurons,  à  très 
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peu  près,  G  =  Cw,  et  l'on  voit  que  l'axe  de  rotation  01  ne  pourra  jamais  s'é-' 
loigner  beaucoup  de  la  normale  OG  au  plan  invariable,  les  angles  GOI  et  COI 
étant  à  peu  près  dans  le  rapport  de  C  —  A  :  C  (théorème  de  Poinsot,  p.  495). 
Nous  allons  maintenant,  avec  Sir  W.  Thomson,  introduire  dans  les  équations 

les  cosinus  de  référence  l,  y],  "C  de  cette  normale,  E  =  -jry    •  •  ?  et  il  viendra 


ou  bien 


"i  ,«/. 


dt  V  B 


g  j  ri^  —  yr,  +  |3?  —  o. 


(.)  ^-«(c-i)«"^'-v5 


En  même  temps 


e  +  r]^  +  ç^  =  i, 


de  sorte  que  les  équations  (2)  n'en  représentent  que  deux.  Remarquons  en 
passant  que,  si  nous  désignons  par  G  le  point  où  la  normale  perce  une  sphère 
de  rayon  i,  H,  y],  C  sont  les  coordonnées  de  G  par  rapport  aux  axes  mobiles  qui 
coïncident  temporairement  avec  les  axes  principaux,  et  dont  les  rotations  sont 
rs,'/,p;  par  conséquent,  les  expressions 


p-.-5CÇ  =  -G(l-i)rîC, 


représentent  les  vitesses  relatives  de  G  par  rapport  aux  plans  principaux,  ani- 
més des  vitesses  de  rotation  moyennes,  tandis  que 

yn  -  [3Ç,     . . . 

représentent  les  vitesses  relatives  dues  à  la  déviation  des  axes  principaux. 

Comme  il  est  entendu  que  les  changements  qui  s'accomplissent  dans  la  Terre 
ne  modifient  les  constantes  fondamentales  du  mouvement  que  d'une  manière  peu 
appréciable,  il  sera  permis  de  considérer  H,  y]  comme  des  quantités  très  petites, 
et  de  faire  1  =  1  dans  les  deux  premières  équations,  qui  deviennent  alors 


(3) 

en  posant 

T.  -  II.  67 


(dl 
\  dt 

+ 

U 

+  ^  = 

=  0, 

j  d-n 

{  dt 

— 

P^ 

—  a  - 

=  0, 

1=: 

G  C 

—  B 
B 

7' 

t^  = 

G  C 

A 

A 
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Les  quantités  a,  fl,  X,  [jt.  sont  ici  des  fonctions  données  du  temps.  En  faisant 
abstraction  de  la  rotation  y  et  posant  X[jl  =  v^,  on  aura  toujours,  à  très  peu  près, 


X  =  /Jl.  =  V  := 


(0 

3Ô5' 


CD  étant  la  vitesse  de  rotation  moyenne  de  la  Terre,  pour  laquelle  on  prendra  ici 

w  :=;  2  71  X  366  =  aSoo,         d'où         V=r7,5. 

Pour  intégrer  les  équations  (3),  il  faut  supposer  que  X,  [x  sont  des  constantes. 
En  désignant  (comme  nous  l'avons  fait  au  n"  216)  par  4  la  limite  supérieure 
de  /,  qui  ne  varie  pas  pendant  l'intégration,  et  qui  est  aussi  la  valeur  de  /  hors 

du  signe   / ,  nous  pourrons  mettre  l'expression  finale  de  ^  sous  l'une  ou  l'autre 

des  deux  formes  suivantes 

(4)  |=-   j  a  shvj  {t—  t)dt  —  I  ^cos'j  {t —  t)dt -ircocosvt ^Yîosinv^ 

OU  bien 


(5) 


^=:'-  nioc+'^)sinv{t-})dt  +  B,cosvt-^'~^_^^'^'ûiivt, 


OÙ  ^0»  ^0»  Po  sont  les  valeurs  de  ^,  y],  p  à  la  limite  inférieure  (/=  o).  On  trou- 
verait l'expression  de  y]  en  remplaçant  partout  Eo  par  y]o,  a  par  —  (3,  X  par 
—  [x,  etc. 

Pour  X  ==  [Jt,  =  V,  on  aurait 


(6) 
OU  bien 

(7) 


^=  f    asinv(^  —  t)  dt  —  j    ^  cosv  {t —t)dt -{-IqCOSvù —■■no  s'invt, 
n  ^=  I    acosv(^  —  t)dt^l    (3sinv(^ — l)dt -h-fioCoavt -h  loSiin-'Jt 

^=  /    {(x-\-  ^  j  sinv(^— 0<i^  +  ^o  cosv/!—    y)o4-  —    sinvi, 
Y]  =  /     (  (3 -^  j  sinv(;  —  ~t)dt  +  riQCOSvt  +  Uo  H -\  sinv^. 


Dans  le  cas  de  changements  géologiques  séculaires,  les  vitesses  de  déforma- 
tion a,  p,  y  p'euvent  être  considérées  comme  constantes,  et  il  vient 


(8) 


Yi  H-  [-  =  (|o+  -  )  sinv^+  (y]o+  -  jcosv^, 
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relations  qui  pourraient  aussi  s'écrire 


(9) 


(   ^-h  -  =  kcos{vt  -i-  <j), 


I  Y)  H-  ^  =:  A-  sin(v/  +  (t). 


Pour  fixer  les  idées,  nous  pouvons  nous  figurer  la  Terre  formée  d'une  char- 
pente rigide  par  rapport  à  laquelle  se  déplacent  certaines  parties  plus  ou  moins 
mobiles,  sans  qu'il  en  résulte  un  courant  général;  la  rotation  moyenne  est  alors 
celle  de  la  charpente  invariable. 

Les  quantités  a,  p,  y  mesurent  les  vitesses  de  déformation  ou  le  déplacement 
des  axes  principaux  dans  l'intérieur  du  globe;  v/a=^+  j3-  est  la  déviation  totale 
de  l'axe  C  dans  l'unité  de  temps,  tandis  que  v^^^H-  t]^  représente  l'écart  entre  la 
position  temporaire  du  pôle  C  et  le  pôle  G  du  plan  invariable,  qui  coïncide  tou- 
jours à  très  peu  près  avec  le  pôle  de  rotation.  Les  équations  (9)  montrent  que 
le  pôle  de  rotation  décrit  un  cercle  autour  de  C  en  3o5  jours;  on  y  retrouve  le 
cycle  eulérien.  Mais,  comme  le  pôle  d'inertie  C  se  déplace  lentement  en  par- 
courant une  trajectoire  rectiligne  à  la  surface  du  globe,  la  trajectoire  terrestre 
du  pôle  de  rotation  est  en  réalité  une  cycloïde  allongée  ou  raccourcie  (').  Dans 
ces  conditions,  la  période  de  3o5  jours  serait  très  difficile  à  démêler,  et  l'am- 
plitude de  la  variation  des  latitudes  cesserait  d'être  constante. 

Les  quantités  a,  ^  pourront  toujours  être  considérées  comme  très  petites; 
c'est  ce  qui  résulte  des  données  numériques,  relatives  au  déplacement  du  pôle 
d'inertie,  que  nous  avons  réunies  au  n"  208.  M.  Darwin  a  essayé  de  calculer 
la  déviation  du  pôle  C  que  produirait  le  soulèvement  graduel  d'un  continent, 
accompagné  d'un  affaissement  correspondant,  dans  les  conditions  qui  assurent 
le  maximum  d'effet. 

Il  a  fait  le  calcul  pour  une  série  d'aires  de  soulèvement  qui  représentent 
des  fractions  données  de  la  superficie  du  globe,  et  pour  un  exhaussement  final 
de  loooo  pieds,  que  nous  avons  réduit  à  100'"  : 

Aire  de  soulèvement.  Dévicatioii  pour  loo"". 

0,001  4,4 

o,oo5  22 

0,010  44 

o,o5o  210 

0,100  387 

o , 200  660 

o ,  5oo  gSo 


(*)  E.  HiLL,  Elementary  discussion  of  the  influence  of  geological  change  on  the  Earth's  axis  of 
rotation  {Proc.  Cambridge  Phil.  Soc,  t.  III).  —  Schiaparelli,  De  In  rotation  de  la  Terre. 
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L'Afrique  représente  une  aire  de  0,059,  l'Amérique  du  Sud  o,o33.  On  voit 
qu'un  soulèvement  de  i'"  par  siècle,  s'étendant  sur  une  aire  de  0,020  (avec  dé- 
pression d'une  aire  égale)  ne  donnerait  encore  qu'une  déviation  de  i",  soit  o",oi 

par  an,  d'où  -  v/a-+ ^^  =  o",ooi3.  En  négligeant  ->  -»    les    équations  (8) 
donneraient 

Il  faut  ajouter  que  l'effet  qui  peut  résulter  d'un  soulèvement  est  considéra- 
blement diminué  s'il  s'agit  d'une  intumescence  causée  par  la  dilatation  des 
couches  profondes.  Ainsi,  en  supposant  que  le  gonflement  commence  à  une 
profondeur  de  So*""',  M.  Darwin  trouve  que  la  déviation  pour  100'"  est  réduite  à  ~ 
de  sa  valeur,  et  pour  une  profondeur  de  640''™,  à  j^. 

Il  nous  reste  à  considérer  un  changement  brusque,  tel  qu'il  résulterait,  par 
exemple,  d'un  tremblement  de  terre.  Dans  ce  cas,  les  quantités  a,  ^  ne  dif- 
fèrent de  zéro  que  pendant  un  très  court  intervalle,  et  nous  pourrons  faire  /  =  o 

sous  le  signe  /  ,  dans  la  formule  (4),  qui  donne  alors  (pour  X  =  [i.  =  v) 


ou  bien 

(.0) 


l    ^=z  (^Q~  I  ^dt\  cosvt  —  (no+  I  <xdt\  sinvt, 

< 

I  Yj  —  /  ^^  _  /  ^  dn  sin  V  ^  +  (  "^0  +  f  ocdtj  cos  v  t. 


En  supposant  que  la  secousse  a  lieu  au  moment  /  =  o,  les  valeurs  de  ^,  y) 
seront,  immédiatement  après. 


(II) 

on  aura  ensuite 

(12) 


^i  —  Eo—^dl,         ■ni  —  r]a-hocdl; 


I  •/) -- ^j  sinv/ 4- -^1  cosv^. 


Ainsi,  la  secousse  change  brusquement  l'amplitude  v/Hj-t- r]„  en  \/^i-Hy]%  et 
la  circulation  du  pôle  de  rotation  reprend  avec  la  nouvelle  amplitude,  la  pé- 
riode restant  la  même.  Les  formules  (11)  montrent  que  les  accroissements  des 
distances  ^0,  y]^  proviennent  uniquement  des  déviations  (3,  a  de  l'axe  C,  d'où  il 
suit  que  le  pôle  de  rotation  n'est  pas  écarté  du  pôle  G. 

D'après  ce  qui  précède,  on  a  d'ailleurs,  pour  A  =  B, 


w_2  _  42^        -^        Ç^  _    I      ,    /  I  I 

G^  —  A2  "^  B2  ^  C^ 


Ci  +  (^-é)(?+^'). 
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d'où 


\i  A 


OU,  sensiblement, 


(i3)  Cco=:G,         ^=_^.  ■ 

En  transportant  une  masse  [x  des  pôles  à  l'équateur,  on  aurait  dC  =  -+-  [xR', 
et,  si  elle  était  distribuée  uniformément  sur  le  globe  entier,  </G  =  +  |p.R^; 
d'où,  selon  le  cas, 

(i4)  .  — ——3^          ou  ———2^' 

Supposons,  avec  M.  Helmert,  que  les  régions  polaires  soient  couvertes  d'une 
couche  de  glace  de  5°*  d'épaisseur  sur  une  étendue  égale  à  o,o4  de  la  surface 
terrestre,  et  que  la  fonte  des  glaces  distribue  cette  niasse  d'eau  dans  les  mers 
du  globe;  on  aura 

—  1=  —  o ,  ooo  ooo  od4, 

ce  qui  signifie  que  la  durée  de  l'année  sera  (en  apparence)  abrégée  d'une 
seconde,  celle  du  jour  sidéral  augmentant  d'environ  -^  de  seconde. 

M.  G.  Darwin,  comme  l'a  fait  aussi  M.  Schiaparelli,  examine  encore  l'hypo- 
thèse d'une  certaine  plasticité  de  la  Terre,  où  l'axe  principal  C  tendrait  toujours 
à  se  déplacer  dans  l'intérieur  du  globe,  de  manière  à  se  rapprocher  de  l'axe  de 
rotation.  Cette  adaptation  du  sphéroïde  (adjustment  to  the  form  of  eqidlibrium) 
pourrait  avoir  lieu  par  secousses  brusques,  après  des  intervalles  pendant  les- 
quels les  tensions  intérieures  iraient  en  croissant.  Mais  la  déformation  et  l'adap- 
tation pouvaient  aussi  avoir  lieu  d'une  manière  continue,  à  des  époques  recu- 
lées, où  la  Terre  n'avait  pas  encore  sa  rigidité  actuelle. 

219.  Changement  possible  de  l'obliquité  de  l'écliptique.  —  Au  point  de 
vue  de  la  Géologie,  il  peut  être  intéressant  de  chercher  si  de  lentes  variations 
des  moments  d'inertie  n'entraîneraient  pas  un  changement  séculaire  de  l'obli- 
quité de  l'écliptique.  On  peut  élucider  ce  point  de  la  manière  qui  suit. 

En  prenant  n  =  const.,  c^  =  nt  et  posant 

3 
N  —  7  m^(i  -h  £)  sin2^, 
4 

les  équations  différentielles  du   n°  171  peuvent  se  mettre  sous  la  forme  sui- 
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vante,  où  nous  n'avons  conservé  que  le  terme  non  périodique  de  U, 

i  A^  +  {C  —  B)nq~      (C-B)Ncos(p, 
B^  -(C-A)n/>  =  -(C-A)Nsin9, 
et  elles  sont  vérifiées  par  les  expressions 

(i6)  p—   '       -Nsino,         g=  ^    p  -Ncosy, 

en  traitant  toujours  N  comme  une  constante.  Supposons  maintenant  que  A, 
B,  C  varient  et  prennent  les  valeurs 

A  +  at,     B.+  bt,     C  -4-  et. 

Il  faudra  recourir  aux  équations  (i6)  du  n*^  214  (p.  528).  Mais,  en  désignant 
désormais  par/>,  q  les  rotations  moyennes  et  nous  bornant  ici  aux  termes  indis- 
pensables, la  première  équation  se  réduit  à  celle-ci 

(17)  {K-\-at)-^  -^  {C  —  B)  nq  -^ap  =  t{c  —  b)(^Q,0?,(f  —  nq), 

qui  devient,  en  mettant  pour/>,  q  leurs  valeurs  approcbées  (iG), 

k  -jj  -h  {C  —  B)  nq  =  {c  ~  b)  -^  t  co^<D  —  a  — -— N( /cosyH '-  )• 

En  faisant  A  =  B  et  posant,  pour  abréger  (*  ), 


V  =z 


C-A  ,         N  ,         N 


les  équations  différentielles  deviennent  ^ 

l  -^+v<7i=:      (c  —  ^)<pcos©  —  va(a>  COS9  +  sincp), 
(18)  / 

[  -7^  —  v/?i  =  —  (c  —  r/)  9  siny -f- vZ^(©  sin®  —  coso). 

On  tire  de  là 

[IV  a  —  il -{- v^)  b             c       "1                 /c  ,\ 
^ h  — ^ — r^     COS9  + 69  smcp, 

[2v6 —  (l--l-V^)a  c  I.  /c  \ 
V:^^ +  (TT^^J  ^'"^  +  (7+-.  -  V  ^  '^'^' 

(1)  La  lettre  v  a  ici  la  signification  qu'elle  avait  au  n°216. 
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puis,  en  faisant  usage  de  la  relation  -,-  =  ^sinç  — /?cosç, 

dO        I  —  V  a  +  b  c  b  —  «/i  +  v 


dd 

dt  ' 

3  m^                           a-\-  b  -— 

dB  _^a-\-  b  --ic  P  sin  S 
dt            G  —  A           in 

1C 

^  /i"  -:7-,  = 7 r^  H ■    COS  2  ©  4-  9  sin  2  9 

Si  nous  remplaçons  i  ±  v  par  l'unité,  la  variation  séculaire  de  l'obliquité  6 
est  donnée  par  la  formule 


ou  bien 
(19) 

en  désignant  par  P  la  constante  de  la  précession  (5o").  Cette  formule  montre, 
comme  le  fait  remarquer  M.  Darwin,  que  le  changement  séculaire  de  l'obliquité 
serait,  dans  tous  les  cas,  extrêmement  petit,  et  insuffisant  pour  expliquer  des 
révolutions  géologiques. 

220.  Déplacement  des  pôles  par  les  marées.  —  La  théorie  des  marées 
n'ayant  pas  été  traitée  dans  ce  Volume,  nous  nous  bornerons  à  considérer  l'effet 
qu'une  intumescence  liquide  peut  exercer  sur  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre,  que  nous  supposerons  entièrement  recouverte  par  les  eaux. 

On  sait  que  l'attraction  du  Soleil,  aussi  bien  que  celle  de  la  Lune,  produit 
deux  intumescences  aux  deux  extrémités  du  diamètre  terrestre  dirigé  vers 
l'astre  troublant.  Ce  n'est  là,  sans  doute,  qu'une  idée  grossière  d'un  phénomène 
très  complexe;  mais  elle  suffit  pour  notre  objet.  Il  en  résulte  un  déplacement 
périodique  du  pôle  d'inertie  C. 

Nous  allons  considérer  séparément  l'effet  de  chacun  des  deux  astres.  L'action 
de  la  Lune  étant  environ  deux  fois  plus  forte  que  celle  du  Soleil,  nous  suppose- 
rons que  c'est  elle  qui  soulève  l'Océan. 

En  faisant  abstraction  de  la  marée,  on  aurait  A  =  B;  mais  les  protubérances 
qui  résultent  de  l'attraction  différentielle  de  la  Lune  sur  les  deux  hémisphères 
opposés  détruisent  l'égalité  des  deux  moments  d'inertie,  et  nous  avons  mainte- 
nant B  ^A.  L'axe  Occ^,  auquel  se  rapporte  le  moment  d'inertie  A,  est  situé  dans 
le  plan  du  méridien  de  la  Lune.  L'axe  0^,  est  dévié,  et  le  pôle  d'inertie  porté 
de  Co  en  C;  il  tourne  autour  de  Cq  à  mesure  que  la  marée  se  déplace  en  faisant 
le  tour  du  globe. 

Soient  S  la  surface  de  la  Terre,  M  sa  masse,  et  [ji  =  Tjhs  celle  d'une  protubérance 

liquide  de  hauteur  h  et  de  base  s;  nous  aurons 

[À  I       h  s  //  s 
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Si  nous  supposons  que  le  centre  de  la  protubérance  se  trouve  sur  le  parallèle 
de  20*^,  les  formules  (k)  du  n*^  208  montrent  que  la  déviation  du  pôle  sera  (en 
réunissant  l'effet  des  quatre  protubérances,  positives  ou  négatives) 

Q  =  460  -^  —. ^  =  I  ",72  h  -^  , 

oii4*<CS.  En  prenant  A  =  o™,6,  la  déviation  serait  encore  inférieure  à  i". 

La  vitesse  de  rotation  y  de  l'axe  Ox^  autour  de  Os,  est  approximativement 
égale  à  celle  de  la  Terre  (ou  plutôt  à  cd,  =  ^co,  la  période  étant  de  24*"  5o™), 
mais  elle  est  dirigée  en  sens  contraire,  de  sorte  que  y  =  —  (si^. 

L'axe  Oz■^  tourne  autour  de  0^,  avec  la  vitesse  a,  et,  en  désignant  par  c  la 
distance  CCq,  exprimée  en  fraction  du  rayon  terrestre,  et  positive  quand  C  a 
marché  vers  Oa?,,  on  aura 

a  =  —  cy  =  C(ùiy         j3  :=  o. 

La  distance  c  varie  d'ailleurs  lentement,  et  nous  pouvons  poser 

c  z=Cq  sin  mt, 

en  désignant  par  m  le  moyen  mouvement  diurne  de  la  Lune  (ou  du  Soleil).  Les 
formules  (6)  du  n°  218  donnent  alors,  en  faisant  H„  =  y]^,  =  o, 

l    ^^=z  Co(j)i  I  sin  mt  sinv{t  —  t)dt, 
(20)  -^ 

]  r 

I  Y)  =  CoWi  j  sinititcosv{t  —  t)dt, 
où  nous  avons  maintenant 

ou  approximativement  v  =  w, ,  de  sorte  que  m  est  27  fois  (ou  354  fois)  plus  petit 
que  V.  On  trouve  ensuite 


/ 
/ 


,,      -,   ,,       I  (  sinr(v  —  m)^  — v^l        sin[(v  +  m)^  —  v7]  J' 
s\n mt  sinv {t  —  t)dt=  -] ^^^^ *^^ -\ 


/.       XX  j.       1  \cos,[(-j  —  m)t  —  vt^       cos\(v -h  m) t~vt]]' 

smmt cosv( t— t)dt  = -{ ^^^^ ^ ti- ^J   . 

2  (  V  —  m,  V  -h  m  )  Q 


et  en  faisant  tour  à  tour  ^  =  o  et  t  =  t,  i\  vient 

y  msinv^  —  vsinmt 

^  =  CoV ; 

(21) 

micosmt  —  cosv^) 

■n  —  cov '-• 

V- —  m^ 
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On  voit  que  T^  est  beaucoup  plus  petit  que  ^.  En  négligeant  (7*  )  »  on  aurait 

1    ^  =  —  Cofsinm^ — sinv^J, 

(22)  < 

ï  m  ,  . 

f  Y)  =       Cfl— (cosw^  —  cosvO' 

Ainsi,  le  mouvement  relatif  du  pôle  C  et  du  pôle  G,  dont  le  pôle  de  rotation  l 
s'éloigne  très  peu,  est  essentiellement  caractérisé  par  l'équation 

(en  négligeant  les  termes  multipliés  par  —  j-  Il  s'ensuit  que  le  pôle  de  rotation 
coïncide  toujours,  à  très  peu  près,  avec  le  point  fixe  Co  qui  représente  la  posi- 
tion moyenne  de  C.  Ses  écarts  sont  de  l'ordre  de  — Co=  —  Cq-,  rapportés  à  des 

y  27 

axes  fixes  dans  le  globe,  ils  seraient 

I  . 

X  r=  —      focosmfsmvi, 
27 

y  = Co(i  —  cosmY  cosvO. 

•^  27 

En  admettant  que  c^  reste  <C  i",  ces  variations  ne  dépasseraient  pas  o",  087; 
l'amplitude  totale  de  la  variation  diurne  atteindrait,  dans  certains  cas,  o'\o'j. 

Nous  avons  suivi,  dans  cette  démonstration,  les  indications  de  M.  Helmert, 
qui  fait  encore  remarquer  que  l'axe  de  rotation  de  la  Terre  déformée  par  la 
marée  est  aussi  celui  du  sphéroïde  solide. 

221.  Effet  du   frottement  des  marées.  Variabilité  du  jour  sidéral.  — 

L'idée  que  le  phénomène  des  marées  doit  exercer  une  influence  sur  la  durée  du 
jour  sidéral,  en  ralentissant  la  rotation  de  la  Terre,  n'est  pas  nouvelle.  Elle  a 
été  énoncée  parEmm.  Kant,  en  1754,  dans  une  Note  qui  contient  la  solution 
d'une  question  proposée  par  l'Académie  de  Berlin.  On  la  trouve  également  for- 
mulée dans  la  Dynamique  céleste  de  R.  Mayer  (1848),  citée  par  M.  Tyndall  dans 
son  Livre  sur  la  Chaleur  (\ S6'i) .  W.  Ferrel,  en  1864,  et  Delaunay,  en  i865, 
signalent  dans  cette  augmentation  de  la  durée  du  jour  sidéral,  due  aux  marées, 
la  cause  possible  de  l'accélération  séculaire  du  moyen  mouvement  de  la  Lune  ('). 
Imaginons  la  Terre  recouverte  par  les  eaux;  la  surface  de  la  mer  tend,  à 
chaque  instant,  à  prendre  la  forme  d'un  ellipsoïde  dont  le  plus  grand  axe  passe 
par  la  Lune,  et  la  suit  dans  son  mouvement  diurne.  Mais  les  frottements  et  les 

(1)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences,  ii  décembre  i865,  22  et  29  janvier 
1866.  —  Thomson  et  Tait,  Treatise  on  natural  Pliilosophr. 

T.  -  II.  68 


538  CHAPITRE    XXX. 

résistances  que  rencontrent  les  eaux  entraînées  parla  Lune  font  que  l'ellipsoïde 
d'équilibre  est  constamment  un  peu  en  arrière  de  sa  position  théorique;  on  sait 
que  la  pleine  mer  arrive  toujours  quelque  temps  après  le  passage  de  la  Lune  au 
méridien;  au  large,  le  retard  est  de  deux  ou  trois  heures.  Les  deux  protubé- 
rances liquides  se  trouvent  donc  aux  extrémités  d'un  diamètre  terrestre  qui 
passe  un  peu  à  l'est  de  la  Lune,  et  les  forces  qui  tendent  à  les  éloigner  l'une  et 
l'autre  du  centre  de  la  Terre  font  naître  un  couple  qui  agit  en  sens  contraire  de 
la  rotation  actuelle,  et  qui  doit,  par  conséquent,  la  ralentir.  On  peut  dire  que 
les  eaux  de  l'Océan  sont  traînées,  sur  la  surface  du  globe,  comme  un  frein  qui 
en  diminue  insensiblement  la  vitesse. 

Ce  n'est  pas  tout.  La  réaction  des  marées  sur  la  Lune  produit  une  accélération 
de  sa  vitesse  orbitaire,  que  l'on  peut  comparer  à  une  résistance  négative,  et  dont 
l'effet  définitif  se  traduit  par  une  diminution  du  moyen  mouvement,  comme 
l'effet  d'un  milieu  résistant  se  traduit,  en  dernière  analyse,  par  une  accélération. 
Cette  diminution  réelle  compense,  en  partie,  l'accélération  apparente  qui  résulte 
de  l'augmentation  de  la  durée  du  jour  sidéral. 

Nous  allons  essayer  de  nous  faire  une  idée  de  l'ordre  de  grandeur  de  ces 
effets.  Reprenons  la  dernière  des  équations  (i6)  du  n^^Slé  (p.  528).  En  suppo- 
sant que  la  Lune  se  trouve  sur  l'équateur  céleste,  nous  aurons  a  =--  (3  =  o,  et, 
par  suite, 

C^  +  (B-A)/P7  =  N„ 

le  moment  d'inertie  C  étant  sensiblement  constant.  La  différence  B  —  A  n'est 
due  qu'à  l'existence  de  la  marée,  et  le  produit  (B  —  k)p(]  pourra  être  négligé; 
en  écrivant  /î  à  la  place  de  p,  nous  aurons  simplement 

Le  moment  de  rotation  N,,  relatif  à  l'axe  polaire,  dépend  de  B  —  A.  En  remon- 
tant aux  relations  (i5)  du  n"  172,  on  voit  que 

N,=3f(B-A)M;^, 
P 

où  ^', ,  Yj'^  sont  les  coordonnées  de  la  Lune  par  rapport  aux  axes  principaux  Ox^, 
Oj, ,  dont  le  premier  fait  avec  le  méridien  de  la  Lune  l'angle  constant  0,  de 

sorte  qu'on  a 

l'j— p'cos©,        Y)',  —  —  p' sin0. 

En  faisant  usage  des  notations  du  n°  183,  on  trouve  finalement 

dn  3        B  —  A   . 

(i)  -7-:= m^t — - — sin20. 
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Si  nous  admettons  que  le  retard  de  la  marée  est  de  trois  heures,  nous  avons 
20  —  90°,  et  l'angle  que  la  Terre  décrit  pendant  le  temps  t  devient 

n  dt  --■=.  n'  t—  -z  — -^—  m^  C-. 

Le  dernier  terme  exprime  le  retard  angulaire  de  la  rotation  au  bout  de  ce  temps, 
retard  auquel  correspond  une  avance  apparente,  vingt-sept  fois  plus  faible,  de 
la  Lune  dans  son  orbite.  En  prenant  pour  unité  de  temps  l'année,  nous  aurons 
m==27ï;  ensuite  £  =  2,18,  et,  en  divisant  par  sini",  le  retard  angulaire  de  la 
Terre,  en  secondes  d'arc,  devient 

B  —  A 

(3)  i3  3ooooo — .^ — f^. 

L'accroissement  relatif  de  la  durée  du  jour  sidéral  serait 
^  n'  —  n 3    m-  B  —  A_^B— A^ 

En  multipliant  ce  rapport  par  86400,  on  aurait  l'accroissement  du  jour  en 
fractions  de  seconde. 

L'effet  dont  il  s'agit  ici  étant  à  la  fois  proportionnel  à  la  force  perturbatrice 
de  la  Lune  et  à  la  différence  B  —  A  (c'est-à-dire  à  la  hauteur  de  la  marée  que 
produit  cette  force),  on  voit  qu'il  dépend  des  termes  du  second  ordre,  que 
Laplace  néglige  dans  sa  théorie  des  marées. 

La  différence  B  —  A  pourra  être  considérée  comme  provenant  de  deux  mé- 
nisques d'eau  qui  occupent  sur  l'équateur  une  étendue  de  2X  degrés  et  dont  le 
sommet  s'élève  à  h  mètres;  il  faut  y  associer  deux  ménisques  négatifs,  placés 
d'une  manière  symétrique.  Si  le  rayon  X  ne  dépassait  pas  une  dizaine  de  degrés, 
il  suffirait  de  faire 

(5)  B-A  =  4/JtR'=|7iAR*sin2X, 

la  masse  (jt.  d'un  ménisque  étant,  à  très  peu  près,  celle  d'un  cône  de  même  base 
et  même  hauteur.  Pour  une  étendue  plus  considérable,  on  trouve 

B-A  =  7rAR^^\~.^",^^^ 
SsinA 

On  arrive  à  cette  expression  en  représentant  l'élévation  de  l'eau  par  h         ^^" 
En  prenant  C  =  ^MR-,  il  vient 

(0)  — - —  =  ^1— -R2sm=X  = 


sinX 
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Avec  X  =  To°,  /i  =^  i'",  on  trouverait  — .-, —  =  -, — >  en  nombre  rond,  et  la 

L  4oo  ooo  ooo 

formule  (3)  donnerait,  pour  le  retard  angulaire, 

o",o332.i{2, 

soit  un  retard  séculaire  de  332"=  22%  auquel  correspond  une  avance  apparente 
de  la  Lune  d'environ  12" par  siècle.  La  durée  du  jour  augmenterait  de  o\ooooi2 
par  an  d'après  la  formule  (4). 

D'après  Laplace,  l'équation  séculaire  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune, 
qui  résulte  de  la  variation  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre,  a  pour  expres- 
sion 10",  iS.i'*,  ce  qui  donne  une  avance  de  10"  par  siècle  ou  une  accélération 
séculaire  du  moyen  mouvement  de  20".  Mais  en  i853  M.  x\dams  annonça  que  le 
coefficient  tbéorique  devait  être  réduit  à  G".  Les  calculs  de  Delaunay,  de 
MM.  Cayley  et  Airy  ont  confirmé  ce  résultat,  dont  l'exactitude  n'est  plus  con- 
testée. Or  le  coefficient  employé  dans  les  Tables  de  Hansen  est  deux  fois  plus 
fort  (12",  18);  dans  sa  Théorie  de  la  Lune,  Hansen  le  porte  même  à  12",  56.  Il  est 
vrai  qu'il  arrive  à  ce  résultat  par  une  voie  plus  ou  moins  empirique;  mais  il 
trouve  que  le  coefficient  de  12"  est  nécessaire  pour  représenter  les  anciennes 
éclipses  (').  D'après  M.  S.  Newcomb,  les  éclipses  conduisent  à  une  valeur  plus 
faible  (8",/|  ou  10", 9).  Il  resterait  donc  à  rendre  compte  d'une  différence  d'en- 
viron 6"  entre  le  coefficient  empirique  et  sa  valeur  théorique,  si  l'on  adoptait 
le  résultat  de  Hansen,  ou  d'une  différence  de  2",  5  à  5",  si  l'on  s'en  tenait  aux 
nombres  de  M.  Newcomb.  C'est  pour  expliquer  cette  différence  que  l'on  a  songé 
à  invoquer  le  frottement  des  marées. 

Si  le  phénomène  des  marées  était  aussi  simple  que  nous  l'avons  supposé  plus 
haut,  on  a  vu  qu'il  serait  facile  de  rendre  compte  d'une  accélération  môme  plus 
forte  que  celle  qui  semble  indiquée  par  les  éclipses,  puisque  nous  avons  trouvé 
un  coefficient  d'environ  12"  en  prenant  X  =  10".  Mais  le  phénomène  en  ques- 
tion est  singulièrement  compliqué.  Il  faut  aussi  tenir  compte  de  la  réaction 
des  marées  sur  le  mouvement  de  la  Lune,  réaction  qui,  tout  en  accélérant  la 
vitesse  orbitaire,  produit  en  définitive  une  diminution  du  moyen  mouve- 
ment (*).  Le  retard  qui  en  résulte  est  à  peu  près  la  moitié  de  l'avance  apparente 
de  la  Lune  qui  correspond  à  l'accroissement  de  la  durée  du  jour;  l'avance  sé- 
culaire de  12"  se  trouve  ainsi  réduite  à  G". 

Pour  le  comprendre,  nous  allons  recourir  au  principe  de  la  conservation 


(•)  Hansen  avait  obtenu  12"  en  regardant,  à  tort,  comme  invariable  la  vitesse  aréolaire  moyenne  de 
la  Lune;  mais  il  a  reconnu  l'exactitude  des  calculs  de  M.  Adams  {Comptes  rendus  des  séances  de  l'A- 
cadémie des  Sciences,  26  mars  1866). 

(2)  C'est  ainsi  que  l'ellipticité  de  la  Terre  introduit  dans  la  latitude  de  la  Lune  une  petite  inégalité 
de  8",  qui  dépend  du  sinus  de  la  longitude  et  qui  est  la  réaction  de  la  nutation. 
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des  aires.  Supposons  l'orbite  de  la  Lune  circulaire  et  située  dans  le  plan  dc 
l'équateur;  soient  M'  sa  masse,  m!  son  nnoyen  mouvement,  p'  sa  distance  à  la 
Terre.  Pour  la  somme  des  aires  que  la  Terre  et  la  Lune  décrivent  autour  de  leur 
centre  de  gravité  commun,  nous  prendrons  simplement  M'm'p'^;  en  ajoutant 
celle  qui  provient  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  nous  aurons 

(7)  M'm'p'^+G/t  =  const., 

et,  en  tenant  compte  de  la  relation  m'^  p''^  ~  k,  il  vient 

M'(— ,  j   H-Cn  =  const., 

d'où  l'on  tire 

1 

6       \m'\i 
ou  bien 


(")  A„  IU'^'2  M'    ^'2 


èm'  _    3C    _  M  R2 

6n  ~~  M'p'2  ~~  M'  p'2' 


On  trouve  ainsi,  à  peu  près, 


4o 


En  désignant  par  T,  T' les  durées  du  jour  et  de  la  révolution  de  la  Lune,  on 
aurait  27:  -=  7^T  —  m'V,  et 

ÔT  =  T^"ôn"="^7,apeupres. 

11  s'ensuit  que,  si  le  frottement  des  marées  produit,  dans  la  rotation  de  la 

Terre,  un  retard  séculaire  de  33o",  la  Lune  sera  retardée,  par  la  même  cause, 

33o 
de   -^-  =  '7",  qu'il  faut  retrancher  de  l'avance  apparente  de    12".    Le  retard 

physique  représente  les  trois  cinquièmes  de  l'avance  apparente. 

Le  calcul  que  nous  venons  de  faire  n'est  qu'une  approximation  grossière. 
M.  G.  Darvs^in  a  étudié  la  question  d'une  manière  plus  approfondie,  et  il  a  trouvé 
que  les  divers  effets  que  nous  avons  à  considérer  ici  sont  dans  les  rapports 
suivants  : 

Rapports. 
// 

Retard  séculaire  de  la  Terre 33o  55 

Avance  apparente  de  la  Lune 12,0  2 

Retard  réel  de  la  Lune  (réaction) 6,0  i 

Avance  définitive  de  la  Lune 6,o5  i 

Nous  avons  voulu  seulement  donner  une  idée  de  l'ordre  de  grandeur  des  pertur- 
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bâtions  que  le  phénomène  des  marées  peut  introduire  dans  le  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre.  Les  effets  que  nous  avons  calculés  ne  se  présenteront  que 
dans  des  circonstances  favorables;  il  y  aura,  en  réalité,  beaucoup  de  compen- 
sations. 

Si  l'action  des  marées  a  pour  effet  de  ralentir  la  rotation  de  la  Lune,  l'oscilla- 
tion diurne  du  baromètre  doit,  au  contraire,  comme  l'a  fait  observer  Sir  W. 
Thomson,  l'accélérer  dans  une  faible  mesure,  parce  que  le  sommet  de  la  vague 
atmosphérique  semi-diurne  se  trouve  à  l'ouest  du  Soleil.  Grâce  à  cette  accéléra- 
tion, la  Terre,  considérée  comme  un  chronomètre,  serait,  au  bout  d'un  siècle, 
en  avance  de  2%  7. 

Parmi  les  causes  qui  peuvent  diminuer  l'action  retardatrice  des  marées,  nous 
citerons  encore  le  refroidissement  séculaire  du  globe  et  la  contraction  qui  en 
résulte;  mais  cet  effet  n'a  qu'une  importance  très  secondaire.  Il  y  a,  d'autre 
part,  une  cause  qui  agit  dans  le  même  sens,  dans  le  sens  d'un  retard  :  c'est  la 
chute  incessante  des  météorites  qui  viennent  s'ajouter  à  la  masse  terrestre.  Les 
pluies  d'étoiles  filantes  semblent  prouver  l'existence  de  nuages  de  poussière 
cosmique  remplissant  les  espaces  interplanétaires;  la  Terre  et  la  Lune,  en  ba- 
layant ces  espaces,  recueillent  les  poussières  qui  s'y  trouvent,  et  leur  masse 
s'accroît  ainsi  d'une  manière  continue.  Cette  cause  a  été  invoquée  par  Ch.  Du- 
four  (')  comme  pouvant  expliquer  une  partie  de  l'accélération  séculaire  de  la 
Lune.  Plus  tard,  Oppolzer  a  essayé  de  calculer  l'accélération  de  la  Lune,  due  à 
cette  cause,  en  tenant  compte  non  seulement  de  l'augmentation  de  la  durée  du 
jour  sidéral,  mais  encore  de  l'accroissement  de  la  masse  de  la  Lune  et  de  la  di- 
minution de  sa  vitesse  tangentielle  qui  résulte  du  choc  des  météores  (^). 

Cherchons  d'abord  l'effet  qui  résulterait  du  ralentissement  de  la  Terre  par  un 
lest  de  poussière  cosmique.  Nous  avons  vu,  au  n''218  (p.  533),  qu'une  masse  [x, 
distribuée  à  la  surface  du  globe,  produit  une  diminution  de  la  vitesse  de  rota- 
tion CD  qui  est  donnée  par  la  formule 


(10)  —=.-2 


Or  une  avance  séculaire  de  6"  représente  une  accélération  de  11",  ou 
de  ,^^,,^^,„„„  de  la  vitesse  moyenne  de  la  Lune,  qui  s'expliquerait  par  un  retard 
équivalent  de  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre;  il  faudrait,  pour  cela,  que  dans 
le  cours  d'un  siècle  la  masse  terrestre  s'accrût  de 

3700'^™% 


289000000 


(1)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  9  ayril  1866,  p.  840. 

('-)  Astronomisclic  Nacltricltten,  n°  2573.  —  Bulletin  astronomique,  1. 1,  p,  109  cl  212. 
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en  prenant  la  densité  des  poussières  météoriques  égale  à  la  densité  moyenne  dii 
globe  (ou  de  7400'""*',  en  la  supposant  plus  faible  de  moitié).  Cela  représente 
une  chute  annuelle  de  37'""*'  d'aérolithes,  ou  d'environ  100  millions  de  mètres 
cubes  par  jour;  elle  couvrirait  la  Terre  d'une  couche  de  7°"",  2  par  siècle,  ou  de 
o'"™,ooo2  par  jour.  En  poids,  c'est  un  lest  de  plus  de  55o  milliards  de  kilo- 
grammes par  jour.  M.  Newton  évalue  la  pluie  de  poussières  cosmiques  à  envi- 
ron 100  ooo'^s  par  jour  ;  c'est  moins  de  ^^^qI^^o  ^^  ^^  quantité  requise. 

Il  est  vrai  qu'il  y  a  l'appoint  fourni  par  l'accélération  réelle  de  la  Lune,  qui 
est  un  peu  plus  grand  que  l'accélération  apparente  résultant  du  ralentissement 
de  la  Terre. 

D'après  ce  qui  précède,  une  couche  de  poussière  de  i"""  produit  un  retard 

6" 
séculaire  de  —  =  o",83.  Oppolzer  trouve  o",68,  parce  qu'il  suppose  la  Terre 

7'  ^ 

homogène,  ce  qui  revient  à  augmenter  le  moment  d'inertie  dans  le  rapport 
de  5:G.  En  désignant  par  A  la  hauteur  de  la  couche  en  millimètres,  on  aurait 
donc  à  introduire  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne  de  la  Lune,  le 
terme  4-  o'\6Shi^.  Pour  les  coefficients  des  termes  qui  résultent  de  l'augmen- 
tation des  masses  des  deux  corps  célestes  en  présence,  et  de  la  résistance  occa- 
sionnée par  les  chocs  des  météores,  il  trouve  respectivement  o",87  et  o",  26,  de 
sorte  que  l'effet  total  devient 

{o\Sj -i- o", 26 -h  o",6S)/it^—i", 8 i/it\ 

Il  suffirait  donc  d'une  couche  de  3°"",  3  par  siècle  pour  rendre  compte  d'un 
retard  de  G".  Mais  les  données  fournies  par  l'observation  des  étoiles  filantes  sont 
encore  tellement  loin  de  ce  chiffre,  qu'elles  ne  nous  permettent  pas  de  nous 
arrêter  à  l'explication  proposée. 

Une  étude  approfondie  de  l'influence  de  la  circulation  des  eaux  et,  en  géné- 
ral, des  phénomènes  météorologiques  sur  la  rotation  terrestre,  serait  assuré- 
ment intéressante. 

Il  y  aurait  aussi  intérêt  à  chercher  directement  des  indices  de  la  variabilité 
du  jour  sidéral.  M.  Newcomb  a  fait  quelques  tentatives  dans  ce  sens  (*).  En  de- 
hors de  quelques  inégalités  inexpliquées  du  mouvement  de  la  Lune,  il  a  signalé 
certaines  irrégularités  que  semblent  trahir  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter, 
discutées  par  M.  Glasenapp.  Mais  ces  sortes  de  recherches  sont  très  délicates,  et 
sujettes  à  une  foule  de  causes  d'erreur. 

S'il  existe  des  inégalités  dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  ce  ne 
sont  pas  nos  montres  qui  pourront  nous  les  révéler,  puisque  leur  marche  est 
réglée  sur  la  rotation  terrestre;  mais  les  variations  de  la  durée  du  jour  se  reflé- 

(•)  On  tlie  possible  variability  of  the  Earth's  axial  rotation  {American  Journal  of  Science,  1874: 
Astronomical  Papers,  t,  I;  1882). 
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teront,  plus  ou  moins,  dans  les  mouvements  apparents  de  tous  les  astres;  et,  si 
l'on  arrive  à  y  reconnaître  une  anomalie  commune,  on  pourra  l'attribuer  à  la 
Terre. 

222.  Variations  de  la  verticale.  Déviation  du  fil  à  plomb  par  l'attrac- 
tion luni-solaire.  —  L'Océan,  agité  par  le  flux  et  le  reflux,  peut  se  comparer 
à  un  vaste  niveau  dont  les  oscillations  indiquent  les  changements  continuels 
que  l'attraction  luni-solaire  produit  dans  la  direction  de  la  pesanteur.  On  peut 
se  demander  si  nos  moyens  d'observation  permettent  de  saisir  ces  changements 
dans  des  phénomènes  moins  grandioses.  Il  est  certain  que,  théoriquement,  le 
fil  à  plomb  doit  éprouver  des  déviations  périodiques  dues  à  cette  cause. 

C'est  Peters  qui,  le  premier,  a  donné  une  théorie  exacte  de  ces  efl'ets  (').  La 
force  accélératrice,  due  à  l'attraction  de  la  Lune  sur  un  point  de  la  surface  ter- 
restre, est  la  résultante  de  cette  attraction  et  de  celle  que  la  Lune  exerce  sur 
l'unité  de  masse,  placée  au  centre  de  la  Terre  (cette  dernière  prise  avec  le  signe 
négatif).  Soient  p,  p'  les  distances  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre  et  au  point 
considéré;  M'  sa  masse,  s,  z'  les  angles  que  les  directions  de  p  et  p'  forment  avec 
la  verticale;  la  composante  horizontale  de  la  force  perturbatrice  sera 

f M' (!!£-=' -^ 
V  p  '  p' 

et  la  composante  verticale,  opposée  à  la  pesanteur, 

COS-'  C0S.3 


fM' 

On  a,  d'autre  part, 


Ji 


P' 


p  sin^  —  p'sin^',        p  cos^  :=  R -f- p'coss', 

et,  approximativement, 

p  — p'  — Rcoss. 

En  négligeant  -^  ?  ^t  faisant  ^=  f^^^'  on  trouve,  pour  les  deux  composantes, 
P. 
exprimées  en  fractions  de  la  pesanteur  g, 

3  M'/R\^  .  .         M7R\%„       ,  . 

Ces  expressions  se  déduiraient  directement  du  potentiel 

fM'  R2 

^     '  -2       P'* 

en  formant  —  r,— ^  et  -jr,  • 
K  o-        aR 


(1)  Bulletins  de  V  Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  t.  III;  1844.  —  Astroiiomisclic  ISach- 
rïchten,  n"  507 ;  i845. 
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Nous  avons  ici 


M'        I 

R        I 

p  ~"  60' 

Kl 

M* 

^RY_           I 

M  ~82' 

\p J  ""  1 8 000 000 ' 

il  s'ensuit  que  la  composante  verticale,  qui  agit  en  sens  contraire  de  la  pesan- 
teur, est  négligeable,  et  que  la  composante  horizontale  produit  une  déviation 
égale  à 

I  sin2-s 

(3) -. ^  =  o",  017  81112  5. 

12000000  sinr 
La  déviation  causée  par  le  Soleil  s'obtient  en  divisant  par  £  =  2,18;  elle  est 

o",oo8  sin2  5. 

Ces  formules  montrent  que,  sous  l'influence  de  l'attraction  luni-solaire,  l'ex- 
trémité du  fil  à  plomb  décrit,  sur  le  plan  horizontal,  des  courbes  très  compli- 
quées. En  ne  tenant  compte  que  de  l'action  de  la  Lune,  et  en  la  supposant  sur 
l'équateur  céleste  (cO  =  o),  la  courbe  se  réduit  à  une  ellipse  qui  passe  par  le  pied 
de  la  verticale;  c'est  ce  qui  résulte  des  expressions  des  deux  composantes  de  la 
déviation,  estimées  suivant  le  plan  du  méridien  et  un  plan  perpendiculaire  :. 

Comp.  N.-S.  =  o",oi7  sin25  cosA  =r  o",oi7  sinX  cos>.(i  +  cos2/i), 
Comp.  E.-W.  — .  o",oi7  sin2  5  sinA  =  o",oi7  cosX  sin2/i, 

où  Zj  A,  h  sont  la  distance  zénithale,  l'azimut  et  l'angle  horaire  de  la  Lune, 
X  la  latitude  de  l'observateur. 

On  trouve  des  remarques  intéressantes  sur  ce  sujet  dans  les  Rapports  de  la 
Commission  spéciale  de  l'Association  britannique  pour  l'avancement  des 
sciences,  et  dans  deux  Notes  de  M.  Gaillot,  qui  a  étudié  les  figures  que  dessine 
l'extrémité  du  fil  à  plomb  ('). 

En  fraction  de  la  gravité,  le  potentiel  (2)  serait 

(4)  '  U=i^^\3cos^.-i), 

et  cette  expression  représente  aussi  l'exhaussement  de  la  surface  de  niveau, 

qui  correspond  à  la  perturbation  de  la  gravité.  La  plus  grande  différence  serait, 

pour  la  Lune, 

3  M'  R*  R 

2    M     p'  12  000  000 

et,  pour  le  Soleil,  o'",25. 


(1)  Bulletin  astronomique,  t.  I,  p.  5o,  ii3,  217. 
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Les  variations  des  surfaces  de  niveau,  dues  aux  autres  perturbations  de  la 
rotation  que  nous  avons  examinées,  sont  insignifiantes. 

L'attraction  des  eaux  de  la  haute  mer  peut  donner  lieu  à  une  déviation  du  fil 
à  plomb  plus  sensible  que  celle  que  produit  l'attraction  directe  de  la  Lune. 
Aussi  a-t-on  songé  à  utiliser  cet  effet  pour  la  détermination  de  la  densité 
moyenne  de  la  Terre.  Robison,  en  i8o4,  a  proposé  d'observer,  dans  ce  dessein, 
les  marées  de  la  baie  de  Fundy,  qui  atteignent  jusqu'à  20",  et  W.  Struve,  en 
1844,  a  recommandé  le  canal  de  Bristol  où  la  marée  atteint  10"  et  peut  produire 
des  déviations  de  o",2.  Sir  W.  Thomson  (')  trouve  qu'une  différence  de  3™ 
entre  les  niveaux  de  la  marée  haute  et  de  la  marée  basse  peut  produire  un  écart 
de  o",o57  entre  les  directions  correspondantes  du  fil  à  plomb. 

Les  formules  du  n*"  39  donnent,  pour  l'attraction  horizontale  d'un  parallélé- 
pipède de  hauteur  très  petite  A,  symétrique  par  rapport  à  l'axe  M^, 

tang  ^  Bc 

X  —  2  f  p  A  log j 

lang^ôd 

ou  bien,  en  supposant  le  point  M  situé  dans  le  plan  du  parallélépipède,  à  une 
distance  finie  a  du  côté  AD  {fig.  4)»  et  désignant  par  b  la  largeur  AB,  par  2c  la 
longueur  AD,  par  r,  s  les  distances  MA,  MB, 

(5)  X"2fp/ilog 


a       s  +  c 
En  prenant  a—  100'",  b  —  c  =^  100'"°,  on  aurait 

(6)  X=2fpAlog-^.. 

I  H-  v/2 

L'intensité  de  la  pesanteur  étant  d'ailleurs 


la  déviation  cherchée  devient 


X       3         p   /i  2000 

^^^  '  ^sini"  "~  27isini"  A  R   "^Th^"^"' 

On  a  ici  -  =  5,56,  et,  en  prenant  h  =  3",  on  trouve  o",o56  pour  la  déviation 

P  . 

totale  du  fil  à  plomb,  produite  par  une  couche  d'eau  de  3"  qui  s'étend  sur  un 

rayon  d'au  moins  100''"  k  partir  de  la  côte.  En  doublant  la  distance  a,  on  ne 

diminue  la  déviation  que  d'un  dixième. 

(•)  Treatise  on  natural  Philosophj,  t.  II,  p.  Sgo. 
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Il  y  a  quelques  années,  l'Association  britannique  a  formé  dans  son  sein  un 
Comité  chargé  de  préparer  les  voies  pour  les  recherches  sur  les  variations  de  la 
verticale  dues  à  l'action  de  la  Lune.  On  a  songé  à  établir  des  observatoires 
spéciaux  {grmdlational  ohservalories).  MM.  George  et  Horace  Darwin  ont  com- 
mencé une  série  d'observatians  à  Cambridge.  Plusieurs  Rapports  ont  été  publiés 
depuis  1881.  En  dehors  des  variations  périodiques,  plus  ou  moins  nettement 
accusées,  on  a  constaté  une  agitation  très  faible  mais  incessante  du  sol,  d'un 
caractère  séismique,  qui  avait  été  depuis  longtemps  signalée  par  d'autres  obser- 
vateurs, notamment  en  Italie  (Rossi,  Bertelli,  Palmieri,  Mocenigo,  etc.). 

Parmi  les  procédés  d'observation  qui  ont  été  employés  ou  proposés  pour 
constater  les  variations  de  la  verticale,  dues  à  des  causes  quelconques,  nous 
citerons  d'abord  les  niveaux  fixes,  dont  Plantamour  et  d'Orffontfait  usage  après 
M.  d'Abbadie.  M.  d'Abbadie  préfère  aujourd'hui  l'observation  régulière  du 
nadir,  à  l'aide  d'un  bain  de  mercure  et  d'une  lentille  à  long  foyer,  installés  au 
fond  d'un  pilier  creux,  au  sommet  duquel  se  trouvent  une  croisée  de  fils  et  un 
microscope  (').  On  peut  encore  utiliser,  pour  les  recherches  de  ce  genre,  le 
pendule  horizontal,  sorte  de  levier  mobile  autour  d'un  axe  qui  fait  un  très  petit 
angle  avec  la  verticale.  Cet  appareil,  dont  le  principe  a  été  successivement  indi- 
qué par  Hengler  (i832),  Perrot  (1862)  et  Zôllner  (1869),  a  été  perfectionné  et 
employé  avec  succès  par  M.  de  Rebeur-Paschwitz  {'^). 

Il  faut  dire  que  ces  sortes  d'observations  sont  d'une  nature  très  délicate, 
parce  qu'on  est  embarrassé  de  faire  la  part  des  influences  purement  locales,  de 
la  température  et  de  l'humidité  qui  gonflent  ou  contractent  le  sol  et  tordent  les 
piliers  des  instruments.  On  sait  que,  en  1 848,  M.  Henry  a  signalé  des  variations 
périodiques  de  1"  ou  3"  dans  les  niveaux  des  axes  et  les  azimuts  des  cercles 
méridiens  de  Greenwich  et  de  Cambridge,  résultats  confirmés  par  M.  Ellis 
en  1859.  M.  Foerster  a  entrepris  récemment  des  recherches  spéciales  sur  ces 
mouvements  des  piliers,  qui  dépendent  des  saisons.  Il  faudra  évidemment  faire 
une  étude  approfondie  des  sources  d'erreurs  que  ces  influences  locales  intro- 
duisent dans  toutes  les  déterminations,  avant  de  songer  à  vérifier  directement 
les  dernières  conséquences  des  théories,  développées  au  delà  des  limites  de  la 
précision  actuelle  des  observations. 

(*)  A.  D'ka^kniB,  Recherches  sur  la  verticale  {Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  i88i). 
(■-)  Bulletin  astronomique,  t.  IV,  p.  54i  ;  t.  VI,  p.  i83. 
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Dans  IdiJ/g.  23  (p.  466),  la  première  des  lettres  N  à  droite  de  .t-  doit  ôtre  remplacée  par  N'. 

Les  fautes  ci-dessus  nous  ont  été  signalées  principalement  par  MM.  von  Ilaerdll,  Lehmann-Filhès, 
G.  Leveau  et  Steadman  Aldis. 
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